§ 34. Упругий удар
При упругом соударении двух тел, например двух костяных или стальных твердо закаленных шариков, происходит упругая деформация шариков, по​верхности соударяющихся тел вдавливаются и сила давления вследствие дефор​мации шариков изменяет их скорость.

Анализ явлений, имею​щих место при ударе упру​гих сплошных тел, доволь​но сложен, поэтому вна​чале рассмотрим самый простой случай — цент​ральный удар двух одно​родных шаров. Централь​ным называют такой удар, при котором скорости соударяющихся шаров до уда​ра совпадают по направле​нию с линией, соединяющей центры шаров (рис. 78, а).
Процесс соударения происходит примерно следующим обра​зом. Во время сближения шаров (рис. 78, б) силы, действующие на них (F1 и F2), увеличиваются с увеличением деформации, пока скорости обоих шаров не сравняются (рис. 78, в). В этот момент
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Рис. 78.
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деформации достигают максимума, а затем они начинают умень​шаться, при этом силы деформации расталкивают шары (рис. 78, г) до тех пор, пока они не разойдутся; далее шары будут двигаться с различными скоростями (рис. 78, д).
Детальный анализ деформации шаров при ударе представляет очень сложную задачу. Однако можно довольно просто определить скорости шаров после удара при известных величинах масс шаров и их скоростей до удара, когда нет перехода механической энергии в тепловую. Действительно, в этом случае за первую половину времени удара (при сближении тел) происходит переход кинети​ческой энергии в потенциальную энергию деформации, а за вторую половину времени удара (при удалении тел) потенциальная энер​гия целиком обратно переходит в кинетическую.

Поэтому на основании закона постоянства количества движе​ния и закона сохранения энергии можно написать:
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 (34.1) 
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где m1 и m2 — массы шаров, v10 и v20 — их скорости до удара, a v1 и v2 — после удара.

Векторы скорости шаров после упругого удара будут лежать на линии центров шаров, потому что силы взаимодействия во время удара вследствие симметрии будут направлены по этой же прямой. Уравнения (34.1) и (34.2) можно представить в таком виде:
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 (34.3)

Разделив второе уравнение на первое, получаем
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 (34.4)

Умножив уравнение (34.4) на m1 и сложив с первым из уравнений (34.3), определим скорость второго тела после удара:
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 (34.5)

Формулу для определения скорости первого тела после удара можно получить просто, если сменить индексы 1 на 2 и 2 на 1 в фор​муле (34.5):
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Если массы шаров одинаковы и один из них находится в покое, например v20=0, то после удара скорость первого шара будет
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равна нулю, а второй шар будет двигаться со скоростью пер​вого v10.
Но такой же результат можно получить непосредственно из законов сохранения количества движения и энергии. Действи​тельно, так как массы шаров одинаковы, то закон сохранения ко​личества движения требует, чтобы сумма скоростей обоих шаров после удара равнялась скорости первого шара до удара. Закон со​хранения энергии требует, чтобы сумма квадратов скоростей после удара равнялась квадрату скорости до удара. Одновременное выполнение этих двух условий возможно только в том случае, когда после удара скорость одного из шаров равна нулю, а равняться нулю может только скорость двигавшегося до удара первого шара, ибо только он замедляется во время удара.

При центральном упругом ударе одинаковых по массе однород​ных шаров они «обмениваются» скоростями. Действительно, по​ложим в формулах (34.5) и (34.6) m1=m2=m, получим
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 (34.7)

Сущность механизма упругого удара двух шаров можно представить себе достаточно ясно, если рассмотреть соударение двух твердых шаров «через» пру​жину.

Пусть к одному из шаров прикреплена пружина, масса которой мала по сравнению с массой каждого из шаров («невесомая» пружина); начальные скорости шаров направлены по линии центров, так что сила сжатой пружины также совпа​дает с центральной линией. Значения величин указаны на рис. 79.

Результаты действия упругих сил деформации шаров при ударе такие же, как и результаты действия пружины, масса которой почти равна нулю. Кинети​ческая энергия движения системы до удара[image: image9.png]mot, | Mg
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=0,0540 Дж. Во время соударения нарастает потенциальная энергия, пружина сжимается до тех пор, пока скорости шаров не сравняются, за это время первый шар замедляется, а вто​рой ускоряется. Скорость шаров в этот момент
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и максимальная потенциальная энергия пружины равна
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Затем пружина начинает разжиматься; очевидно, что при этом сила пружины замедляет первый шар, сообщая ему в противоположном направлении скорость —0,0667 м/с, и ускоряет второй шар до скорости 0,733 м/с; эти величины можно определить по формулам (34.5) и (34.6).

Скорости шаров после удара не зависят от жесткости пружины. Важно только то, что пружина идеально упругая, после удара она не имеет энергии.

Но время соударения, время сжатия и обратного расширения пружины суще​ственно зависит от жесткости пружины и массы шаров. Чем жестче пружина, тем меньше время соударения. Можно показать, что время соударения при одних

и тех же массах будет пропорционально 1/(k, где k — коэффициент жесткости пружины.
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Так как при ударе действуют только расталкивающие силы (а не притя​гивающие!), то приращение скорости каждого шара вследствие удара направлено всегда от второго шара.

Если при ударе возникли бы притягивающие силы, то было бы наоборот: приращение скорости каждого шара после удара было бы направлено ко вто​рому шару. Такой удар двух шаров можно осуществить при помощи «неве​сомой» нити. Пусть два шара связаны такой нитью и одному из них сооб​щается скорость (рис. 80, а); как только нить вытянется, произойдет удар, при котором будут действовать силы притяжения. Если нить идеально упругая, то движение будет сложным: когда скорости обоих тел сравняются
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Рис. 79.
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Рис. 80.

(рис. 80, б), нить будет растянута на максимальную величину, затем нить будет сокращаться, убыстряя m1 и замедляя m2, до тех пор, пока длина ее не достигнет первоначального значения. В этот момент масса m1 будет двигаться быстрее массы m2, и нить не окажет никакого влияния на дальнейшее дви​жение шаров, которые будут сближаться с постоянной скоростью (рис. 80, в).
Мы подробно рассмотрели центральный удар двух шаров. Такова же будет картина удара двух любых тел, если началь​ная скорость направлена вдоль линии, соединяющей центры масс этих тел, и если силы взаимодействия направлены вдоль этой же линии центров. В противном случае удар будет представлять сложное явление, анализ которого выходит за рамки нашего курса.

Картина соударения при нецентральном ударе шаров будет совсем иная. Здесь во время удара имеет место как приближение центров шаров друг к другу вследствие деформации их, так и «сколь​жение» поверхности одного шара относительно другого. Для того чтобы представить себе механизм удара, разложим векторы скоро-
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стей обоих шаров до удара на направление линии центров шаров и на направление, перпендикулярное к этой линии (рис. 81).

Очевидно, что вследствие «скольжения» поверхности шаров возникнут силы трения Fт и F'т, которые вместе с упругими силами взаимодействия Fy и F'y определят изменение скорости шаров после удара. Кроме того, силы трения вызовут вращение шаров
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Рис. 81.

вокруг центра. Только в том случае, когда силы трения Fт очень малы по сравнению с упругими силами Fy, т. е. Fт<<Fy, можно пре​небречь действием сил трения.

Теперь сравнительно просто решить задачу об ударе. Действи​тельно, при этом условии величины нормальных составляющих скорости шаров v1n, v2n не изменяются при ударе, а две составляю​щие скорости вдоль линии центров после удара можно будет опреде​лить на основании закона сохранения количества движения и за​кона сохранения энергии таким же путем, как и при центральном ударе. Запишем эти уравнения: 
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 (34.8)

здесь неизвестны только две величины: v'1ц и v'2ц.

Общие закономерности удара шаров в этом случае можно найти следующим путем. Предположим, что до удара (рис. 82) шар 2 покоится, а шар 1 движется 1). Сила взаимодействия в момент удара проходит через центры шаров (нет трения), и ее направление зависит от «прицельного» расстояния (, равного рас​стоянию центра покоящегося шара от линии полета центра другого шара (до удара). Плоскость чертежа совпадает с плоскостью, про​ходящей через центры шаров и вектор скорости шара 1.

1) Это предположение не является ограничением. Всегда можно выбрать систему отсчета, движущуюся со скоростью шара 2 до удара, и рассматривать движение относительно этой системы (см. § 43).
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Удар произойдет при условии (<r1+r2, где r1 и r2 — радиусы шаров. Угол ( зависит от ( и r1+r2. Составляющая количества движения шара 1 (ударяющего), нормальная к F (к силе взаимо​действия), остается неизменной. Составляющие количеств дви​жения шаров по направлению силы F изменяются в соответ​ствии с законами центрального удара.

По закону постоянства ко​личества движения

K=K1+K2, (34.9)

где К— количество движения
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Рис. 82.
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Рис. 83.

шара 1 до удара, K1 и К2 — количества движения шаров 1 и 2 после удара соответственно.

Закон сохранения энергии можно записать так:
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 (34.10)

так как К=mv и mv2=K2lm для любого тела.

Допустим, что K2 составляет угол ( с вектором К, т. е. покоив​шийся шар отскочит под углом ( к начальной скорости первого шара; тогда из треугольника на рис. 83 следует:
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Учитывая постоянство энергии (34.10), исключаем К1 и получаем
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 (34.11)

Отсюда видно общее соотношение между К2 и К в зависимости от угла ( и отношения масс m1/m2.

Следует различать два случая: m1>m2 и m1<m2. В первом случае (<1, тяжелый шар ударяет легкий и связь между K2 и К показана на рис. 84: конец вектора К2 описывает окружность диа​метром (K. Оба шара после удара летят в сторону начального дви​жения первого шара. Величина угла ( изменяется от 0 до (/2. Угол отклонения первого шара может изменяться от 0 до некоторого (макс. Одному значению (, вообще, соответствуют два значения (.
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Точка В представляет центральный удар, оба шара летят после удара по одному направлению (рассмотренный ранее случай). Точка А представляет «промах» (шары не задели друг друга).

Во втором случае, при m1<m2, легкий шар ударяет тяжелый. Картина возможных количеств движений шаров после удара пока​зана на рис. 85. Здесь (>1 и шар 1 после удара может лететь назад. Угол отклонения налетающего шара (
[image: image21.jpg]£

#,





Рис. 84.
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Рис. 85.

изменяется от 0 до (. Точка В представляет центральный удар. Каждому значению ( соответствует только одно значение (.

Картина возможных количеств движения в промежуточном случае одинаковых по массе шаров, m1=m2, показана на рис. 86, Угол ( изменяется от 0 до (/2. При центральном ударе шар 1 останавливается, а шар 2 с той же скоростью движется далее (точка В). Угол «разлета» шаров (+( всегда равен (/2.

Угол В нетрудно связать с при​цельным расстоянием ( и показать (см. рис. 82), что
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 (34.12)

Зная (, диаметры шаров и их массы, найдем ( и (, по данному К опреде​лим К2 и К1, которые в свою очередь определяют скорости и направления шаров после удара. Таким образом, задача упругого соударения двух шаров решена.

Важно отметить, что основа решения задачи следует из двух законов сохранения — энергии и количества движения. Поэтому все выводы, показанные на рисунках и полученные из (34.11), применимы к упругому удару двух частиц (рассматриваемых как материальные точки). Не зная механизма взаимодействия частиц при ударе, мы полагаем, что их кинетическая энергия после удара

[image: image24.jpg]



Рис. 86.
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равна кинетической энергии до удара. Неизменность кинетической энергии при ударе можно считать условием упругого удара частиц. Для «точечных частиц» это условие соблюдается, если отталкиваю​щие силы однозначно зависят от расстояния между ними и на​правлены по соединяющей их линии (см. § 36).
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Рис. 87.

Соотношение (34.12) справедливо только для шаров, но для любых частиц величину ( можно определить по прицельному рас​стоянию (, если известна зависимость сил отталкивания от расстоя​ния между частицами. Общая же картина всех возможных ударов частиц представлена формулой (34.11), она ясно видна на рисунках. В некоторых задачах ею вполне можно ограничиться. Например, при ударах очень тяжелой частицей (m1>>m2) можно по максимальному углу отклонения (макс определить величину отношения масс. Легко убедиться, рассматривая рис. 87, что
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При ударах очень легкой частицей (m1<<m2) картина импульсов показана на рис. 88 (здесь ((2). В случае лобового удара ((=0) К2(2К и К1(-К. При любом ударе, когда K1( К, скорость легкой частицы почти не изменяется по величине, она меняет только направление. Скорость тяжелой частицы после удара не больше
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(v — начальная скорость ударяющей частицы). Последний случай в пределе (m1/m2(0, v2/v(0) дает картину упругого удара о не​подвижную стенку.

Аналогия соударения шаров и частиц верна тогда, когда нет сил трения при соприкосновении шаров, когда шары и после удара не вращаются, движутся поступательно. Точнее следует сказать: когда вращение шаров не изменяется при ударе.

[image: image28.jpg]



Рис. 88.
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