§ 7. Теорема Гельмгольца. Уравнения Максвелла
Мы переходим к формулировке и доказательству важ​ной теоремы о возможности представления произвольного векторного поля в виде суммы градиента некоторой ска​лярной функции Ф и ротора некоторой векторной функ​ции А, дивергенция которой равна нулю.
Теорема 1.13 (теорема Гельмгольца). Любое вектор​ное поле F, однозначное, непрерывное и ограничен​ное во всем пространстве, может быть разложено на сумму потенциального и безвихревого векторных полей и представлено в виде
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 (1.54)
Скалярную функцию Ф называют скалярным потен​циалом, а векторную функцию А — векторным потен​циалом векторного поля F.
Доказательство теоремы сводится к построению потенциалов Ф и А, удовлетворяющих равенству (1.54), по заданному полю F. Оно будет проведено в три этапа. Вначале докажем теорему для двух частных случаев, а затем распространим полученные результаты на общий случай.
1. Пусть данное нам векторное поле F удовлетворяет условию
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 (1.55) Рассмотрим функцию
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В силу наложенных условий этот интеграл сходится, и функция G(r) определяется однозначно. Далее легко про​веряется равенство
[image: image4.png]V2G (r) = — 47F (r),




а применение формулы (1.33) к векторной функции G(r) дает
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Теперь, используя полученные формулы, можно записать функцию F в виде
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где
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Иными словами, теорема доказана с условием (1.55). По​тенциалы Ф и А можно представить в более простой форме, если воспользоваться симметрией функции |r—r'|. Преобразуем для этого[image: image8.png]V,-G(r) u VXG(r):
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Так как
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имеем
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Применяя теорему Гаусса — Остроградского к первому из интегралов справа, получаем
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где интеграл по dS' берется по сфере достаточно боль​шого радиуса. В силу условия (1.55)
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Поэтому окончательно имеем
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Вычислим далее[image: image15.png]V, X G(r).



 Имеем:
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или иначе
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Первый интеграл по d(' равен нулю, как следует из тео​ремы Гаусса Остроградского с условием (1.55). Таким образом,
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Чтобы представить полученные результаты в более на​глядной форме, введем величины ( и j, положив:
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Тогда[image: image20.png]= : .56
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Необходимо отметить, что нахождение скалярного и век​торного потенциалов сводится в таком случае к решению скалярного и векторного уравнений вида
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которые называются скалярным и векторным уравне​нием Пуассона соответственно. Уравнения (1.58а) и (1.58б) имеют единственное решение, если соответствую​щие однородные уравнения, называемые уравнениями Лапласа, имеют только нулевые решения. Ясно, что скалярный и векторный потенциалы определяются соот​ветственно с точностью до гармонической функции (реше​ния  уравнения   Лапласа)   и  градиента   от  нее.   В   связи с этим интересно одно свойство гармонических функций, вытекающее из доказанной части теоремы.
Следствие.   Если   функция Ф  удовлетворяет урав​нению Лапласа (2Ф = 0, а на бесконечности ведет себя как
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то она тождественно равна нулю.
Доказательство.   Определим   векторное   поле   F равенством F= —(Ф. Тогда
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Так как по условию
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поэтому   из  теоремы   Гельмгольца   следует,   что   Ф = 0. 

2. Рассмотрим теперь случай, когда ротор векторного поля удовлетворяет условию
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Пусть векторный потенциал А задается, как и прежде, формулой (1.57). Для доказательства теоремы достаточно, во-первых, проверить, выполняется ли равенство (1.54), и, во-вторых, показать, что (•A=0. Покажем вначале, что (•А=0. Вычисляя (•А, будем иметь
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поэтому первый интеграл равен нулю, так как (•j=0. Второй интеграл преобразуем по теореме Гаусса — Остро​градского, используя условие (1.59):
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согласно доказанному выше следствию, он также равен нулю. Таким образом, векторное поле А — вихревое. Нетрудно проверить и справедливость равенства (1.54). Для этого воспользуемся соотношением (1.33), из кото​рого следует, что
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Поэтому (((F(((A)=0 для произвольных векто​ров А и F. откуда и вытекает равенство (1.54).
3. Не будем теперь накладывать никаких дополнитель​ных ограничений на F. Для доказательства теоремы в этом общем случае рассмотрим сферу радиуса R и введем обо​значения
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Покажем, что при этом (•А=0, где
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Первый интеграл равен нулю, так как его можно свести к поверхностному интегралу по сфере радиуса боль​шего R. Но в силу равенства (•J=0, которое следует из соотношения
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второй интеграл также равен нулю. Следовательно, (•A=0 и справедливость формулы (1.54) для Q(r) не требует особой проверки. Поэтому в области, ограничен​ной сферой радиуса R,
F=((A—(Ф    ((•A=0).
Устремляя радиус сферы к бесконечности, убедимся, что теорема верна для любой конечной части пространства. Тем самым теорема доказана полностью.
