О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ
КНИГА ВТОРАЯ ОТДЕЛ I
О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ ПРИ СОПРОТИВЛЕНИИ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНОМ СКОРОСТИ
Предложение I. Теорема I
Количество движения, теряемое телом от сопротивления, пропор​ционального скорости, пропорционально пройденному при движении про​странству.
Ибо количество движения, теряемое в продолжение каждого отдель​ного весьма малого промежутка времени, пропорционально скорости, т. е. и пройденному в этот промежуток весьма малому пути, следовательно, сло​жив, получим, что и полное потерянное количество движения пропорцио​нально полному пройденному пути.

Следствие. Поэтому, если тело, никакому тяготению не подверженное, будет двигаться в свободном пространстве по инерции и будет известно как его начальное количество движения, так и остающееся после прохо​ждения какого-либо заданного пути, то найдется и полное пространство, которое тело может описать в бесконечно большое время; именно, это про​странство так относится к уже описанному, как полное начальное коли​чество движения к потерянному.128
_____________

128 Обозначив через m, v, k — массу, скорость и коэффициент сопротивления и полагая, что точка движется по оси х, выйдя из начала координат со скоростью v0. можем написать дифференциальное уравнение ее движения так:
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 (1) 
откуда, при вышеуказанных начальных условиях, следует

[image: image2.png]Moy — mo = kr.



 (2)

Это равенство и выражает высказанную теорему.

Наибольшее пространство X. проходимое телом, получится полагая в формуле (2):
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Лемма I
Количества, пропорциональные своим разностям, образуют непрерыв​ную пропорцию. Пусть будет

A:A—B=B:B—C=C:C—D и т. д; тогда по обращении получится:

A:B=B:C=C:D и т. д.129
Предложение II. Теорема II
Если тело испытывает сопротивление, пропорциональное скорости, и по инерции движется в однообразной среде и если взять равные после​довательные промежутки времени, то скорости в начале каждого отдельного промежутка образуют геометрическую прогрессию, пространства же, пройденные в продолжение каждого промежутка, будут пропорциональны скоростям.
Случай 1. Если время подразделить на равные промежутки и если бы в начале каждого промежутка сила сопротивления действовала бы мгно​венным натиском, пропорциональным скорости, то уменьшение скорости для каждого промежутка было бы пропорционально самой скорости. Следова​тельно, такие скорости (по лем. I кн. II), пропорциональные своим разно​стям, составляют геометрическую прогрессию. Поэтому, если из одинакового числа этих равных малых промежутков составить новые равные проме​жутки времени, то скорости в начале этих новых промежутков будут от​носиться между собою, как те члены первоначальной геометрической про​грессии, которые будут в ней взяты скачками, пропуская соответственно по равному числу промежуточных членов. Вместе с тем эти члены обра-

___________________

так что будет
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 (3) Из равенств (2) и (3) следует
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 (4)

129 Вместо непрерывных пропорций теперь рассматриваются обыкновенно геометрические прогрессии. Стоит только обозначить общую величину отношений через q, будем иметь:
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Если затек принять, что n изменяется не скачками, а непрерывно, то N будет показательною функцией от n. Эта функция будет по-прежнему обладать тем же основным свойством, как и члены прогрессии, т. е. ее «разность» или приращение пропорционально самой функции. 6 дальнейшем Ньютон представляет показательную функцию в виде абсциссы или ординаты точки гиперболы, в зависимости от площади, ограниченной этой кривою и ее асимптотою.
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зуют новую геометрическую прогрессию, знаменатель которой равен со​ответственной, сообразно числу пропущенных членов, степени знаменателя первоначальной прогрессии, следовательно и скорости, пропорциональные этим взятым членам, находятся в геометрической прогрессии. Если выше​указанные малые равные промежутки, на которые подразделено время, уменьшить, число же их увеличить до бесконечности, так чтобы действие со​противления сделать непрерывным, то скорости, в на​чале равных конечных промежутков времени находившиеся постоянно в непрерывной пропорции, останутся и в этом случае непрерывно пропорциональными.

Случай 2. Составив разностную пропорцию, т. е. пропорцию последовательных утрат скорости, полу​чим, что эти утраты пропорциональны полным ско​ростям, но пройденные в отдельные промежутки про​странства пропорциональны потерям скорости (предл. I кн. II), а значит, и самой скорости.

Следствие. Поэтому, если описать равнобочную гиперболу BG, имею​щую взаимно перпендикулярные асимптоты АС и СН, и провести АВ и DG перпендикулярно к асимптоте АС (фиг. 135) и если начальную скорость тела, а также и сопротивление при начале движения, представить данною длиною АС, скорость же и сопротивление по прошествии какого-либо вре​мени — переменною длиною CD, то время представится площадью ABGD, пройденное же в продолжение этого времени пространство — длиною AD. Ибо, если эта площадь при движении точки D будет возрастать равномерно подобно времени, то длина DС будет убывать в геометрической прогрес​сии подобно скорости; в том же отношении убывают и части прямой АС, описываемые в равные времена.130
______________

130 Написав уравнение (1) примечания 128 в виде
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и положив
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получаем по интегрировании:
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 (2) 
и
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 (3)

Взяв на чертеже (135) точку А за начало координат, прямую АС за ось ( и прямую АВ за ось ( и обозначая
[image: image11.png]AB=); AC
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Предложение III. Задача I
Определить движение тела, движущеюся под действием постоянной силы тяжести прямолинейно вверх или вниз в однообразной среде, сопро​тивляющейся пропорционально скорости.
Когда тело движется вверх, пусть сила тяжести представляется дан​ным прямоугольником BACH, сопротивление среды при начале движения

вверх — прямоугольником BADE, взятым по другую сторону пря​мой АВ (фиг. 136). Через точку B проводится равнобочная гипербола, имеющая своими асимптотами вза​имно перпендикулярные прямые АС и СH, пересекающая перпендику​ляры DE и de в G и g. Тело при восходящем движении в течение времени DGgd опишет пространство EGge, во время DGBA — полную высоту подъема EGB; во время ABKI опишет вниз пространство BFK, во время KJki — вниз пространство KFfk. Пропорциональная сопро​тивлению среды скорость будет в соответствующие моменты: ABED,
____________________
получим уравнение гиперболы BG:
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Площадь ABGD этой гиперболы будет 
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Откуда
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Сличая формулу (4) с формулою (3), видно, что стоит только брать
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то будет 
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На основании же формулы (2) будет
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т. е. если брать площадь S пропорционально времени, то длина DC будет пропорциональна величине скорости и длина AD — пройденному пространству.
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ABed, нуль, ABFI, ABfi; наконец, наибольшая скорость, которую тело при своем падении может достичь, будет BACH.
Если прямоугольник BACH подразделить на бесчисленное множество прямоугольников Ak, Kl, Lm, Mn и т. д. (фиг. 137), которые были бы пропорциональны приращениям скорости в соответствующие равные про​межутки времени, то площади: 0, Ak, Al, Am, An и т. д. — будут пропор​циональны полным скоростям, а значит, по предположению, и сопротивлению среды в начале сказанных равных промежутков времени; поэтому отноше​ние АС к АК или АВНС к АВkК будет равно отношению силы тяжести к сопротивлению при начале второго промежутка времени; по отнятии со​противления от силы тяжести будут оставаться площади АВНС, КkНС, LlHC, МmНС и т. д., пропорциональ​ные тем силам, которые действуют на тело в начале последующих про​межутков времени, следовательно (по II закону) эти площади пропорцио​нальны приращениям скорости, т. е. прямоугольникам Ak, Kl, Lm, Mn и т. д.; поэтому (лем. I кн. II) они обра​зуют геометрическую прогрессию. Вследствие этого, если прямые Kk, Ll, Mm, Nn и т. д. по продолжении пересекают гиперболу в q, r, s, t,..., то площади ABqK, KqrL, LrsM, MstN и т. д. будут между собою равны и, зна​чит, пропорциональны как равным промежуткам времени, так и постоянной силе тяжести. Но площадь ABqK (след. 3 лем. VII и лем. VIII кн. I) отно​сится к площади Bkq, как Kq к 1/2kq, т. е. как АС к 1/2АК, т. е. как

сила тяжести к сопротивлению посредине первого промежутка времени; на основании такого же рассуждения видно, что площади qKLr, rLMs, sMNt и т. д. относятся к площадям qklr, rlms, smnt и т. д., как сила тя​жести к сопротивлению посредине второго, третьего, четвертого и т. д. промежутка времени. А так как равные площади BAKq, qKLr, rLMs, sMNt и т. д. пропорциональны силе тяжести, то площади Bqk, qklr, rlms, smnt и т. д. будут пропорциональны сопротивлениям в моменты посредине последовательных промежутков времени, т. е. (по предположению) пропор​циональны скорости, а значит, и пройденным пространствам. Суммы этих пропорциональных величин будут также между собою пропорциональны,
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т. е. площади Bkq, Blr, Bms, Bnt и т. д. — полному пройденному про​странству, площади же ABqK, ABrL, ABsM, ABtN — времени. Следо​вательно, тело при падении в продолжение какого-либо времени ABrL пройдет пространство Blr и в продолжение времени LrtN — пространство rlnt. Подобным же образом доказывается и восходящее движение.

Следствие 1. Следовательно, наибольшая скорость, которую может достигнуть тело при падении, так относится к скорости, достигнутой к концу какого-либо заданного промежутка времени, как постоянная сила тяжести, действующая на тело, относится к силе сопротивления, действующей в конце этого промежутка времени.

Следствие 2. Когда время возрастает в арифметической прогрессии, то сумма упомянутых в следствии 2 скоростей при движении вверх и раз​ность их при движении вниз убывают в прогрессии геометрической.

Следствие 3. Пространства, описываемые в равные промежутки вре​мени, убывают в той же геометрической прогрессии.

Следствие 4. Пространство, описанное телом, есть разность двух про​странств, из коих одно пропорционально времени, протекшему от начала падения, второе же пропорционально скорости, так что при начале падения они между собою равны.131
_____________

181 Приняв точку D (фиг. 136) за начало координат, прямую DC за ось (, прямую DE за ось ( и полагая

DA=b; AС=а; DC=a+b=c; AB=( 

получим уравнение гиперболы GgB:
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Площадь ее DGgd будет
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откуда
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 (1)

С другой стороны, направляя ось z вертикально вверх и обозначая через g — ускорение силы тяжести, для движения тяжелого тела вверх имеем уравнение
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 (2) 
и начальное условие: при t=0 должно быть v=v0, z=0; тогда, полагая
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имеем

[image: image26.png]


 (3)
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Предложение IV. Задача II
Предполагая, что сила тяжести в какой-либо среде постоянна и на​правлена перпендикулярно к горизонтальной плоскости, определить дви​жение брошенного в этой среде тела, принимая сопротивление ее пропорциональным скорости.
Пусть из места D (фиг. 138) брошено тело по направлению прямой DP, причем длина DP представляет и начальную его скорость. Из точки Р на горизонтальную прямую DC опускается перпендикуляр PC, и DC рассе​кается точкою А так, чтобы DA относилось к АС, как сопротивление, происходящее при начале от движения по высоте, к силе тяжести, иначе, что то же самое, чтобы отношение DА•DP к АС•СР было равно от​ношению полного сопротивления при начале движения к силе тяжести. На асимптотах DC и СР описывается какая-либо гипербола GTBS, пересекающая перпендикуляры DG, АВ в G и В, и дополняется

и затем, заменив v его величиной dz/dt и интегрируя еще раз, получим
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или, на основании уравнения (2),
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Делая в этом уравнении 
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имеем
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и предыдущее уравнение напишется так:

[image: image31.png]m(vy—v)—mg - ¢




или
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 (4)

Уравнение же (3) можно написать так:

[image: image33.png]oo =22 R iy



 (3') 

Сопоставляя уравнение (3') с уравнением (1), написанным так:
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 (1')

видим, что приняв длину DA пропорциональной kv0, АС— пропорциональной mg, или, что то же, считая площадь EDАВ пропорциональной kv0 и площадь АВНС пропорциональной mg, видим, что S=DGdg можно принять пропорциональной времени t, длина DA представит скорость v, и площадь EGeg, на основании формулы (4), представит пройденное пространство. Из этих формул вытекают и все высказанные следствия.
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параллелограмм DGKC, коего сторона GK пересекает АВ в Q. Длина N берется так, чтобы было

N:QB=DC:CP.
По перпендикуляру ВТ, восставленному из какой-либо точки R пря​мой DC и пересекающему гиперболу в T и прямые EH, GK, DP в J, t и V, 
берется длина Vr=tGT/N, или, что то же самое, длина Rr=GTJE/N; тогда брошенное тело в конце времени DRTG придет в точку r, описав кри​вую линию DraF, на которой эта точка постоянно лежит, причем наи​большей высоты оно достигает в а на перпендикуляре АВ, после чего
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оно асимптотически приближается к PC. Вместе с тем скорость его в любой точке r пропорциональна132 касательной rL.
________________
132 Решение этой задачи основано на двух предыдущих, причем движение точки раз​лагается на движение по горизонтальной оси (по дальности) и по вертикальной (по высоте). На основании теоремы I, обозначая через v1 — проекцию начальной скорости на ось х и через vx — проекцию скорости в какой-либо момент на ту же ось, имеем (прим. 128)

mvx+kx=mv1 

или
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 (1)
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Действительно,

N:QB=DC:CP=DR:RV следовательно,
[image: image37.png]RV =
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и
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Пусть время представляется площадью RDGT, движение же тела разлагается (по след. II законов) на два — вертикальное и горизонтальное так как сопротивление пропорционально скорости, то и оно разлагается на две составляющих, соответственно пропорциональных и противоположных по направлению скоростям этих двух составляющих движений; таким обра​зом путь, пройденный телом горизонтально (по предл. II кн. II), пропорциона​лен длине DR, высота же (но предл. III) пропорциональна площади

DR•АВ—RDGT т. е. длине Rr.
При самом начале движения площадь RDGT равна DR•AQ, поэтому длина
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___________________

и, в силу уравнения (3) прим. 128, для наибольшей дальности,

За величину X Ньютон берет (фиг. 138) длину DC, а так как эта же величина представляет и горизонтальную проекцию начальной скорости, то, значит, длины
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где через v0 обозначена начальная скорость и через v2 — ее вертикальная проекция Уравнение (1) показывает, что длина
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т. е. представляет vx; значит, отрезок касательной rL представляет скорость v, когда точка находится в r.

В выражения самих координат движущейся точки входят показательные функции времени, которые Ньютон представляет, как уже указано, зависимостью между координатами точек гиперболы и площадью, заключенной между гиперболою и ее асимптотою.

За эту вспомогательную гиперболу Ньютон берет здесь такую, у которой одною асимптотою служит ось x-ов, другою — прямая PC, т. е. асимптота траектории движущейся точки,

и время представляется площадью RDGT этой гиперболы, которая, при рассмотрении движения

по высоте, и играет ту же роль, как гипербола GgBKk на фиг. 136 при решении задачи 1.
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т. е.

Rr:DR=QB:N=СР:DC,
т. е. как вертикальная составляющая начальной скорости к горизонтальной. Так как Rr постоянно пропорционально пройденному пути по высоте и DR — пройденному пути по дальности, и при начале движения Rr относится к DR, как путь, проходимый по высоте, к пути, проходимому по дальности, то, чтобы и во все время движения Rr находилось к DR в этом отношении, т. е. как высота к дальности, необходимо, чтобы тело двигалось по кри​вой DraF, на которой постоянно лежит точка r. Следствие 1. Так как
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то если продолжить ВТ до X так, чтобы было
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т. е., дополнив параллелограмм ACPY, соединить DY, которая пересекает СР в Z, и продолжить RТ до встречи с DY в X, то будет

[image: image44.png]Xr
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т. е. эта длина пропорциональна времени.

Следствие 2. Поэтому, если брать бесчисленное множество абсцисс CR или, что то же, ZX в геометрической прогрессии, то все Хr будут в про​грессии арифметической, и таким образом кривая DraF легко строится при помощи таблицы логарифмов.133
_____________________

133 Координаты х и z точки r траектории при избранных осях (DС за ось x-ов и DH за ось z-ов) выражаются формулами:
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Уравнение же вспомогательной гиперболы

[image: image46.png]



где

Площадь S=RDGТ этой гиперболы будет

[image: image47.png]
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Следствие 3. Если при вершине D и диаметре DG, продолженном вниз, построить такую параболу, коей параметр так относился бы к 2DP, как полное сопротивление при начале движения относится к силе тяжести, то скорость, с которою тело должно быть брошено по направлению DP,
отсюда
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Сопоставляя это уравнение с уравнением (1), видим, что взяв
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иначе
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будет
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По уравнению вспомогательной гиперболы:
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значит
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 и
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Но, по условию построения чертежа.
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следовательно
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на основании равенств
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принимает вид
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что равносильно формуле (2).

Для вычисления по формуле (1) и (2) и равносильным им (3) и (4) необходимо знать величину
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чтобы в однородно сопротивляющейся среде описывать кривую DraF, есть та самая, с которою оно должно бы быть брошено, чтобы описывать ска​занную параболу.

Ибо при самом начале движения параметр этой параболы, соответствующий начальной точке D, равен DV2/Vr, при этом
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Но если провести к гиперболе GTS касательную в точке G, то она будет параллельна прямой DК, следовательно будет
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но было
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поэтому
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а так как

DB:DC=DV:DP, 

то будет
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и следовательно, параметр будет
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ибо

QB:CK=DA:AC.
но kv0 есть сила сопротивления при начале движения, mg — вес тела, отношение же v0/g Ньютон

выражает в следствии 3 этого предложения через параметр параболы, описываемой телом при движении в пустоте.

Представление показательной функции в виде координат точки гиперболы в зависи​мости от площади, заключенной между этой кривою, ее асимптотою, постоянной ординатой и переменной, встречается в дальнейшем много раз, и на нем мы более останавливаться не будем, отсылая к этому примечанию. Обратив внимание на заключительные слова следствия 2: «таким образом кривая DraF легко строится при помощи таблицы логарифмов», нетрудно прийти к выводу, что геометрическое представление служило Ньютону лишь средством рас​суждения, для практических же применений полученный окончательный результат пред​ставлялся аналитически или же выражался числами.
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Отсюда следует, что параметр так относится к 2DP, как DP•DA к СР•АС, т. е. как сопротивление к силе тяжести.134
Следствие 4. Следовательно, если тело брошено по направлению какой-либо данной по положению прямой DP с заданною скоростью и со​противление среды при начале движения известно, то может быть найдена и описываемая телом кривая DraF. Ибо по заданной скорости находится, как известно, параметр параболы; если затем взять 2DP в таком отношении к этому параметру, как сила тяжести к силе сопротивления, то най​дется DP; после того, если рассечь прямую DC в точке А так, чтобы отношение СР•АС к DP•AD было равно упомянутому отношению силы тяжести к сопротивлению, то положение точки А будет известно, и значит, кривая DraF определится.

Следствие 5. Наоборот, когда известна кривая DraF, то может быть определено и сопротивление среды и скорость тела в отдельных точках r.
Ибо по известному отношению CP•AC/DP•AD найдется как сопротивление среды при начале, так и параметр параболы, а следовательно, и начальная скорость. Затем по известной длине касательной rL найдется и пропорцио​нальная ей скорость в точке r и пропорциональное этой скорости сопро​тивление.

Следствие 6. Так как длина 2DP относится к параметру параболы, как сила тяжести к сопротивлению в точке D, и при увеличении ско​рости сопротивление возрастает в таком же отношении, как и скорость,

____________

134 Принимая на время касательную DP в начальной точке за ось x и проходящую через точку D отвесную линию за ось у и обозначая по-прежнему начальную скорость через v0, получим уравнения движения тяжелого тела в пустоте:
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следовательно уравнение описываемой им параболы есть
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так что параметр q этой параболы, относящийся к вершине D, есть
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Но на фиг. 138, как указано в примечании 132, 
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значит
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параметр же — как квадрат скорости, то длина 2DP будет возрастать пропорционально скорости и, значит, не зависит от угла СВР и не изме​няется при изменениях его, а лишь при изменении скорости.

Следствие 7. Отсюда вытекает способ приближенного определения кривой DraF из опыта, а следовательно, нахождение сопротивления и ско​рости, с которою тело брошено. Следует бросить два равных и подоб​ных тела из точки В (фиг. 139) под разными углами СВР и СDр и заметить места F и f их падения на горизонтальную плоскость CD; взяв затем какую-либо длину за DР или Dр, надо принять, что сопроти​вление в В находится в каком-либо отношении к силе тяжести; пусть длина SM представляет это отно​шение. После этого но принятой величине DР вычислением нахо​дятся длины DF и Df, и из найденного но вычислению отношения Ff/DF
вычитается то же отношение, най​денное по опыту, и разность их представляется ординатою MN. То же самое делается вторично и в третий раз, принимая постоянно новые значения за величину отношения тяжести к сопротивлению и выводя новые значения разности MN. Положительные разности откла​дываются при этом по одну сторону прямой SM, отрицательные — по дру​гую, через точки N, N, N,... проводится правильная кривая NNN, пере​секающая прямую SMMM в X; тогда SX и представит величину отно​шения сопротивления к тяжести, которое и требовалось определить. По этому отношению выводится при помощи вычисления длина DF. Длина, так относящаяся к принятой DР, как длина DF, найденная из опыта, к длине DF. определенной по расчету, и будет истинной величиною DР. После того как эта величина найдена, получится как кривая DraF, описываемая телом, так и его скорость и сопротивление в отдельных ее точках.135
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_________________

135 В этом следствии Ньютон описывает прием графического решения сложного урав​нения, которое он не находит нужным даже и составлять; к такому графическому приему он прибегает и в других местах своих «Начале. Сопоставляя сказанное здесь с поучением
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ПОУЧЕНИЕ
Впрочем, предположение, что сопротивление пропорционально ско​рости, более математическое, нежели соответствующее природе. В срединах, совершенно лишенных твердости, сопротивления телам пропорциональны квадратам скорости, ибо действием более быстро движущегося тела тому же количеству среды во время, во столько раз меньшее, во сколько скорость больше, сообщается во столько же раз большее количество движения; сле​довательно, в равные времена, вследствие большего количества возмущае​мой среды, сообщатся количество движения, пропорциональное квадрату ско​рости, сопротивление же (по II и III законам движения) пропорционально сообщаемому количеству движения. Поэтому рассмотрим, какие происходят движения при таком законе сопротивления.

ОТДЕЛ II
О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ ПРИ СОПРОТИВЛЕНИИ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНОМ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ СКОРОСТИ
Предложение V. Теорема III
Если тело, испытывая сопротивление, пропорциональное квадрату скорости, движется по инерции в однородной среде и взяты возрастаю​щие в геометрической прогрессии промежутки времени, то скорости в на​чале каждого промежутка составят такую же, но убывающую прогрес​сию, пройденные же в продолжение каждого промежутка пространства будут между собою равны.
Так как сопротивление пропорционально квадрату скорости, умень​шение же скорости пропорционально сопротивлению, то при подразделении времени на бесчисленное множество равных промежутков, квадраты ско​рости в начале каждого из этих промежутков будут пропорциональны разностям самих скоростей. Пусть сказанные весьма малые промежутки времени представляются отрезками АК, KL, LM и т. д. (фиг. 140), от​кладываемыми на прямой CD, и пусть проведены ординаты АВ, Kk, Ll,
__________________
в конце отдела VI книги I, а также с предложением ХLII книги III, нетрудно видеть, что полу​чение корня с любою степенью точности выполнялось Ньютоном по тому способу, который и теперь носит его имя. Заметим также, что Ньютон считает очевидным, что если частные зна​чения непрерывной функции при двух частных значениях переменной независимой имеют разные знаки, то эта функция при некотором промежуточном частном значении переменной обращается в нуль.
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Mm,... точек В, k, l, m, . .. гиперболы BklmG, имеющей своими асимпто​тами СH. и CD и центром точку С, тогда будет

АВ:Kk=СК:СА,
значит

(АВ—Kk):Кk=АК:СА
следовательно

(АВ—Kk): AK=Kk:CA=AB•Kk:AB•CA.
Но так как AK задано и произведение АВ•СА постоянное, то АВ—Kk пропорционально произведению АВ•Kk, т. е. в пределе, когда точки В и K совпадают, пропорционально AB2.
На основании подобного же рассуждения, КKk—Ll, Ll—Mm и т. д. будут пропорциональны Kk2, Ll2 и т. д. Таким образом разности длин АВ,
Kk, Ll, Mm и т. д. пропорциональны квадратам этих длин, а так как и раз​ности скоростей также пропорцио​нальны квадратам самих скоростей, то для обеих величин прогрессия136 оди​накова, из чего следует, что и площади, описываемые сказанными длинами, на​ходятся в прогрессии, подобной с про​странствами, проходимыми вследствие упомянутых скоростей. Поэтому, если скорость в начале первого промежутка времени АК представить длиною АВ, скорость в начале второго KL — длиною Кk и пространство, пройденное в течение первого промежутка,— площадью АКkВ, то все последующие ско​рости представятся последующими длинами Ll, Mm,... и пройденные про​странства — площадями Kl, Lm и т. д. Сложив, получим, что если полное протекшее время представляется суммою AM частных его промежутков, то полное пройденное пространство представится полною площадью АМmВ, составляющею сумму частных площадок. Вообрази теперь, что время AM подразделено на промежутки АК, KL, LM и т. д. так, что СА, СК, CL СМ и т. д. образуют геометрическую прогрессию, тогда и эти промежутки составят такую же прогрессию, скорости АВ, Кk, Ll, Mm и т. д. составят
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136 Здесь под словом «прогрессия» Ньютон разумеет «закон изменяемости» вообще.
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тогда такую же обратную прогрессию, пройденные же пространства Аk, Kl, Lm будут между собою равны.

Следствие 1. Отсюда следует, что если время представить отрезком AD асимптоты и начальную скорость ординатою АB, то скорость в конце этого времени представится ординатою DG, пройденное же пространство — прилегающею к ним гиперболическою площадью ABGD; вместе с тем про​странство, описываемое телом в то же время при движении с начальною скоростью АВ в среде несопротивляющейся, представляется прямоуголь​ником В•АD.
Следствие 2. Поэтому пространство, проходимое в сопротивляющейся среде, определяется взяв его к пространству, которое тело прошло бы с постоянною скоростью АВ в среде несопротивляющейся, в отношении 137 гиперболической площади ABGD к прямоугольнику АВ•АD.
____________
137 Предполагая, что движение происходит по оси х и обозначая через m — массу движущегося тела, через v=dx/dt — его скорость, через k — коэффициент сопротивления и

через v0 — начальную скорость, имеем уравнение движения
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откуда, полагая
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следует
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Принимая на фиг. 140 точку А за начало координат, прямую AD за ось ( и прямую AB за ось ( и обозначая
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получим уравнение гиперболы BklmG:
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откуда
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 (3)

Уравнения (2) и (3) показывают, что если брать
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и
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то будет
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Из уравнения (2) следует
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откуда имеем
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Следствие 3. Сопротивление среды определяется полагая, что при начале движения оно равно такой постоянной центростремительной силе, которая могла бы сообщить падающему в среде без сопротивления телу в продолжение времени АС скорость АВ. Ибо, если провести касательную ВТ к гиперболе в точке В, то отрезок AT асимптоты будет равен АC и представит время, в течение которого постоянное сопротивление, равное начальному, может уничтожить скорость АВ.
Следствие 4. Таким образом может быть определено отношение силы сопротивления к силе тяжести или к какой-либо иной заданной центростре​мительной силе.

Следствие 5. Обратно, если известно отношение сопротивления к ка​кой-либо заданной центростремительной силе, то определяется время АС, в продолжение которого эта центростремительная сила может произвести заданную скорость АВ; следовательно будет известна точка В, через кото​рую должна проходить гипербола, имеющая асимптоты CH и CD, значит найдется и пространство ABGD, проходимое в среде с таким сопротивле​нием в продолжение времени AD телом, начинающим свое движение со скоростью АВ.
____________________
С другой стороны, площадь S=ABGD выражается формулою
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 (5) 
Сопоставляя эту формулу с формулою (4), видим, что если брать
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то будет
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Обозначим через А— площадь прямоугольника АB•AD; так как
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то
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с другой стороны, пространство h, проходимое в продолжение времени t при равномерном движении со скоростью v0, равно v0t, значит
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и следовательно,
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т. е. когда пространство x, проходимое в сопротивляющейся среде, изображается площадью S, то в среде несопротивляющейся, при той же начальной скорости в то же время, было бы пройдено пространство, изображаемое площадью А.
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Предложение VI. Теорема IV
Равные и однородные шары, встречающие сопротивление, пропорциональное квадрату скорости, и движущиеся лишь по инерции, описывают в продолжение промежутков времени, обратно пропорциональных их на​чальным скоростям, равные про​странства и теряют равные доли от полных своих скоростей.
Пусть начальные скорости пред​ставляются ординатами АВ, DЕ (фиг. 141), времена — абсциссами Аа, Dd точек В, b, Е, е какой-либо гипер​болы138 ВbЕе, имеющей взаимно пер​пендикулярные асимптоты CD, СН. Так как по предположению

Aa:Dd=DE:AB, 

по свойству же гиперболы

ВЕ:АВ=СА:DC,
__________________
138 Так как по условию теоремы оба шара равны и одинаковой массы и движутся в той же самой среде, то для них величина n (см. прим. 136) одна и та же, следовательно, для представления их движения может служить та же самая гипербола.

Обозначим через v0 и V0 — начальные скорости шаров и через v и V— их скорости но прошествии времени t. На основании уравнения (2) примечания 137 будем иметь
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причем, так как шары равны между собою по размерам и по массе и движутся в той же самой среде, величина n для обоих одна и та же. Уравнения (1) можно написать так:
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 (2)

поэтому, если взять промежутки времени t1 и t2 так, чтобы было

[image: image95.png]vty = Vyty



 (3) 
т. е. обратно пропорциональные начальным скоростям, то будет

[image: image96.png]



т. е. утраты скорости в продолжение этих промежутков будут пропорциональны скоростям, остающимся к концу их.

Пройденные пространства х и Х, по уравнению примечания 137, выражаются формулами

[image: image97.png]log (nog t+1) u X =log(nVyt+1)



 (5)

очевидно, что к концу промежутков времени t1 и t2, обратно пропорциональных v0 и V0, эти пространства между собою равны.
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то будет

(CA+Aa):(CD+Dd)=Ca:Cd =CA:CD=BE:AB,
следовательно площади АВbа и DEed, т. е. пройденные пространства, равны между собою и начальные скорости АВ и DЕ пропорциональны окончательным ab, de, а следовательно, и их потерянным частям АВ—аb и DE—de.
Предложение VII. Теорема V
Шаровые тела, испытывающие сопротивление, пропорциональное ква​драту скорости, утрачивают в промежутки времени, прямо пропорцио​нальные начальным количествам движения и обратно пропорциональные начальным величинам сопротивления, равные доли своих начальных коли​честв движения и описывают пространства, пропорциональные этим промежуткам времени и начальным скоростям.
Утрачиваемые части количества движения пропорциональны сопроти​влению и времени; чтобы эти части были пропорциональны своим целым, произведение сопротивления на время должно быть пропорционально коли​честву движения, значит время прямо пропорционально количеству движе​ния и обратно пропорционально сопротивлению. Поэтому, если брать весьма малые последовательные промежутки времени, находящиеся в таком отно​шении, то тела будут утрачивать одинаковые доли своих полных количеств движения в продолжение каждого такого промежутка, следовательно будут обладать остающимися скоростями, составляющими одинаковые доли от начальных их скоростей; так как отношение скоростей после этого будет оставаться постоянным, то описываемые пространства будут пропорцио​нальны начальным скоростям и времени.

Следствие 1. Если сопротивления, испытываемые телами при равных скоростях, пропорциональны квадратам диаметров, то шары одной и той же плотности, двигаясь с какими угодно скоростями при прохождении про​странств, пропорциональных своим диаметрам, утрачивают одинаковые доли своего начального количества движения. Ибо количество движения какого-либо шара пропорционально его скорости и массе, т. е. скорости и кубу диаметра, по предположению же сопротивление пропорционально квадрату диаметра и скорости; на основании доказанной теоремы время пропорцио​нально количеству движения и обратно пропорционально сопротивлению, т. е. оно прямо пропорционально диаметру и обратно пропорционально ско​рости, поэтому пространство, которое пропорционально скорости и времени, пропорционально диаметру.
— 331 —

Следствие 2. Если тела при равных скоростях испытывают сопроти​вления, находящиеся в полукубическом отношении диаметров, то шары одной и той же плотности при движении с какими угодно скоростями утра​чивают одинаковые доли своего начального количества движения при про​хождении пространств, находящихся в полукубическом же отношении диа​метров.

Следствие 3. Вообще, если тела при разных скоростях испытывают сопротивления, пропорциональные какой-либо степени и диаметров, то про​странства, при прохождении которых шары одной и той же плотности, двигаясь с любыми скоростями, утрачивают одинаковые доли своих полных количеств движения, будут пропорциональны степени 3—n диаметров. Пусть диаметры суть D и E и сопротивления, когда скорости равны, про​порциональны Dn и En, — пространства, при прохождении коих шары, дви​гающиеся с какими угодно скоростями, утрачивают одинаковые доли своих полных количеств движения, пропорциональны D3-n и Е3-n; таким образом шары одной и той же плотности, пройдя пространства, относящиеся как D3-n и Е3-n, будут обладать скоростями, находящимися в таком же отношении, как и при начале движения.

Следствие 4. Если же шары не одной и той же плотности, то пространство, проходимое шаром более плотным, надо увеличить в отношении плотностей, ибо количества движения при одинаковых скоростях пропор​циональны плотностям, поэтому время, по доказанной теореме, возрастет пропорционально количеству движения, пройденное же пространство — пропорционально времени.

Следствие 5. Когда шары движутся в различных средах, то про​странство для среды более сопротивляющейся должно быть уменьшено пропорционально этому большему сопротивлению; по доказанной теореме время уменьшится в этом же отношении и пространство уменьшится про​порционально времени.

Лемма II
Момент произведения равен сумме моментов отдельных производи​телей, умноженных на показатели их степеней и коэффициенты.
Я называю «произведением» вообще всякое количество, которое в арифметике происходит от умножения, деления и извлечения корней из отдельных его сомножителей, в геометрии же оно образуется нахождением объемов, площадей, сторон, крайних и средних пропорциональных, не делая сложения и вычитания. К такого рода количествам относятся: произведения,
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частные, корни, прямоугольники, квадраты, кубы, стороны квадратов и кубов и т. п. Я рассматриваю здесь эти количества как неопределенные и изменяю​щиеся и как бы возрастающие и убывающие от постоянного движения или течения, и их мгновенные приращения или уменьшения разумею под словом моменты, так что приращения почитаются за положительные или прибавляемые моменты, уменьшения — за вычитаемые или за отрицательные. Но озаботься, чтобы не принимать за таковые конечных частиц. Конечные частицы не суть моменты, но сами суть количества, из моментов происхо​дящие. Надо подразумевать, что это суть лишь едва-едва зарождающиеся начала конечных величин. Поэтому в этой лемме никогда и не рассматри​ваются величины моментов, но лишь их начальные отношения. То же самое получится, если вместо моментов брать или скорости увеличений, или умень​шений [которые поэтому можно называть движениями, изменениями или потоками (флюксиями) количеств], или же какие угодно конечные количества, этим скоростям пропорциональные. Коэффициент же при какой-либо пере​менной есть количество, получаемое от разделения произведения на эту переменную.

Таким образом смысл леммы тот, что если моменты каких-либо воз​растающих или убывающих непрерывным течением количеств А, В, С и т. д. суть а, b, с и т. д., то момент произведенного прямоугольника АВ есть аВ+bА, момент же произведенного объема ABC есть аВС+bАС+сАВ; моменты произведенных степеней, А2, А3, А4, А1/2, А1/3, А2/3, А-1,

А-2, и А-1/2, соответственно будут: 2аА, 3аА2, 4aA3, 1/2aA-1/2, 1/3аА-2/3,
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Вообще момент какой-либо степени Аn/m будет (n/m)аА(n-m)/m. Точно так же

для произведения А2В момент будет 2аАВ+bА2, для произведения А3В4С2 момент равен 3аА2В4С2+4bА3В3С2+2сА3В4С, и для произведения A3/B2 или А3В-2 момент есть 3аА2В-2—2bА3В-3 и т. д.

Доказывается эта лемма следующим образом.

Случай 1. Пусть какой-либо возрастающий непрерывным движением прямоугольник АВ, когда до сторон А и В не хватало по половине их мо​ментов 1/2а и 1/2b, был
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после же того как стороны увеличились на вторую половину своих момен​тов, прямоугольник стал[image: image102.png](4+3a) (B+32)




т. е.

[image: image103.png]AB+ aB + 5 bA+ ab




по вычитании из этого прямоугольника предыдущего получается избыток аВ+bА. Следовательно, от приращении сторон а и b образуется прира​щение прямоугольника, равное аВ+bА.
Случай 2. Если положить АВ=G, то по доказанному в следствии 1 для объема ABC или GC момент будет равен gC+Gc; заменив G и g их ве​личинами АВ и аВ+bА, получим аВС+bАС+сАВ, что относится до объема с какими угодно сторонами.

Случай 3. Если предположить, что стороны А, В, С между собою равны, тогда момент А2, т. е. прямоугольника АВ, будет аВ+bА=2аА и момент А3, т. е. объема ABC, который был аАС+bАС+cАВ, обра​тится в bаА2. На основании такого же рассуждения момент какой угодно степени Аn будет nаАn-1.

Случай 4. Так как A/A=1, то момент 1/A умноженный на А,
плюс 1/A, умноженное на а, будет равен моменту 1, т. е. нулю; поэтому

момент 1/A, или, что то же, момент А-1, будет равен —a/A2. Вообще, так

как (1/An)•Аn=1, то момент Аn, умноженный на Аn, плюс nаАn-1, умноженное на 1/An, равен нулю; поэтому момент 1/An или А-n будет — na/An+1.
Случай 5. Так как А1/2•А1/2=А, то момент А2, умноженный на 2А1/2, будет равен а (по доказанному в случае 3), следовательно момент самого

А1/2 будет a/2A1/2=1/2аА-1/2. Вообще, если положить Аm/n=В, то будет

Am=Bn, следовательно mаАm-1=nbВn-1 или mаА-1=nbВ-1=nbАm/n
значит (m/n)аА(m-n)/n=b, т. е. равно моменту Аm/n.
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Случай 6. Следовательно, момент какого угодно произведения АmBn равен моменту Аm, умноженному на Вn, плюс момент Bn, умноженный на Аm, т. е. maAm-1•Bn+nbBn-1•Am, причем показатели степени m и n могут быть числами целыми или дробными, положительными или отрицательными.

Следствие 1. Таким образом для членов прогрессии, в которой задан какой-либо член, моменты прочих будут пропорциональны этим членам, умноженным на число промежутков между этим членом и заданным. Так, если А, В, С, D, Е, F составляют прогрессию и задается член С, то мо​менты прочих пропорциональны —2А, —В, D, 2Е, 3F.
Следствие 2. Если из четырех пропорциональных два средних даны, то моменты крайних будут пропорциональны этим крайним. Это относится также и до моментов сторон какого угодно прямоугольника, коего площадь задана.

Следствие 3. Если же задана сумма или разность двух квадратов, то моменты сторон обратно пропорциональны сторонам.

ПОУЧЕНИЕ
В письме к Д. И. Коллинсу, от 10 декабря 1672 г., в котором я опи​сывал методу (проведения) касательных, относительно которой я подозре​вал, что она та же самая, как и данная Слузием, тогда еще не опублико​ванная, я добавил: Это составляет лишь частный случай или следствие гораздо более общего метода, который распространяется без всяких труд​ных выкладок не только на проведение касательных к каким угодно кривым, как геометрическим, так и механическим, или как бы то ни было связанным с другими прямыми или кривыми линиями, но и на решение других, более трудных, родов задач: о кривизне, площадях, длинах и центрах тяжести кривых и т. д., причем не приходится ограничиваться (как в методе Гуддена для наибольших и наименьших) случаем уравнений, не содержащих иррациональностей. Этот метод я сочетал с другим, отно​сящимся к решению уравнений при помощи бесконечных рядов. Этой вы​держки из письма достаточно. Последние же слова относятся к сочинению, написанному об этих предметах в 1671 г. Основание же этого общего способа содержится в предыдущей лемме139.

___________________

139 Это есть то знаменитое место «Начал», которое в 3-м издании заменяет следую​щее в первых двух: «В письмах, которыми около десяти лет тому назад я обменивался с весьма искусным математиком Г. Г. Лейбницем, я ему сообщал, что я обладаю методою для опре​деления максимумов и минимумов, проведения касательных и решения тому подобных вопро​сов, одинаково приложимою как для членов рациональных, так и для иррациональных,
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Предложение VIII. Теорема VI
Если тело в однородной сопротивляющейся среде под действием силы тяжести движется прямо вверх или вниз, полное же пройденное пространство разбито на равные части и требуется найти для начала каждой части (прилагая сопротивление к силе тяжести, когда тело дви​жется вверх, и вычитая, когда оно движется вниз) величину полной силы, то я утверждаю, что величины этой силы составляют геометрическую прогрессию.
Положим, что сила тяжести представляется заданною длиною АС (фиг. 142), сопротивление — переменною длиною АК, действующая на тело сила — их разностью KC, скорость тела — длиною АР, среднею пропор​циональною между АК и АС и, следо​вательно, пропорциональной корню квадратному из сопротивления, прира​щение сопротивления, происходящее в продолжении весьма малого задан​ного промежутка времени, — отрезочком KL и одновременное с ним при​ращение скорости — отрезочком PQ. Пусть какая-либо гипербола BNS, имеющая своими взаимно перпендикулярными асимптотами прямые СА и СH и центром точку С, пересекает перпендикуляры АВ, KN, LO в точках В, N, О. Так как АК пропорцио​нально АР2, то ее момент KL будет пропорционален моменту АР3, равному 2АР•PQ, а следовательно, и АР•КС, ибо приращение скорости PQ (по II закону) пропорционально действующей силе КС. Умножив KL на KN, полу​чим, что прямоугольник KL•KN пропорционален АР•KC•KN, а так как (по свойству гиперболы) произведение КС•KN постоянное, то KL•KN пропорционально АР. Но предельное отношение гиперболической площади KNOL к прямоугольнику KL•KN, когда точки К и L совпадают, равно
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причем я ее скрыл, переставив буквы следующего предложения: «data aequatione quotcumque fluentes quantitates involvente fiuxiones invenire et vice versa» (когда задано уравнение, содержащее любое число переменных количеств, найти флюксии и наоборот). Знаменитейшим муж отвечал мне, что он также напал на такую методу, и сообщил мне свою методу, которая оказалась едва отличающейся от моей, и то только терминами и начертанием формул». Перестановка букв, упомянутая Ньютоном, была следующая:

6a, 2с. d, аe. 13с, 2f, 7i, 3l. 9n, 4о, 4q, 2r, 4s, 9t, 12v, x.
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единице, следовательно эта гиперболическая площадь пропорциональна АР. Но так как полная гиперболическая площадь ABOL слагается из таких частиц, как KNOL, постоянно пропорциональных скорости АР, то эта площадь пропорциональна пройденному пространству. Если эту площадь разделить на равные части ABMJ, JMNK, KNOL и т. д., то действующие силы AC, JC, КС, LC и т. д. будут составлять геометрическую прогрессию.

На основании подобного же рассуждения, если взять в противополож​ную сторону от точки А равные площади АВmi, imnk, knol и т. д., то окажется, что действующие силы AC, iC, kC, lС и т. д. образуют непрерывную пропорцию; следовательно, если взять все части пройденного про​странства как при восходящем, так и при нисходящем движении, между собою равными, то все силы lС, kС, iC, AC, JC, КС, LC и т. д. составят геометрическую прогрессию.140
Следствие 1. Поэтому, если пройденное пространство представляется гиперболическою площадью ABNK, то сила тяжести, скорость тела и со​противление среды могут быть соответственно представлены отрезками АС, АР и АК, и обратно.

Следствие 2. Наибольшая скорость, которую только может достичь тело падая бесконечно долго, представляется длиною АС.
Следствие 3. Следовательно, если известна величина сопротивления среды при какой-либо заданной скорости, то эта наибольшая скорость най-

____________

140 Уравнение восходящего движения тела, взяв ось z вертикально вверх, будет, при очевидных обозначениях,
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 (1) 
Это уравнение можно написать так:

[image: image106.png]modo
= it =—de



 (2) 
откуда следует
[image: image107.png]1
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Обозначая начальную скорость через v0 и k/m через n, получим

[image: image108.png]mg + kv? = (mg -+ koy?) e—2M5,



 (3)

Но mg+kv2 есть полная сила F, действующая на тело в рассматриваемый момент, mg+kv02=F0 — та же сила при начале движения, следовательно

[image: image109.png]F=Fye2s,




Из геометрического представления этого уравнения, уже не раз объясненного, и получается все высказанное в теореме и ее следствиях.
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дется взяв ее в таком отношении к вышеупомянутой заданной скорости, как корень квадратный из отношения силы тяжести к известной силе со​противления.

Предложение IX. Теорема VII
Принимая уже доказанное, я утверждаю, что если при радиусе над​лежащей величины брать тангенсы секторов круговых и секторов гипербо​лических пропорциональными скоростям, то время подъема до наибольшей высоты будет пропорционально сектору круговому, время же падения от наивысшей точки — гиперболическому.
[image: image110.jpg]



Прямая AD (фиг. 143) проводится перпендикулярно к АС, предста​вляющей силу тяжести, и по ней откладывается длина AD=AC. Цен​тром D и полудиаметром AD описывается как четверть круга ME, так и равнобочная гипербола AVZ, имеющая ось АХ, главную вершину А и асимптоту DC. Если провести Dp и DP, то всякий круговой сектор MD будет пропорционален времени подъема до наибольшей высоты, и гипербо​лический сектор ATD будет пропорционален времени падения с наивысшей точки, предполагая, что тангенсы Ар и АР пропорциональны скоростям.

Случай 1. Пусть прямая Dvq отсекает от сектора ADt и треуголь​ника ADp моменты или весьма малые, совместно описываемые, площадки tDv и qDp.
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Так как эти площадки, имея общий угол, относятся как квадраты сторон, то будет
[image: image111.png]tD?
tD”=EDP'm




а так как tD задано, то tDv пропорционально qDp/pD2, но

pD2=AD2+Ар2=AD2+AD•Аk=AD•Сk и

[image: image112.png]. 1
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Следовательно, площадка tDv пропорциональна pq/Ck, т. е. прямо про​порциональна весьма малому уменьшению скорости pq и обратно пропорцио​нальна силе Сk, которая производит это уменьшение скорости, следовательно пропорциональна весьма малому промежутку времени, соответствующему этому уменьшению скорости. При сложении окажется, что сумма всех площадок tDv, образующих сектор ADt, пропорциональна сумме всех про​межутков времени, соответствующих утрачиваемым частицам pq скорости, пока эта скорость не исчезнет, т. е. весь сектор ADt пропорционален пол​ному времени движения тела вверх до наивысшей точки.141
________________

141 Уравнение (1) примечания 140, будучи написано в виде
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 (1) 
дает при теперешних обозначениях:
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 (2)

Обозначая через Т — время в момент достижения телом наибольшей высоты, т. е. когда v=0, имеем

[image: image115.png]>
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 (3) 
Совершенно так же при движении вниз будет
[image: image116.png]



откуда следует

[image: image117.png]‘/%A%Mxhw (‘/:,,—gv >='



 (4)

если время t в этом уравнении считать с того момента, когда v=0. Уравнениями (3) и (4) и выражается высказанное предложение.
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Случай 2. Если прямую DQV провести так, чтобы ею отсекались от сектора ВАV и треугольника BAQ весьма малые площадки TDV и PDQ, то отношение этих площадок будет равно DТ2:DР2, или, что то же, DX2:DА2, проведя ТХ параллельно АР, имеем

DХ2:DА2=ТХ2: АР2=(DХ2—ТХ2):(DA2—АР2). 
Но по свойству гиперболы:

DХ2—ТХ2=АD2 по предположению же:

АP2=АD•АК
следовательно будет

ТВV:PDQ=AD2:(AD2—AD•АК)=AD:(AD—АК)=АС:СК. 
Итак,

TDV=PDQ•(AC/CK)
Но так как АС и АD заданы, то TDV пропорционально PQ/CK, т. е.

прямо пропорционально приращению скорости PQ и обратно пропорцио​нально действующей силе СК, т. е. пропорционально весьма малому проме​жутку времени, соответствующему изменению скорости. По сложении окажется, что сумма всех промежутков времени, в продолжение которых скорость АР образуется из своих частиц PQ, пропорциональна сумме всех площадок, составляющих сектор АТD, т. е. полное время пропорционально площади всего сектора.

Следствие 1. Поэтому, если взять АВ=1/4АС, то пространство,

описываемое телом при падении в продолжение какого-либо времени, отно​сится к пространству, которое тело прошло бы в то же время, двигаясь равномерно с наибольшею скоростью АС, как площадь ABNK, предста​вляющая путь, пройденный при падении, к площади АТD, представляющей время.

Действительно, так как

АС:АР=АР:АК 
то по следствию 1 леммы II этой книги будет

LK:PQ =2АК:АР=2АР:АС,
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и значит,

LK:1/2PQ=АР:1/4AС=АР:АВ.
Но вместе с тем

KN:AD=AB:CK 

следовательно будет

LKNO:DPQ=АР:СК.
Но, как было показано, 

DPQ:DTV=CK:AC. 

Значит, будет

LKNO:DTV=AP:AC
т. е. это отношение равно отношению скорости тела к наибольшей ско​рости, которую оно может приобрести при падении. А так как моменты LKNO и DTV площадей ABNK и ATD пропорциональны скоростям, то образующиеся приращения этих площадей пропорциональны проходимым одновременно частицам пути, следовательно полные площади ABNK и ATD, образовавшиеся от начала падения, пропорциональны полным простран​ствам, пройденным за это время.

Следствие 2. На основании этого находится также пространство, пройденное при движении вверх, а именно, оно так относится к простран​ству, которое тело могло бы пройти при равномерном движении со ско​ростью АС в течение того же времени, как площадь ABnk к площади сектора ADt.
Следствие 3. Скорость тела в конце промежутка времени, при па​дении в сопротивляющейся среде ATD, относится к скорости, которую тело приобрело бы в продолжение того же времени при падении в среде без сопротивления, как площадь треугольника APD к площади гиперболи​ческого сектора ATD, ибо в среде не сопротивляющейся скорость возра​стает, как время ATD, в среде же сопротивляющейся — как длина АР, т. е. как площадь треугольника APD; при начале же движения вниз эти скорости были равны, так же как и сказанные площади ATD и APD.
Следствие 4. На основании такого же рассуждения, скорость в любой момент при движении вверх так относится к скорости, которую тело утра​тило бы в продолжение того же времени в среде не сопротивляющейся, как площадь треугольника ApD к площади кругового сектора AtD, иначе — как прямая Ар к длине дуги At.
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Следствие 5. Время, в продолжение которого тело, падая в сопротивляющейся среде, приобретает скорость АР, относится ко времени, в про​должение которого тело, падая в среде не сопротивляющейся, приобрело бы скорость, равную наибольшей АС, как площадь сектора АDТ к треуголь​нику ABC; время же, в продолжение которого тело, двигаясь вверх, могло бы утратить скорость Ар, относится ко времени, в течение которого та же скорость утратилась бы при движении вверх в среде не сопроти​вляющейся, как дуга At к своему тангенсу Ар.
Следствие 6. По заданному времени движения вверх или вниз найдется и пройденное пространство, ибо для тела, падающего вниз бесконечно, наибольшая скорость находится по следствиям 2 и 3 теоремы VI книги II, следовательно найдется и время, в продолжение которого тело могло бы приобрести эту скорость, падая в среде не сопротивляющейся. Тогда, взяв сектор АВТ или ADt в том же отношении к треугольнику ABC, как заданный промежуток к выше найденному, найдем скорости АР и Ар, а также и площади ABNK и АВnk, относящиеся к площадям секторов АDТ или ADt, как искомое пройденное пространство к тому, которое тело могло бы описать в течение заданного времени, двигаясь равномерно с выше найденною наибольшею скоростью.

Следствие 7. Обратно, по заданному пройденному при движении вверх или вниз пространству АВnk или ABNK найдется время ADt или АDТ.
Предложение X. Задача III
Предполагая, что постоянная сила тяжести направлена перпенди​кулярно к горизонтальной плоскости и что сопротивление пропорционально плотности среды и квадрату скорости, требуется найти такую плот​ность среды в любом месте, при которой тело двигалось бы по заданной как бы то ни было кривой, а также скорость тела и сопротивление среды на него.
Пусть PQ (фиг. 144) есть сказанная плоскость, перпендикулярная плоскости чертежа; PFHQ — заданная кривая, пересекающая в точках Р и Q плоскость PQ; G, H, J, К — четыре последовательных места на этой кривой, считая по направлению от F к Q; GB, НС, JD, KЕ— четыре ординаты, проведенные от этих точек до плоскости PQ, пересекающие ее в точках В, С, D, Е, причем расстояния ВС, СD, DE между ординатами равны. Из точек G и Н проводятся прямые GL и HN, касающиеся к кривой в точ​ках G и Н и пересекающие продолженные вверх ординаты в L и N, и до​полняется параллелограмм НСDМ. Промежутки времени, в продолжение
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которых тело описывает дуги GH и HJ, пропорциональны корням квадрат​ным из высот LN и NJ, на которые тело в продолжение этих промежутков опустилось бы падая от касательных, скорости же пропорциональны GH и HJ и обратно пропорциональны этим промежуткам времени. Обозначим эти промежутки через Т и t и скорости через

[image: image118.png]



тогда уменьшение скорости в продолжение времени t будет

[image: image119.png]GH HJ
T t




Это уменьшение происходит от сопротивления, замедляющего движение тела, и от силы тя​жести, его ускоряющей. Сила тяжести, когда тело при своем падении проходит простран​ство NJ, производит такую скорость, с которою, двигаясь равномерно, тело прошло бы в то же самое время удвоенный путь, как то доказал Галилей, т. е. скорость, равную 2NJ/t. Вследствие этой скорости, когда тело описывает дугу HJ, эта дуга уве​личивается на величину разности HJ—HN, равной NJ•MJ/HJ, и следовательно, сила тяжести производит увеличение скорости тела на[image: image120.png]2MJ - NJ
T BT




Придавая это увеличение скорости к указанному выше уменьшению ее, получим, что полное изменение скорости, происходящее от сопротивления среды, равно
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Так как в продолжение того же времени сила тяжести производит

при свободном падении тела скорость 2NJ/t, то сопротивление относится

к тяжести, как
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Примем теперь абсциссы СВ, CD, СЕ соответственно равными: —(, (, 2(. Ординату СH обозначим через Р и величину MJ положим равной сумме некоторого ряда

[image: image125.png]MJ=Qa-+ Ra®+Sa®+ ...




Тогда все члены этого ряда, следующие за первым, представят NJ, так что

[image: image126.png]NJ=Ra®+ 8a*+ . ..




и ординаты DJ, ЕК и BG будут:

[image: image127.png]DI=P— Qa— Ra®— S&— ...
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Возвысив в квадрат разности ординат BG—СH и СH—DJ и при​ложив к ним ВС и CD2, получим квадраты дуг GH, HJ:
[image: image128.png]GH*= o+ @Fa?—2QRe>+- . . .
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коих корни квадратные и дадут самые дуги:
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Затем, если из ординаты СН вычесть полусумму ординат BG и DJ к из ординаты DJ вычесть полусумму ординат СН и ЕК, то останутся стрелки дуг GJ и HK, равные R(2 и R(2+3S(3, которые пропорциональны отрезочкам LH и NJ, т. е. относятся между собою, как квадраты беско​нечно малых промежутков Т и t, поэтому будет

[image: image130.png]



— 344 —

Подставляя эту величину, а также и выше найденные значения GН, HJ, MJ и NJ, получим

[image: image131.png]



а так как

[image: image132.png]2NJ = 2Ra3,




то отношение силы сопротивления к силе тяжести будет142
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_________________

142 Лагранж уделяет в своей «Theorie des Fonctions Analytiques» всю IV главу третьей части аналитическому решению этой задачи, подробно разбирая ошибку, которая была сделана Ньютоном в первом издания «Начал».

Хотя решение, даваемое Ньютоном, в сущности также аналитическое и изложено настолько подробно, что не представляет никаких трудностей, но мы приведем и лагранжево решение, заметив предварительно, что если уравнение траектория задано в виде s=f(x), то величина
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т. е.[image: image135.png]DJ=f(@)+a- /‘18)-'- 5@+




следовательно будет:
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Вместо буквы ( у Ньютона написана в латинском издании «Начал» буква о; не​удобство этой буквы в формулах заставило заменить ее здесь через (.

Обозначим через F — силу сопротивления, которое по предположению пропорционально

квадрату скорости «так, что F=kv2; пусть масса точки равна m; положив F/mv=q, будем

иметь уравнения движения:

[image: image137.png]


 (1) 
Уравнение траектории

[image: image138.png]s=f(2)



 (2)

Дифференцируя по времени уравнения (1) один раз и уравнение (2) три раза, получим: 
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или, положив, для краткости письма,
[image: image140.png]fl@)y=4; f'(@)=B; f"x)=0C,




будем иметь:

[image: image141.png]¢’ = Az" + 3Ba’ o' + Caf3



 (5)

Таким образом имеем семь уравнений, а именно: два уравнения (1), два уравнения (3) и три уравнения (5). Исключив из этих уравнений величины x', x'', x''', z', z'', z''', получим одно уравнение, связывающее неизвестную q, а значит, и F с A, В и С.
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Скорость же тела такова, что выходя с этою скоростью из какой-либо точки Н по направлению касательной HN, оно могло бы, двигаясь в пустоте, описывать параболу, коей диаметр есть НС и соответствующий параметр

[image: image142.png]



Сопротивление же пропорционально плотности среды и квадрату скорости, поэтому плотность среды прямо пропорциональна сопротивлению и обратно пропорциональна квадрату скорости, т. е. пропорциональна отно​шению
[image: image143.png]



или, что то же,

[image: image144.png]



Следствие 1. Если касательную HN продолжить, пока она пересечет какую-либо ординату AF в точке Т, то будет

[image: image145.png]



что и можно подставить в предыдущие формулы, после чего окажется, что сопротивление относится к силе тяжести, как 3S•НТ:4R2•АС, что

скорость пропорциональна[image: image146.png]iC-vE



и что плотность среды пропорциональна
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Это исключение выполняется так: из уравнений (1) и (3), на основании первых двух уравнений (5), находим

[image: image148.png]1’? R 2" =d(@—0)-



 (6) 
Тогда последнее из уравнений (5), и связи с первым из уравнений (3), дает
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т. е
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но
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следовательно
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 (7) 
При ньютоновом обозначении:

[image: image153.png]



так что формула (7) и есть та самая, которая дана в тексте.
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Следствие 2. Таким образом, если кривая PFHQ будет задана, как обыкновенно, уравнением, связывающим абсциссу АС и ординату СН, то по разложении выражения ординаты в сходящийся ряд легко получить решение задачи по первым членам этого ряда подобно тому, как в сле​дующих примерах.

Пример 1. Пусть кривая PFHQ есть полукруг, описанный на диа​метре PQ, требуется определить плотность среды так, чтобы она заста​вила бы брошенное тело двигаться по этой кривой.

Разделим диаметр PQ пополам в точке A, и пусть будет:

[image: image154.png]A4Q=n, AC=a, CH=e¢, CD=a,




тогда

[image: image155.png]DP = AQ— AD* = n* —a* — 200 —





По извлечении по нашему способу корня, получим

[image: image156.png]


 и т. д., 

заменив е2+а2 через n2, имеем
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 и т. д.

В рядах такого рода я распределяю члены следующим образом: пер​вым членом я называю тот, который не содержит бесконечно малой (, вто​рым — тот, где эта величина входит в первой степени, третьим — тот, где она во второй степени, четвертым — где она в третьей и т. д. до бесконеч​ности. Первый член, который в этом примере есть е, всегда представляет длину ординаты СН, проведенной через начало неопределенного количе​ства (. Второй член, который здесь равен a(/e.представляет разность между

СН и DN, т. е. отрезочек MN, получаемый дополнением параллелограмма НСDМ, им определяется положение касательной HN; так, для этого примера, взяв отношение MN/HM, имеем 

[image: image158.png]



Третий член, равный здесь n2(2/2e3, представляет отрезочек JN, лежа​щий между касательной и кривой; этот член определяет угол касания JHN,
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иначе — кривизну кривой в точке Н. Когда этот отрезочек JN — конечной величины,143 то он представляется третьим членом вместе с суммою всех прочих до бесконечности, но когда этот отрезочек уменьшается до беско​нечности, то все члены, следующие за третьим, становятся бесконечно меньше третьего, и поэтому ими можно пренебречь. Четвертый член опре​деляет изменяемость кривизны, пятый — изменяемость этой изменяемости, и так же продолжается далее.

Отсюда ясно немаловажное применение этих рядов при решении задач, зависящих от касательных и кривизны кривых.

Сопоставляя ряд
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 и т. д.

с рядом

[image: image160.png]P—Qa—Ra?—Se*



 и т. д., получаем:
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следовательно,

[image: image162.png]



и получится: что плотность среды должна быть пропорциональна a/ne, т. е.

a/e, ибо n есть величина постоянная, иначе — отношению AC/CH, т. е. длине НТ
того отрезка касательной в точке H, который заключен между этою точкою и диаметром AF, перпендикулярным к PQ, и что сопротивление относится к силе тяжести, как За:2n, или, что то же, как 3AC:PQ, скорость же будет пропорциональна (СН.
Таким образом, если тело выходит с надлежащею скоростью из места F по направлению прямой параллельной PQ, если плотность среды во всяком месте его пути пропорциональна длине касательной НТ и сопротивление относится к силе тяжести, как 3AС:PQ, то это тело опишет четверть окружности FHQ.
Но если то же тело выйдет из точки Р по направлению прямой, перпендикулярной PQ, и начнет двигаться по дуге полукруга PFQ, то АС или а будет расположено по другую сторону от центра A, поэтому надо

_________________________

143 Под словами «отрезочек JN конечной величины» (finitae est magnitudinis) надо разуметь, что величина ( в рассматриваемом разложении конечная, кроме того, что f''(x) не равно нулю.
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переменить знак и писать —а вместо а. При таком условии получится, что плотность среды пропорциональна —а/e т. е. отрицательная, при которой движение тела должно бы ускоряться, чего природа не допускает, поэтому естественно не может быть такого движения, при котором тело описывало бы четверть круга PF, для этого необходимо, чтобы среда, напирая, ускоряла бы движение тела, а не препятствовала бы ему своим сопротивлением.

Пример 2. Пусть кривая PFQ (фиг. 145) — парабола, коей ось AF перпендикулярна к горизонту PQ; требуется определить плотность среды,

при которой брошенное тело могло бы двигаться

по этой кривой.

По свойству параболы произведение PD•DQ
равно произведению ординаты DJ на некоторую

постоянную длину, поэтому, если обозначить эту

длину через b и положить:

РС=а, PQ=c, СH=е, CD=(, 

то будет

[image: image163.png](a~+a) (c—a—a)=ac—a*— 2aa -+ ca





и следовательно,

[image: image164.png]



и значит,

[image: image165.png]



и так как дальнейших членов нет, то коэффициент при четвертом члене S=0, и поэтому количество[image: image166.png]


которому пропорциональна плотность среды, уничтожается; следовательно, брошенное тело движется по па​раболе в среде нулевой плотности, как это и доказано Галилеем.
Пример 3. Пусть кривая AGK (фиг. 146) есть гипербола, коей асимптота NX перпендикулярна к горизонтальной плоскости, и требуется определить плотность среды, при которой брошенное тело будет двигаться по этой кривой.

Пусть MХ есть вторая асимптота, пересекающая продолжение орди​наты DG в точке V. По свойству гиперболы произведение XV•VG есть постоянное, а так как отношение DN к VX также постоянное, то по​стоянно и произведение DN•VG.
[image: image167.jpg]cy
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Пусть это произведение равно b2; дополним параллелограмм DNXZ и положим:

[image: image168.png]vZ
BN=a; BD=a; NX=c¢ n ﬁ=%'




Тогда будет:
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По разложении члена b2/(a-()
в сходящийся ряд получится

[image: image170.png]



Второй член этого ряда [image: image171.png]


 надо принять за Q(, третий, взятый с обратным зна​ком[image: image172.png]Y@ —m Ra,



 четвер​тый также с обратным знаком[image: image173.png]— o — 32 Sad,



 следовательно их коэффициенты[image: image174.png]



b2/a3 и b2/a4 и надо подставить вместо Q, В, S в предыдущую формулу, тогда получится, что плотность среды пропорциональна

[image: image175.png]



Отложив от точки V по прямой GV длину VY=VG, построим длину XY, которая и представляет знаменатель в предыдущей формуле, ибо
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Значит, плотность обратно пропорциональна длине XY. Сопротивле​ние получится по отношению его к силе тяжести, равному 3XY:2GY, скорость же такова, какую тело имело бы двигаясь по параболе, коей вершина G, диаметр DG и параметр XY2/VG.
Таким образом, если принять, что плотность среды в каждом месте G обратно пропорциональна расстоянию XY и что сопротивление в любом месте G относится, как 3XY:2YG, то тело, пущенное из точки A с над​лежащею скоростью, и опишет заданную гиперболу AGK.
Пример 4. Предполагается, что AGK есть вообще некоторая гипер​болическая кривая, коей центр X и асимптоты MX и NX, обладающая тем свойством, что если построить прямоугольник XZDN, коего сторона ZD пересекает кривую в G и ее асимптоту в V, то VG обратно пропор​ционально DNn, причем показатель n задается; требуется определить плот​ность среды, брошенное в которой тело будет двигаться по этой гипербо​лической кривой.

Положим;[image: image178.png]



и пусть 
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тогда будет:
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По разложении члена[image: image182.png](@a—x)"



в ряд получится
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и т. д.

Второй член этого ряда[image: image184.png]


 надо принять за Q(, третий
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 тогда плотность

среды[image: image187.png]RY1+@®



в какой-либо точке G будет
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поэтому, если отложить по VZ длину VY=nVG, то плотность будет обратно пропорциональна XY, ибо
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суть квадраты длин XZ и ZY.
Сопротивление вместе с тем относится к силе тяжести, как

[image: image190.png]38-X¥




т. е. как

[image: image191.png]L2024 2n
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скорость же повсюду такая, с которою брошенное тело шло бы по пара​боле, имеющей вершину G, диаметр GD и параметр

[image: image192.png]1+@ _ 2XPr
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ПОУЧЕНИЕ.
Подобно тому как в следствии 1 получено, что плотность среды пропорциональна S•AC/R•HT, получается, если положить сопротивление пропорцио​нальным n-ой степени скорости V, т. е. Vn, что плотность пропорциональна144
___________________________

144 В примечании 142 получены формулы 
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Если сопротивление F пропорционально плотности среды ( и n-ой степени скорости v, так что F=k(•vn, причем k постоянное, то получим
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подставляя вместо x' его значение и вместо А, В и С их значения: — Q, — 2R и — 6S, получим
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где через N1 обозначен постоянный множитель. Это и есть формула, приводимая в тексте, ибо
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[image: image198.png]


поэтому, если может быть найдена такая кривая, для которой отношение[image: image199.png]8 (%"’“



иначе [image: image200.png]T (1@,



постоянное, то тело будет двигаться по этой кривой в однородной среде, коей сопротивление пропорционально n-ой степени скорости V. Однако обратимся к более простым кривым.

Так как движение по параболе происходит не иначе, как в среде не сопротивляющейся, по описанным же выше гиперболам может происходить и при непрестанном сопротивлении, то очевидно, что кривая, описываемая брошенным телом в однородно сопротивляющийся среде, ближе подходит к этим гиперболам, нежели к параболе. Во всяком случае эта кривая гиперболического рода, но близ вершины она более отхо​дит от асимптот, а в своих отдаленных частях более приближается к асимптотам, нежели вышеописанные гиперболы; однако эта разница не настолько велика, чтобы в практических приложениях было неудобно поль​зоваться этими кривыми, и может быть они более полезны, нежели эта более точная, но и гораздо более сложная гиперболическая кривая. Для приложений они выводятся следующим образом.

Дополняют параллелограмм XYGT, тогда прямая GT есть касатель​ная к гиперболе в точке G, поэтому в месте G плотность обратно пропор​циональна GT, а скорость пропорциональна[image: image201.png]Q
&J

~|



 и отношение сопротивления к силе тяжести равно

[image: image202.png]. 20 +-2n
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Поэтому, если брошенное из А по направлению прямой АН тело опи​сывает гиперболу AGK, и АН по продолжении пересекает асимптоту NX в точке Н, прямая же AJ, проведенная параллельно NX, пересекает дру​гую асимптоту MX в J, то плотность среды в точке А будет обратно

пропорциональна АН, скорость тела пропорциональна[image: image203.png]BE



 и отношение сопротивления к силе тяжести равно
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Отсюда происходят следующие правила.
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Правило 1. Если плотность среды в А и скорость, с которою тело брошено, сохраняются, а изменяется лишь угол NAH, то и длины АН, AJ, НХ останутся неизменными; поэтому, если эти длины будут найдены для какого-либо случая, то затем гипербола для любого заданного угла NAH может быть весьма быстро определена.

Правило 2. Если сохраняются угол NAH (фиг. 147) и плотность среды в А, а изменяется лишь скорость, с которою бросается тело, то длина АН сохранится не​изменной, а изменится AJ обратно пропорционально квадрату скорости.

Правило 3. Если сохраняются угол HAN, ско​рость тела в точке А и ускорительная сила тяже​сти, отношение же сопро​тивления в А к движущей силе тяжести* увеличи​вается в какое-либо число раз, то во столько же раз увеличится и отношение АН к AJ, при сохранении величины параметра выше​упомянутой параболы и пропорциональной ему величины AH2/AJ, по​этому АН уменьшится в указанное число раз, a AJ— в это число, воз​вышенное в квадрат. Отношение же сопротивления к весу увеличится или когда удельный вес тела станет меньше, или же плотность среды станет больше, или же когда при уменьшении величины тела сопротивление уменьшится в меньшем отношении, нежели вес.

Правило 4. Так как плотность среды близ вершины гиперболы больше, нежели в А, то, чтобы получить среднюю плотность, надо найти отношение наименьшей из касательных GT к АН и увеличить плотность в А в отношении немного большем, нежели отношение полусуммы этих касательных к наименьшей.
[image: image205.jpg]Pur. 147.





________________________

* См. примечание 9.
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Правило 5. Если длины АН, AJ заданы и требуется описать кривую AGK, то надо продолжить HN до X так, чтобы было

HX:AJ=(n+l):1,
и, приняв точку X за центр и прямые MX и NX за асимптоты, про​вести через точку А такую гиперболическую кривую, для всякой точки G которой

Правило 6. Чем число n больше, тем точнее представляется этою гиперболою выходящая от А ветвь траектории тела и менее точно — нисхо​дящая к K, и наоборот. Обыкновенная гипербола занимает среднее поло​жение и проще, нежели прочие; если взята гипербола такого рода и требуется найти ту точку К, в которой брошенное тело пересекает какую-либо данную прямую AN, проведенную через А, то надо отложить длину NK=AM, причем М и N суть точки пересечения асимптот MX и NX с данною прямою AN.
Правило 7. Отсюда следует простой способ определения этой гипер​болы по испытаниям. Пусть два равных и подобных тела брошены с оди​наковыми скоростями, но под разными углами НАК и hAk, и точки их па​дения на горизонтальную плоскость суть K и k.
Определяется отношение АK к Аk, пусть будет

AK:Ak=d:e.
Затем, восставив перпендикуляр AJ и отложив по нем какую-либо постоянную длину AJ, прими некоторую произвольную длину за АН или Ah и построй чертежом по правилу 6 длины АК и Ah. Если отношение АК:Аk окажется равным d:е, то длина АН взята правильно. Если же нет, то отложи по неограниченной прямой SM длину SM, равную приня​той АН, и по восстановленному в точке М перпендикуляру отложи 
длину MN, равную произведению разности AK/Ak—d/e на некоторую постоянную длину. Подобным же образом, задаваясь различными значениями длины АН, надо найти несколько точек N и провести через них правиль​ную кривую NNXN, пересекающую (фиг. 139) прямую SMMM в точке X. Приняв затем АН равной SX, надо найти соответствующее АК, тогда длины, которые так относятся к принятым AJ и АН, как определенная по опыту длина АК к определенной указанным построением, и будут истинными значениями AJ и АН, которые и требовалось найти. После
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того как они определены, найдется и сопротивление среды в точке А, ибо оно относится к силе тяжести, как АН к 2AJ. Затем плотность среды надо увеличивать по правилу 4, и если в том же отношении увели​чить и сопротивление, найденное как указано выше, то оно получится точнее.

Правило 8. Когда длины АН и HХ найдены и желательно получить направление прямой АН, по которой надо бросить тело с заданною ско​ростью, чтобы оно упало в данную точку К, то следует: в точках А и К восставить к горизонтальной плоскости перпендикуляры AC, KF, из коих

АС направлен вниз и равен AJ или 1/2НХ; на асимптотах АК, KF построить такую гиперболу, сопряженная ветвь которой проходит через точку С, точкою А, как центром, и радиусом АН описать круг, пересекаю​щий эту гиперболу в точке H, — тело, брошенное по прямой АН, упадет в точку К. Ибо длина АН задана, поэтому точка Н лежит где-либо на круге, описанном как сказано выше; если провести СН, пересекаю​щую соответственно АК и KF в Е и F, то по параллельности СН и MX и равенству AC=AJ будет АЕ=АМ, и следовательно, AE=KN. Но

CE:AE=FH:KN, 

следовательно

CE=FH
Значит, точка Н лежит на гиперболе, описанной на асимптотах АК и KF, и такой, что сопряженная с нею ветвь проходит через точку С, т. е. эта точка Н находится в пересечении сказанного круга и этой гиперболы. Необходимо также заметить, что это построение выполняется одинаково, горизонтальная ли прямая АК, или наклонная, и что, в виду пересечения круга и гиперболы в двух точках H и h, получаются два угла NAH и NAh; при самом исполнении чертежа достаточно провести только круг, а затем приложить неопределенной длины линейку СН так, чтобы она проходила через точку С и чтобы отрезок ее FH, заключенный между кругом и пря​мою FK, равнялся бы отрезку СЕ, заключенному между точкою С и пря​мою АК
Что сказано о гиперболах, легко прилагается и к параболам. Пусть XAGK (фиг. 148) представляет такую параболу, имеющую своею каса​тельного в точке X прямую XV, что ее ординаты AJ и GV пропорцио​нальны n-ой степени абсцисс XJn и ZVn. Если провести XT, GT, АН, причем XT параллельно VG, прямые же GT и АН касаются параболы
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в точках G и А, то тело, брошенное с надлежащею скоростью из точки А по направлению прямой АH опишет эту параболу, когда плотность среды во всяком месте G обратно пропорциональна касательной GT. Скорость в точке G такая же, с которою тело шло бы в среде не сопротивляющейся по обыкновенной параболе, имеющей своею вершиною G, диаметром про​долженную вниз прямую VQ и параметром[image: image206.png]26T
@—n) VG



; сопротивление же

в точке G будет относится к силе тяже​сти, как

[image: image207.png]er: 2= yq.
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Поэтому, если NAK представляет горизонтальную прямую и если, сохраняя плотность среды в точке А и скорость, с которою тело бросается, как бы то ни было изменять угол NAH, то длины АН, AJ, НХ останутся без изменения, и сле​довательно, найдется точка касания X и положение прямой XJ; принимая затем

VG:AJ=XVn:XJn,
можно определить все точки G параболической кривой, через которые про​ходит брошенное тело.
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ОТДЕЛ III
О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ ПРИ СОПРОТИВЛЕНИИ, ЧАСТЬЮ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОМ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ СКОРОСТИ,
ЧАСТЬЮ — ВТОРОЙ
Предложение XI. Теорема VIII
Если тело, испытывая сопротивление, частью пропорциональное пер​вой степени скорости, частью — второй, движется в однородной среде по инерции, и времена взяты в прогрессии арифметической, то количества, обратно пропорциональные скорости, сложенные с некоторою постоянною величиною, составят прогрессию геометрическую.
При центре С и взаимно перпендикулярных асимптотах CADd и СН (фиг. 149) описывается гипербола ВЕе, и пусть АВ, DE, de параллельны асимптоте. На асимптоте CD задаются точки G и А; если представить.
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время равномерно возрастающею гиперболическою площадью ABED, то я утверждаю, что скорость может быть представлена длиною DF, коей обрат​ная DG, сложенная с заданною CG, образуют длину CD, возрастающую в геометрической прогрессии.

В самом деле, пусть площадка DEed представляет постоянное весьма малое приращение времени, тогда Dd будет обратно пропорционально DE,
т. е. прямо пропорционально CD. Уменьшение же 1/GD (по лем. II этой

книги), равное Dd/GD2, будет пропорционально CD/GD2, т. е. (CG+GD)/GD2 или

1/GD+CG/GD2. Следовательно, когда время ABED возрастает равномерно от присоединения постоянных частиц EDde,
величина 1/GD убывает в таком же отно​шении, как и скорость, ибо уменьшение скорости пропорционально сопротивле​нию, которое по предположению со​стоит из суммы двух членов — одного пропорционального скорости, дру​гого — квадрату ее; уменьшение же

величины 1/GD пропорционально сумме количеств 1/GD и CG/GD2, из них

первое есть само 1/GD, второе же CG/GD2 пропорционально 1/GD2; поэтому

величина 1/GD, по подобию ее убывания, пропорциональна скорости. Если

же количество GD, обратно пропорциональное 1/GD, увеличить на постоянную величину CG, то сумма CD, при равномерном возрастании времени ABDE, будет возрастать в геометрической прогрессии 145.
[image: image209.jpg]Pur. 149,




___________________

145 Уравнение движения в этом случае может быть написано, при само собою понятных обозначениях, так:
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будем иметь
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Следствие 1. Следовательно, если при заданных точках А и G время представляется гиперболическою площадью ABED, то скорость предста​вится через 1/GD, обратную с GD.
Следствие 2. Беря отношение GD к GA равным отношению началь​ной скорости к скорости по прошествии какого-либо времени ABDE, най​дем точку G, когда же она найдена, то найдется и скорость в конце любого заданного времени.

Предложение XII. Теорема XI
При тех же предположениях утверждаю: что если брать прой​денные пространства в арифметической прогрессии, то скорости, увели​ченные на некоторую постоянную величину, составят прогрессию геометрическую.
На асимптоте CD берется точка (фиг. 150) R и восставляется перпендикуляр RS, пересекающий гиперболу в точке S; пусть прой​денное пространство предста​вляется гиперболическою пло​щадью RSED, тогда скорость будет пропорциональна такой дли​не GD, которая, будучи сложена с постоянною длиною CG, образует длину CD, убывающую в геометрической прогрессии, когда простран​ство RSED возрастает в арифметической. Ибо, при постоянном прираще​нии EDde пространства, отрезочек Dd, представляющий уменьшение длины GD, обратно пропорционален ED, следовательно прямо пропор​ционален CD, т. е. сумме GD+GC.
откуда следует
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и, по интегрировании,

[image: image214.png]ol

(o) e



 (4)

где через v0 обозначена скорость в момент t=0.

Формула (4) и выражает высказанную теорему.
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Но уменьшение скорости в продолжение каждого весьма малого про​межутка времени, обратно ей пропорционального, в течение которого про​ходится постоянная частица DdeE пути, пропорционально сопротивлению и этому времени, т. е. это уменьшение прямо пропорционально сумме двух величин, из коих одна пропорциональна скорости, другая — квадрату ее, и обратно пропорционально скорости, следовательно это уменьшение прямо пропорционально сумме двух количеств, из коих одно постоянное, другое пропорциональное скорости.146 Таким образом уменьшение скорости и уменьшение длины GD следуют одинаковому закону, при одинаковом же законе своих уменьшений сами убывающие количества пропорциональны, т. е. скорость и длина GD.
Следствие 1. Если скорость представлять длиною GD, то пройденное пространство будет пропорционально гиперболической площади DESR.
Следствие 2. Если принять где бы то ни было точку R, то точка G получится, если взять GR к GD в отношении начальной скорости к ско​рости после прохождения какого-либо пространства RSED. После того как точка G найдена, найдется и пройденное пространство по заданной ско​рости, и наоборот.

Следствие 3. Так как (предл. XI) при задании времени находится ско​рость, по этому же предложению по заданной скорости находится про​странство, то пространство найдется и по заданному времени, и на​оборот.

Предложение XIII. Теорема X
Предполагая, что тело, находящееся под действием силы тяжести, направленной вниз, движется прямо вверх или вниз и что оно испытывает сопротивление, частью пропорциональное первой степени скорости, частью второй, я утверждаю: что если для круга или гиперболы провести через конец диаметра прямую, параллельную диаметру, с первым сопряженному
_______________________-
146 Это рассуждение равносильно тому, когда мы, написав равенство
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получаем из уравнения (2) примечания 145 такое: 
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или, по сокращении, 
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из которого следует
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и перпендикулярному ему, и представлять скорость отрезками этой пря​мой от заданной на ней точки, то времена будут представляться пло​щадями секторов, ограниченных прямыми, проводимыми из центра к кон​цам сказанных отрезков, и обратно.
Случай 1. Положим сперва, что тело движется вверх; при центре D (фиг. 151) каким-либо радиусом DB описывается четверть круга BETF, и через конец диаметра В проводится неограниченная прямая ВАР, параллельная полудиаметру DF. На ней задается точка A, и берется от​резок АР, пропорциональный скорости. Так как сопротивление частью пропорционально скорости, частью квадрату ее, то пусть полное сопротивле​ние пропорционально

АР2+2ВА•АР.
Проводятся прямые DA и DP, пересекающие круг в точках Е и Т; пусть сила тяжести пред​ставляется длиною DA2, т. е. что отношение силы тяжести к сопротивлению равно

DA2:(AP2+2BA•AP),
тогда полное время движения вверх будет пропорционально площади кру​гового сектора EDT.
Пусть прямая DVQ отсекает от скорости АР ее приращение PQ и от сектора DЕТ — приращение DTV, соответствующие заданному прира​щению времени. Это изменение скорости PQ будет пропорционально сумме сил тяжести DA2 и сопротивления АР2 +2ВА•АР, т. е. пропорционально DP2 (Эвкл. «Элем.», кн. II, пр. 12). Поэтому площадь DPQ, пропорциональ​ная PQ, пропорциональна и DP2, площадь же DTP, относящаяся к площади DPQ, как DT2:DP2, будет пропорциональна постоянной DT2. Следова​тельно, площадь EDT, от отнятия частиц DTV постоянной величины, бу​дет убывать равномерно, подобно будущему времени, поэтому эта площадь пропорциональна полному времени движения вверх.147
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_______________________

147 Направив ось z вертикально вверх и полагая коэффициент сопротивления
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где m есть масса тела, будем иметь при движении вверх уравнение
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Случай 2. Если скорость при движении вверх представлять, как и раньше, длиною AР (фиг. 152), и принять сопротивление пропорциональ​ным АР2+2ВА•АР, и если сила тяжести окажется меньше такой, ко​торую можно бы было представить длиною DP2, то надо взять длину ВD так, чтобы разность АВ2—ВD2 была пропорциональна силе тяжести; пусть DF перпендикулярно и равно ВD. На осях ВD и DF описывается гипербола FTVE, имеющая своею вершиною точку F и пересекающая DА в Е, DР в Т и DQ в V, — полное время движения вверх будет про​порционально гиперболическому сектору ТDЕ.
Пусть будет
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тогда предыдущее уравнение напишем так:
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Величина а у Ньютона представлена длиною АВ, и в дальнейшем он различает два случая: 1) когда b2— а2>0 и 2) когда b2— а2<0.

В первом случае он берет b—DA (фиг. 151) и, полагая
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строит круг BETF, площадь сектора коего и будет пропорциональна времени. Действительно, уравнение (2) в этом случае будет
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 (2) 
из него следует
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где через Т обозначено время подъема до наивысшей точки, т. е. той, где скорость v=0. Это время определяется из равенства
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 (4) 
следующего из (3), если сделать
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Равенства (3) и (4) и представлены Ньютоном геометрически, причем вместо углов он рассматривает пропорциональные им площади секторов.

Во втором случае Ньютон берет (фиг. 152) длину е=BD так, чтобы было
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тогда уравнение (2) будет
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и вместо формулы (3) будем иметь
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т. е. вместо круговых секторов — гиперболические.
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Ибо уменьшение скорости PQ, происходящее в продолжение задан​ного весьма малого промежутка времени, пропорционально сумме сил — тя​жести АВ2—BD2 и сопротивления АР2+2ВА•АР, т. е. пропорцио​нально ВР2—BD2. Но площадь DTV относится к площади DPQ, как DТ2:ВР2, поэтому, если на BF опустить перпендикуляр GT, то так как
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и
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то

[image: image235.png]DT*: DP* = GT*: BD*=(GD*— DF?: BD*= GD*: BP' =
=[GD*— (GD* — DF")]: (BP*— BD*) = DF*:(BP*— BD").




Так как площадь DPQ пропорциональна PQ, т. е. ВР2—ВD2, то площадь DTV будет пропорциональна постоянной DF2. Следовательно, площадь ЕDТ убывает равномерно, уменьшаясь в продолжение каждого из весьма малых равных промежутков времени на равные же весьма малые частицы DTV, поэтому эта площадь пропорциональна времени.

Случай 3. Пусть АР (фиг. 153) есть скорость тела при его движе​нии вниз, AР2+2ВА•АР — сопротивление, BD2—АВ2 — сила тяжести, угол DBA предполагается прямым. Если описать равнобочную гиперболу BETV, коей центр D, главная вершина В и которая пересекает продол​жения прямых DА, DР и DQ в Е, Т и V, то сектор DЕТ этой гиперболы будет пропорционален полному времени падения.

Ибо приращение скорости PQ и пропорциональная ему площадь DPQ пропорциональны избытку тяжести над сопротивлением, т. е.
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Площадь же DTV относится к площади DPQ, как
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А так как площадь DPQ пропорциональна BD2—ВР2, то площадь DTV будет пропорциональна постоянной ВD2. Следовательно, площадь EDT возрастает равномерно, увеличиваясь за каждый из весьма малых равных между собою промежутков времени на постоянную величину DTV, таким образом эта площадь пропорциональна времени падения.
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Следствие. Если из центра В радиусом ВА описать дугу круга At, проходящую через точку А и подобную дуге ET, т. е. стягивающую угол АDТ, то скорость АР так относится к скорости, которую в среде не со​противляющейся тело в течение времени ЕDТ утрачивало бы при движе​нии вверх или приобретало при движении вниз, как площадь треугольника DАР относится к площади сектора DAt, и значит, эта скорость находится по заданному времени. Ибо скорость в среде не сопротивляющейся пропор​циональна времени, а значит, и сказанному сектору, в среде же, сопро-
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тивляющейся — треугольнику, в любой же среде, когда эти скорости весьма малы, их отношение приближается к равенству единице, подобно тому как отношение площади сектора к площади треугольника.

ПОУЧЕНИЕ
Так же может быть доказан тот случай при движении тела вверх, когда тяжесть меньше такой силы, которая может быть представлена через DА2 или AB2+ВD2, и больше, нежели такая, которую можно пред​ставить через АВ2—BD2, и когда ее надо представить через АВ2. Но я перехожу к другому.

Предложение XIV. Теорема XI
При тех же предположениях я утверждаю, что пространство, про​ходимое при движении вверх или вниз, пропорционально разности двух площадей, из коих первая есть та, которою представлялось время, вторая же возрастает или убывает в арифметической прогрессии, причем силы,
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составленные из тяжести и сопротивления, берутся в прогрессии геометрической.
Длина АС (фиг. 154 а, b, с) берется пропорциональной силе тяжести, длина АК— сопротивлению, причем точки С и К берутся по одну сторону от точки А, когда тело движется вниз, и по разные, когда оно движется вверх перпендикуляр Аb восставляется такой длины, чтобы было
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Если, построив гиперболу bN, имеющую своими взаимно перпендику​лярными асимптотами СК и СН, проводить КН перпендикулярно к СК, то площадь AbNK будет возрастать или убывать в арифметической про​грессии, когда сила СК возрастает в прогрессии геометрической.148
Я утверждаю, что расстояние тела до наивысшего его положения будет пропорционально избытку площади AbNK над площадью DET.
Так как АК пропорционально сопротивлению, т. е. АР2+2ВА•АР, то возьмем какую-либо постоянную длину Z и положим
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тогда (по лем. II этой книги) KL — приращение длины АК — будет выра​жаться так:
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приращение же KLON площади AbNK будет
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148 Уравнение (1) примечания 147, на основании равенства dz=vdt, напишется
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Этому уравнению можно придать вид
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Откуда следует
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 (2)

где через S обозначена та круговая или гиперболическая площадь, которою представляется время в примечании 147, в через H — наибольшая высота подъема. Равенство (2) и выражает высказанную теорему.
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Случай 1. Когда тело движется вверх и сила тяжести пропорцио​нальна АВ2+BD2, причем BЕТ есть круг (фиг. 154 а), то длина, пропор​циональная тяжести, будет
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и
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поэтому площадь DTV будет относиться к площади DPQ, как ВТ2 или DВ2 к CK•Z.
Случай 2. Если тело движется вверх и тяжесть пропорциональна АВ2—ВD2, то линия АС (фиг. 154b) будет
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и
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следовательно площадь DTV будет относиться к площади DPQ, как
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Случай 3. На основании такого же рассуждения, когда тело движется вниз и поэтому тяжесть пропорциональна ВD2—АВ2 и линия АС на (фиг. 154b) будет[image: image252.png]?—
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то, как и выше, площадь

[image: image253.png]DIV:DPQ=BID*:CK- 2.




Итак, площади эти всегда находятся в этом отношении.

Если вместо площади DTV, которою представляется всегда самому себе равное весьма малое приращение времени, написать какой-либо опре​деленный прямоугольник, положим ВD•m, то площадь DPQ, равная

1/2BD•PQ, будет относится к ВD•m, как CK•Z:BD2. Поэтому будет
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и выше найденное приращение KLON площади AbNK будет
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Отнимал приращение DTV площади DET
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останется
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Но разность приращений равна приращению разности самих площа​дей, которое, таким образом, есть (AP/AB)•m•BD; а так как (BD/AB)•m есть

величина постоянная, то это приращение пропорционально АР, т. е. ско​рости, а значит, и весьма малому приращению пространства, описывае​мого телом при движении вверх или вниз. Следовательно, упомянутая разность площадей и это пространство, коих приращения пропорциональны и которые совместно начинаются или исчезают, пропорциональны между собою.

Следствие. Если обозначить через М — длину, получаемую от разделе​ния площади DET на длину BD, и длину V взять так, чтобы было

V:M=DA:DE
то пространство, проходимое телом при движении вверх или вниз в сопро​тивляющейся среде, будет так относиться к пространству, которое тело прошло бы в продолжение того же времени в среде несопротивляющейся, свободно падая из состояния покоя, как упомянутая выше разность площадей относится к BD•V2/AB, и значит, когда время задано, то пространство

найдется. Ибо в среде не сопротивляющейся пройденное пространство пропорционально квадрату времени, т. е. V2, а так как BD и АВ — посто​янные, то оно пропорционально и[image: image258.png]BD-v*




 
Но
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и так как приращение М есть m, то приращение предыдущей площади есть
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Но это приращение относится к приращению разности площадей АbNK—DET, 

т. е. к[image: image261.png]AP-BD-m
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, как
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это же отношение, когда площади DET и DAP весьма малы, имеет своим пределом единицу. Следовательно, площадь[image: image263.png]BD-V?




и разность площадей
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AbNK—DET, когда все эти площади весьма малы, имеют равные прира​щения, и значит, равны между собою. Так как скорости, а поэтому и одно​временно описываемые пространства, в обеих средах при начале движения вниз или при конце движения вверх приближаются к равенству, т. е. находятся в таком же друг к другу отношении, как площадь BD•V2/AB к разности площадей AbNK—DET, и так как пространство, проходимое в среде яесопротивляющейся, постоянно пропорционально BD•V2/AB, пространство

же, проходимое в среде сопротивляющейся, постоянно пропорционально разности площадей AbNK—DET, то необходимо, чтобы пространства, проходимые в той и другой среде в любые равные промежутки времени,

относились бы друг к другу, как площадь BD•V2/AB относится к разности

площадей AbNK—DET
ПОУЧЕНИЕ
Сопротивление, испытываемое шарами при движении в жидкости, про​исходит частью от ее сцепления, частью от трения и частью от плотности. Та часть сопротивления, которая происходит от плотности жидкости, как уже нами сказано, пропорциональна квадрату скорости; вторая часть, которая происходит от сцепления жидкости, постоянна, т. е. ее действие пропорционально приращению времени, поэтому следовало бы перейти к рассмотрению движения тел, испытывающих сопротивление частью посто​янное, частью пропорциональное квадрату скорости. Но достаточно прило​жить уже изложенное в предложениях VIII и IX и их следствиях к этому исследованию, так как в них можно заменить происходящее от силы тя​жести постоянное сопротивление, испытываемое телом при движении вверх, постоянною частью сопротивления жидкости, происходящей от ее сцепле​ния, когда тело движется по инерции. Если тело движется прямо вверх, то эту часть сопротивления надо приложить к силе тяжести, если же тело падает вниз — то вычесть. Затем следовало бы перейти к рассмотрению движения тел, испытывающих сопротивление частью постоянное, частью пропорциональное первой степени скорости, частью — второй. Путь указан в предложениях XIII и XIV, в которых стоит только или заменить силу тяжести постоянною частью силы сопротивления, происходящей от сцепления среды, или же приложить ее, как и раньше, к силе тяжести. Но я перехожу к другому.
