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ОТДЕЛ IV 

О КРУГОВОМ ОБРАЩЕНИИ ТЕЛ В СОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ 

Лемма III
Пусть PQR есть спираль, пересекающая все радиусы, такие как SP, SQ, SR и т. д., под одним и тем же углом; проводится прямая РТ, касающаяся спирали в какой-либо точке Р и пересекающая радиус SQ в Т, полюс S соединяется прямою SO в точкою О пересечения нормалей РО и QO к спирали. Я утверждаю, что когда точки Р и Q, приближаясь друг к другу, совместятся, то в пре​деле угол PSO обратится в прямой и предельное отношение прямоуголь​ника 2PS•TQ к PQ2 равно единице.
Если из прямых углов OPQ, OQR (фиг. 155) вычесть равные углы SPQ, SQR, то останутся равные углы OPS и OQS, поэтому круг, прохо​дящий через точки О, S, Р, пройдет и через точку Q. Когда точки Р и Q совпадут, то этот круг будет касаться спирали в месте совпадения и, значит, будет пересекать прямую ОР перпендикулярно, следовательно эта прямая будет диаметром круга, а угол OSP, вписанный в полуокружность,— прямым.

На ОР опускаются перпендикуляры QD и SE; предельные отноше​ния линий будут таковы:

TQ:PD=TS:PE=PS:PE=2PO:2PS точно так же

PD:PQ=PQ:2PO.
Отсюда следует 149
2PS•TQ=2РО•PD=PQ2.
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_______________________
149 Если принять точку S за полюс и какую-либо постоянную прямую за полярную ось, то уравнение данной логарифмической спирали будет
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Точка О есть центр кривизны для точки Р этой спирали. Обозначая через ( — угол SРО между радиусом-вектором и нормалью, будем иметь
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и
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и приведенная в тексте формула равносильна такой:

2r•TQ=r2(1+n2)d(2.
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Предложение ХV. Теорема ХП

Если плотность среды в отдельных местах обратно пропорциональна их расстояниям до неподвижного центра и если центростремительная сила пропорциональна квадрату плотности, то я утверждаю, что тело может обращаться по спирали, пересекающей под постоянным углом все радиусы, исходящие из этого центра.
Полагая то же самое, как и в предыдущей лемме, продолжаем SQ до V так, чтобы SV было равно SР (фиг. 156). Пусть в течение какого-либо

промежутка времени тело, двигаясь в сопротивляющейся среде, описы​вает весьма малую дугу PQ, в продол​жение же двойного такого проме​жутка— дугу РR. Утраты в длине этих дуг, происходящие от сопроти​вления, иначе утраты по сравнению с дугами, которые были бы описаны в среде несопротивляющейся в про​должение тех же промежутков вре​мени, относятся друг к другу, как ква​драты этих промежутков, так что

утрата в длине дуги PQ составляет одну четверть от утраты в длине дуг РR; поэтому, если взять площадь QSr, равную PSQ, то утрата в длине дуги PQ будет равна половине длины отрезочка Rr, следовательно отношение силы сопротивления к центростремительной будет равно отношению отрезочков

1/2Rr и TQ, образуемых одновременно. 150

[image: image5.jpg]



__________________
150 Ньютон сравнивает здесь движение в среде сопротивляющейся с движением под действием той же центростремительной силы при отсутствии сопротивления, причем он, для нахождения отношения между силами, берет отношение отклонений, производимых этими силами в продолжение бесконечно малого промежутка времени. Обозначим этот промежуток через (, скорость тела в точке Р — через v и ускорения от силы сопротивления — через w, проекцию ускорения центростремительной силы на касательную — через w1, полную же величину этой силы — через (2/r2, массу тела будем считать равной 1. Тогда имеем:
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Так как центростремительная сила, действующая на тело в Р, обратно про​порциональна SP2 и так как по лемме X книги I отрезочек TQ пропор​ционален этой силе и квадрату времени, в продолжение коего описывается дуга PQ (ибо в этом случае сопротивлением, как бесконечно меньшим

Отклонение, производимое силою сопротивления среды, Ньютон представляет дли​ною 1/2Rr, так что
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чтобы получить эту длину, надо вообразить, что из точки Р выходит тело, находящееся под действием той же центростремительной силы, но сопротивления не испытывающее, с такою скоростью, что в продолжение промежутка времени ( оно проходит тот же самый путь PQ. Очевидно, что эта скорость
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и тогда действительно:
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В продолжение времени 2( тело пройдет путь
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и следовательно, будет
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вместе с тем площадь PSQ=QSr, ибо, по предположению, на тело сопротивление не дей​ствует.

Дальнейшие рассуждения пояснений не требуют. Чтобы вместо пропорциональностей получить равенства, стоит только заметить, что будет:
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отсюда следует
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 (1') 
На основании формулы (4) текста имеем
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Значит,
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Но, по предположению, w=N(v2, где ( есть плотность среды и N— постоянный коэффициент, и так как
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то предыдущая формула дает
[image: image17.png]


(7) 
Затем, на основании формулы (1'),
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(8)

Отношение же w:w1 есть отношение силы сопротивления к центростремительной.
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центростремительной силы, я пренебрегаю), то TQ•SP2, т. е. по преды​дущей лемме 1/2PQ2•SP, пропорционально квадрату времени, следова​тельно время пропорционально PQ•(SP и скорость тела, с которою в это время описывается дуга PQ, будет пропорциональна
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 (1)

т. е. обратно пропорциональна (SP. На основании подобного рассуждения, скорость, с которою описывается дуга QR, обратно пропорциональна (SQ. Но эти дуги пропорциональны скоростям, с которыми они описываются, т. е. относятся друг к другу, как (SQ к (SP, иначе как SQ к ((SP•SQ), по равенству же углов SPQ=SQr и равенству площадей PSQ=QSr отношение дуги PQ к Qr равно отношению SQ к SР.
Из этих пропорций следует, что разность Rr, равная Qr—QR, будет
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 (2)

ибо в пределе, когда точки Р и Q совпадают, отношение SP—((SP•SQ) к 1/2VQ равно единице. Но так как происходящая от сопротивления утрата

длины дуги PQ, или величина Rr, вдвое ее бо'льшая, пропорциональна со​противлению и квадрату времени, то сопротивление пропорционально
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 (3) 
На основании же приведенного выше выражения Rr, будет
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ибо в пределе, при совпадении точек Р и Q, SP=SQ, угол PVQ — прямой, и по подобию треугольников PVQ и PSO будет
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 (5)

Таким образом[image: image24.png]


пропорционально сопротивлению, а следовательно, плотности среды в точке Р и квадрату скорости. Исключая пропор-
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циональность квадрату скорости, т. е. 1/SP, останется, что плотность среды в Р пропорциональна[image: image25.png]OP. SP



. Для заданной спирали отношение OS/OP —

постоянное, значит плотность в точке Р пропорциональна 1/SP. Следова​тельно, тело может обращаться по сказанной спирали в среде, коей плот​ность обратно пропорциональна расстоянию SP до центра.

Следствие 1. Скорость в любой точке Р такова, с которою тело в среде не сопротивляющейся могло бы обращаться под действием та​кой же центростремительной силы по кругу в расстоянии от центра, рав​ном SP.
Следствие 2. Плотность среды при постоянном расстоянии SР пропорциональна OS/OP, если же это расстояние не постоянное, то плотность пропорциональна OS/(OP•SP), поэтому можно приспособить спираль к любой

плотности среды.

Следствие 3. Сила сопротивления в любом месте Р относится к цен​тростремительной в том же месте, как 1/2OS:OP, ибо эти силы относятся.

как (1/2Rr):TQ, иначе как
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т. е. как 1/2VQ:PQ, что равно — 1/2OS:ОР. Следовательно, когда спираль

задана, то найдется отношение силы сопротивления к центростремительной, и наоборот, когда задано это отношение, то найдется спираль.

Следствие 4. Следовательно, тело только тогда может обращаться по такой спирали, когда сила сопротивления меньше, нежели половина центростремительной. Если сопротивление будет равно половине центро​стремительной силы, то спираль обратится в прямую линию PS, и по этой прямой тело будет падать к центру со скоростью, которая будет отно​ситься к найденной выше (случай параболы, теор. X кн. I) скорости движения в среде не сопротивляющейся, как 1:(2. Время падения будет обратно пропорционально скорости, и, значит, найдется.

Следствие 5. Так как при одинаковом расстоянии от центра ско​рость в движении по спирали PQR и по прямой SР одна и та же, длина же
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спирали находится в постоянном отношении к длине прямой РS, именно как ОР к OS, то время опускания по спирали и время опускания по пря​мой SP находятся в том же отношении ОР к OS, и значит, первое най​дется.

Следствие 6. Если центром S и двумя какими-либо заданной длины радиусами описать два круга и, сохраняя их, изменять как угодно угол, составляемый спиралью с радиусом SР, то число оборотов, совершаемых телом при переходе его по спиралям от одной окружности к другой, пропорционально PS/OS, т. е. тангенсу угла, составляемого спиралью с радиу​сом PS, время же этих оборотов пропорционально OP/OS, т. е. секансу того

же угла, иначе — обратно пропорцио​нально плотности среды.

Следствие 7. Если тело в среде, плотность которой обратно пропор​циональна расстоянию мест до центра, будет совершать по некоторой кри​вой AЕВ оборот около этого цен​тра и пересечет первый радиус AS (фиг. 157) в точке В под таким же углом, как раньше в А, и с такою скоростью, которая относится к его скорости в точке А, как (BS: (AS, то это тело будет продолжать совершать бесчисленное множество подобных обращений BFC, CGD и т. д. и, пересекая радиус АS, выделит на нем отрезки AS, BS, CS, DS и т. д., образующие непрерывную пропорцию (гео​метрическую прогрессию). Времена оборотов будут прямо пропорциональны периметрам AЕВ, BFC, CGD орбит и обратно пропорциональны скоростям

в их началах А, В, С и т. д., т. е. будут пропорциональны AS3/2 , BS3/2,
CS3/2 и т. д. Наконец, полное время, в продолжение которого тело до​стигнет до центра, будет относится ко времени первого оборота,

как сумма всех членов прогрессии AS3/2, BS3/2, CS3/2 и т. д., продолженной

до бесконечности, к первому ее члену AS3/2 , т. е. пропорционально частному от разделения первого члена AS3/2 этой прогрессии на разность
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AS3/2—BS3/2 или, приблизительно, пропорционально 2/3•AS/AB; отсюда это

время и находится весьма просто.

Следствие 8. Отсюда можно также с достаточным приближением вы​вести движение тел в срединах, коих плотность или постоянная, или же следует какому-либо иному заданному закону. Из центра S радиусами SА, SB, SC и т. д. в геометрической прогрессии опиши несколько кругов и прими приближенно, что продолжительность оборота между периметрами двух из них в среде, о которой шло дело, так относится ко времени обо​рота в предложенной среде, как средняя между этими кругами плотность этой среды относится к средней плотности между теми же кругами среды, о которой шло дело. Прими также, что секанс угла, под которым выше​определенная спираль в среде, о которой шло дело, пересекает радиус AS, находится в этом же отношении средних плотностей к секансу угла, под которым новая спираль в предложенной среде пересекает тот же радиус, и наконец, что полное число оборотов между теми же двумя кругами при​близительно пропорционально тангенсам сказанных углов. Если это сделать для любой пары кругов, то движение может быть продолжено через все круги. При таком предположении можно без затруднений определить, ка​ким образом и в какое время должны обращаться тела в любой среде правильного строения.

Следствие 9. Хотя такое движение, как эксцентричное, должно бы происходить по спиралям, приближающимся к овальной форме, но рассма​тривая, что отдельные обороты этих спиралей так же отстоят друг от друга и в такой же степени приближаются к центру, как и для вышеописанной спирали, можем себе представить, каким образом происходят движения тел и по того рода овальным спиралям.

Предложение XVI. Теорема ХIII
Если плотность среды в отдельных местах обратно пропорцио​нальна расстояниям мест до неподвижного центра, центростремитель​ная же сила пропорциональна какой-либо степени плотности, то я утвер​ждаю, что тело может двигаться по спирали, пересекающей все радиусы, проведенные через этот центр под постоянным углом.
Это может быть доказано таким же способом, как и предыдущее пред​ложение. Именно, если центростремительная сила (фиг. 156) в Р будет обратно пропорциональна степени (n+1) расстояния SР, т. е. SPn+1, то,
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как и выше, получится, что время, в продолжение коего тело описывает

какую-либо весьма малую дугу PQ, пропорционально PQ•SPn/2, что со​противление в Р пропорционально
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т. е.
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а так как (1—n/2)OS/OP — величина постоянная, то, значит, сопротивление обратно пропорционально SPn+1, а так как скорость обратно пропорциональна SPn/2, то плотность в Р будет обратно пропорциональною SP.
Следствие 1. Сопротивление будет относиться к центростремительной силе, как
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Следствие 2. Если центростремительная сила обратно пропорцио​нальна SP3, то 1 —n/2=0, следовательно сопротивление и плотность среды

уничтожаются, как это и принято в предложении IX книги I.
Следствие 3. Если центростремительная сила будет обратно пропор​циональна какой-либо степени расстояния SP, показатель которой больше 3, то положительное сопротивление обращается в отрицательное.

ПОУЧЕНИЕ
Как в этом предложении, так и в предыдущих, относящихся до сре​дин неодинаковой повсюду плотности, предполагается, что тела настолько малы, что нет надобности рассматривать, что плотность среды с одной стороны тела больше, нежели с другой. Сопротивление при прочих одина​ковых условиях я предполагаю пропорциональным плотности, поэтому для средин, в которых сила сопротивления не пропорциональна плотности, надо настолько увеличить или уменьшить плотность, чтобы этим или по​глощался избыток сопротивления, или пополнялся недостаток.
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Предложение XVII. Задач» IV
Найти центростремительную силу и сопротивление среды, при которых тело может обращаться по заданной спирали со скоростью, из​меняющеюся по данному закону.
Пусть (фиг. 158) эта спираль PQR. По скорости, с которою тело описывает весьма малую дугу PQ, найдется время ее описания, по откло​нению TQ, пропорциональному центростремительной силе и квадрату вре​мени, найдется сила. Затем по раз​ности RSr площадок PSQ и QSR, опи​сываемых в равные промежутки вре​мени, найдется замедление тела, по которому, наконец, и определится как сопротивление, так и плотность среды.

Предложение ХVIII. Задача V
При данном законе центро​стремительной силы определить плотность среды в отдельных ме​стах, при которой тело описывает заданную спираль.
По центростремительной силе надо найти скорость в отдельных точ​ках, затем по уменьшению скорости искать плотность среды, как в пре​дыдущем предложении.

Способ решения этих вопросов объяснен в предложении X и лемме II этой книги, и я не буду задерживать читателя на этих сложных иссле​дованиях. Я добавлю лишь кое-что относительно сил, действующих на движущиеся тела, и относительно плотности и сопротивления средин, в ко​торых совершаются движения тел, до сих пор рассмотренные и подобные им.
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ОТДЕЛ V
О ПЛОТНОСТИ И СЖАТИИ ЖИДКОСТЕЙ И О ГИДРОСТАТИКЕ
Определение жидкости

Жидкость есть такое тело, коего части уступают всякой как бы то ни было приложенной силе и, уступая, свободно движутся друг относи​тельно друга.
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Предложение XIX. Теорема XIV
Все части однородной и неподвижной жидкости, заключенной в ка​ком-либо неподвижном сосуде и сжимаемой отовсюду (не принимая в рас​смотрение уплотнения, тяжести и всякого рода центростремительных сил), испытывают повсюду одинаковое давление и сохраняют свои места без всякого движения, которое произошло бы от этого давления.
Случай 1. Пусть жидкость, заключенная в сферическом сосуде ABC (фиг. 159), подвергается повсюду равномерному давлению; я утверждаю, что ни одна часть этой жидкости вследствие такого давления не станет

двигаться. Ибо если какая-либо часть D стала бы двигаться, то необходимо, чтобы и другие такого же рода части, находящиеся всюду в том же расстоянии от центра, двигались бы точно так же в то же самое время, ибо все они под​вержены равному и подобному давлению и пред​положено, что устранено всякое движение, кроме происходящего от давления. Не могут они и приближаться к центру, если только жидкость к центру не уплотняется, как это и пред​положено, не могут и удаляться от центра, если только жидкость не уплотняется к окружности, что также противно предположению. Не могут они, сохраняя расстояние до центра, двигаться по какому-либо направлению, ибо по той же причине они должны бы двигаться и по противоположному направлению, двигаться же по противоположным направлениям в то же самое время та же самая часть не может. Следо​вательно, никакая часть жидкости не будет двигаться из занимаемого ею места.

Случай 2. Я утверждаю, что все сферические части этой жидкости испытывают повсюду равное давление. Пусть EF есть сферическая часть жидкости; если бы она не испытывала повсюду одинакового давления, то увеличим меньшее давление, пока давление не станет повсюду одинаковым; по доказанному в случае первом эта часть жидкости будет оставаться в покое. Но ранее приложения добавочного давления эта часть жидкости сохраняла свое место, от приложения же нового давления, по определению жидкости, она должна бы начать двигаться из занимаемого ею места. Одно другому противоречит, следовательно утверждение, что сфера не испы​тывает давления повсюду одинакового, ложно.
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Случай 3. Я утверждаю, кроме того, что давления, испытываемые различными сферическими частями жидкости, равны между собою. Ибо две соприкасающиеся сферические части по закону III оказывают друг на друга в точке касания равные давления, по доказанному во 2-м случае давления одинаковы и по всей их поверхности. Две же сферические части не соприкасающиеся, так как их обеих может касаться промежуточная сферическая часть, испытывают также равные давления.

Случай 4. Я утверждаю, что все части жидкости испытывают везде равное давление, ибо двух любых частей в любых их точках может ка​саться сферическая часть, а так как она повсюду испытывает одинаковое давление, то и взаимно, по закону III, давление на сказанные части жид​кости такое же.

Случай 5. Так как любая часть жидкости GHJ заключается в осталь​ной жидкости как в сосуде и повсюду испытывает одинаковое давление, то все ее части везде оказывают друг на друга одно и то же давление и находятся в покое; отсюда очевидно, что для любой жидкости GHJ, кото​рая находится повсюду под одним и тем же давлением, давление всех частей друг на друга везде одно и то же и они находятся в покое.

Случай 6. Следовательно, если эта жидкость заключена в сосуд не твердый и не везде испытывает одно и то же давление, то она по опреде​лению текучести уступает более сильному давлению.

Случай 7. Поэтому в твердом сосуде жидкость не испытывает с какой-либо стороны более сильного давления, нежели с другой, но усту​пает ему и притом моментально, ибо стенка твердого сосуда не следует за отступающей жидкостью. Уступив же, жидкость надавит на противополож​ную сторону, и таким образом давление повсюду выравнивается. Как только жидкость получит стремление отступить от стороны, где давление больше, так тотчас же она встретит препятствие от противоположной стороны сосуда, поэтому давление приводится к равенству моментально, без всякого движения жидкости, и части жидкости, как сказано в случае 5, давят друг на друга повсюду одинаково и находятся в покое друг относи​тельно друга.

Следствие. Таким образом движение частей жидкости друг относи​тельно друга не может быть изменено приложением давления к внешней ее поверхности, если только сама эта поверхность где-либо не изме​няется или если части жидкости при более или менее сильном друг на друга давлении не скользят друг по другу с большею или меньшею труд​ностью.
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Предложение XX. Теорема XV
Если отдельные части ограниченной сферической свободной поверх​ностью и одноцентренным с нею сферическим же дном жидкости, плот​ность которой в одном и том же расстоянии от центра одна и та же, притягиваются к этому центру, то дно поддерживает вес цилиндра, коего основание равно поверхности дна, высота же такая же, как и окружающей жидкости.
Пусть DHM (фиг. 160) есть поверхность дна, AEJ — свободная по​верхность жидкости. Подраздели жидкость бесчисленным множеством сферических поверхностей BFK, CGL и т. д. на концентрические слои одинаковой тол​щины и вообрази, что сила тяжести дей​ствует лишь на верхнюю поверхность каждого слоя и что на равные части каждой поверхности действие одинаково. Следовательно, наружная поверхность АEJ испытывает давление лишь от своей соб​ственной тяжести, каковое давление испы​тывают все части верхнего слоя и вторая поверхность BFK (по предл. XIX) по​всюду одинаково и сообразно своей вели​чине; но, кроме этого, вторая поверхность

испытывает еще давление от силы тяжести, приложенной к этой по​верхности; это давление, слагаясь с предыдущим, дает двойное давление. Такое давление испытывает, сообразно своей величине, третья поверх​ность CGL и, сверх того, еще давление от силы тяжести, к ней прило​женной, следовательно давление утроенное. Подобным образом давление, испытываемое четвертой поверхностью, — четверное, пятой — пятерное и т. д. Таким образом полное давление, испытываемое какою-либо поверх​ностью, пропорционально не объему лежащей на ней жидкости, а числу слоев до свободной поверхности жидкости, и равно весу нижнего слоя, умно​женному на число слоев, т. е. весу тела, предельное отношение которого к весу упомянутого выше цилиндра (если число слоев увеличивать и тол​щину их уменьшать бесконечно, так чтобы действие силы тяжести от нижнего слоя до верхнего стало непрерывным) равно единице. Сле​довательно, нижняя поверхность поддерживает вес вышеупомянутого ци​линдра.
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На основании такого же рассуждения устанавливается предложение и тогда, когда сила тяжести, в зависимости от расстояния до центра, убы​вает по какому-либо заданному закону и когда жидкость внизу более плотная, а вверху — разреженная.

Следствие 1. Следовательно, на дно не действует полный вес окру​жающей жидкости, а оно поддерживает лишь ту часть веса, которая ука​зана в предложении; остающаяся часть веса жидкости удерживается ее сводчатой формою.

Следствие 2. В равных расстояниях от центра величина давления одна и та же, горизонтальна ли поверхность, к которой давление относится, вертикальна ли, или наклонна, поднимается ли жидкость от поверхности, испытывающей давление, прямо вверх, или же извивается наклонно по кривым полостям и каналам, правильным или весьма неправильным, широ​ким или самым узким. От этих обстоятельств давление не изменяется, как то можно заключить, прилагая доказательство этой теоремы к отдель​ным случаям ограничения жидкости.

Следствие 3. Из того же доказательства можно заключить (по предл. XIX), что вследствие происходящего от веса давления ни одна часть тяже​лой жидкости не может получить движения относительно другой, исключая движения, происходящего от уплотнения.

Следствие 4. Поэтому, если какое-либо иное несжимаемое тело того же удельного веса, как и жидкость, будет погружено в эту жидкость, то оно не получит никакого движения от давления окружающей жидкости, оно не будет ни опускаться, ни подниматься, ни побуждаться изменить свой вид. Если оно сферическое, то и останется сферическим, несмотря на да​вление; если квадратное, то останется квадратным, и притом будь оно мягким или самым текучим, плавает ли оно свободно в жидкости, или ле​жит на дне. Ибо всякая внутренняя часть жидкости находится в условиях погруженного тела; в таких же условиях, как эта часть жидкости, нахо​дится и всякое погруженное тело, имеющее ту же самую величину, форму и удельный вес. Если бы погруженное тело, сохраняя свой вес, расплави​лось бы и приняло бы жидкий вид, то если бы оно до того или поднималось вверх, или опускалось, или меняло от давления свою форму, то оно и теперь или поднималось бы вверх, или опускалось бы, или побуждалось бы при​нимать новую форму, и это потому, что тяжесть и прочие причины его движений сохранились. Но так как (случ. 5 предл. XIX). будучи теперь жид​ким, оно должно находиться в покое и сохранять свою форму, то и ранее было то же самое.
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Следствие 5. Поэтому тело, по удельному весу более тяжелое, не​жели жидкость его окружающая, будет тонуть, тело же, которого удель​ный вес меньше, будет всплывать, причем происходящие движения и изме​нения формы будут соответствовать тому, что может произвести избыток или недостаток веса, ибо лишь этот избыток или недостаток оказывает натиск, побуждающий тело к движению, иначе это тело находилось бы в равновесии с частями жидкости; упомянутый избыток или недостаток веса может быть уподобляем избытку или недостатку нагрузки на одной из чашек весов.

Следствие 6. Таким образом тяжесть тела, находящегося внутри жидкости, двоякая: одна — истинная и абсолютная, другая же — кажущаяся, обыденная и относительная. Абсолютный вес есть полная сила, с которою тело стремится вниз; обыденный и относительный есть избыток веса, с которым тело более стремится вниз, нежели жидкость, его окружающая. Первого рода тяжесть и есть та, которой подвержены части жидкостей и всякого рода тел в занимаемых ими местах, поэтому она при сложении и образует полный вес тела. Ибо все взятое в целом всегда имеет вес, как то можно испытать в сосудах, заполненных жидкостью, причем вес целого равен сумме весов всех частей его, и значит, слагается из этих весов. Вес второго рода не есть тот, которому тела подвержены в своем месте, т. е., будучи сопоставлены, они не становятся более тяжелыми, а, препятствуя взаимному стремлению к опусканию, они сохраняют свои места, как будто бы они были лишены тяжести. Так, обыкновенно, когда что-либо находится в воздухе и не превышает его веса, то народом и по​читается за не имеющее веса. Что превышает вес воздуха, почитается на​родом за весомое, поскольку его вес не поддерживается весом воздуха. Обыденные веса тел не что иное, как избытки их истинного веса над весом воздуха. Поэтому все, что обыкновенно называется обладающим легкостью, есть лишь то, что менее тяжело, нежели воздух, и что, уступая преобла​дающему весу воздуха, стремится вверх. Эти тела обладают лишь относи​тельною легкостью, а не истинною, ибо в пустоте они опускаются. Так и в воде тела, которые от большей или меньшей тяжести или опускаются, или поднимаются, лишь относительно и видимо тяжелы или легки; их от​носительная или видимая тяжесть или легкость есть лишь избыток или недостаток истинного их веса над весом воды. Тела же, которые, не обладая преобладающим весом, не тонут и, не уступая преобладаю​щему весу воды, не всплывают, хотя они истинным своим весом и уве​личивают полный вес целого, лишь относительно и по обыденному
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мнению не имеют веса в воде. Доказательство во всех этих случаях

Следствие 7. Доказанное по отношению силы тяжести имеет место и по отношению всяких других центростремительных сил.

Следствие 8. Так, если среда, в которой тело движется, подвержена или собственной силе тяжести, или же иной какой-либо центростремитель​ной силе, и тело подвержено такой же силе, но большей меры, то разность этих сил составит ту движущую силу тела, которую в предыдущих пред​ложениях мы принимали за центростремительную. Если же тело подвер​жено сказанной силе слабее, нежели жидкость, то разность сил должна быть принимаема за силу центробежную (т. е. отталкивающую от центра).

Следствие 9. Из того, что жидкости, оказывая давление на заклю​чающиеся в них тела, не изменяют их внешних форм, следует еще (по следствию предл. XIX), что они не изменяют и относительного располо​жения внутренних частей; поэтому, если ощущение происходит от смещения частей, то при погружении животных их тела не страдают и в них не возбуждается никакого ощущения, если только эти тела при сдавливании не могут уплотняться. То же самое относится и до любой системы тел, окруженной давящей на них жидкостью. Все части системы будут обладать теми же самыми движениями, как находясь в пустоте и подвергаясь лишь своей относительной тяжести, за исключением того, поскольку жидкость оказывает сопротивление их движению или же, сдавливая, способствует их слипанию.

Предложение XXI. Теорема XVI
Если плотность жидкости пропорциональна давлению и эта жид​кость находится под действием центростремительной силы, направлен​ной вниз и обратно пропорциональной расстояниям до центра, то я ут​верждаю, что если эти расстояния брать в геометрической прогрессии, то и плотности жидкости в этих расстояниях составят также геоме​трическую прогрессию.
Пусть ATV есть сферическое дно (фиг. 161), над которым находится жидкость, S — центр, SA, SB, SC, SD, SE, SF и т. д. — расстояния в гео​метрической прогрессии. Длины АН, BJ, CK, DL, EM, FN и т. д. восста​вленных в точках А, В, С, D, E, F и т. д. перпендикуляров берутся про​порционально плотности в этих местах; тогда удельные веса жидкости в этих

местах будут пропорциональны AH/AS, BJ/BS, CK/CS и т. д. или же, что то же самое,
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AH/AB, BJ/BC, CK/CD и т. д. Вообрази сперва, что эти веса постоянны на протяжении от А до В, от B до С, от С до В и т. д., убывая скачками в точках В, С, D... Эти удельные веса, по умножении на высоты АВ, ВС, CD и т. д., дают давления АН, BJ, СК и т. д., действующие (по теор. XV) на дно. Таким обра​зом частица А подвержена всем давлениям АН, BJ, CK, DL, ..., продолжен​ным до бесконечности, частица В — всем давлениям, за исключением АН, ча​стица С — всем, кроме первых двух, и т. д.; следовательно, плотность АН первой частицы А относится к плотности BJ второй частицы В, как бес​конечно продолженная сумма всех AH+BJ+CK+DL+ ... к сумме ВJ+СК-+DL+... Плотность BJ второй частицы В относится к плотности СК третьей С, как сумма BJ+СК+DL+... к сумме CK+DL+ ... Таким образом эти суммы пропорциональны своим раз​ностям, следовательно (лем. I кн. II) они образуют геометрическую про​грессию, поэтому и разности АН, BJ, СК и т. д., пропорциональные суммам, образуют такую же прогрессию. Так как плотности в точках А В, С и т. д. пропорциональны АН, BJ, СК и т. д., то и они составляют геометрическую прогрессию. Если идти с пропусками, то по равенству отношений будет, что в расстояниях SA, SC, SE и т. д., находящихся в геометрической прогрессии, и плотности АН, СК, ЕМ составят геоме​трическую прогрессию. Если сближать точки А, В, С, D, Е,... так, чтобы удельный вес от дна до крайнего предела жидкости стал непрерывным, то плотности АН, DL, GO в расстояниях SA, SD, SG, составляющих геоме​трическую прогрессию, находясь постоянно в геометрической же прогрессии, останутся таковыми и в этом случае.

Следствие. Поэтому, если известна плотность жидкости в двух каких-либо местах, напр, в А и Е, то можно найти ее плотность в любом месте Q. Опиши гиперболу (фиг. 162), коей центр S и взаимно перпенди​кулярные асимптоты SQ и SX, и которая пересекает перпендикуляры АН, ЕМ, QT в а, е, q, и перпендикуляры НХ, МY, TZ, опущенные на асим​птоту SX, в h, m и t. Пусть площадь YmtZ относится к заданной площади TmhX, как заданная же площадь EeqQ к заданной ЕеаА; тогда продолжен​ная линия Zt отсечет длину QT, пропорциональную плотности. Ибо, если длины SA, SE, SQ составляют непрерывную пропорцию (геометрическую прогрессию), то площади EeqQ, ЕеаА равны, значит и пропорциональные им площади YmtZ, XhmY также равны, и длины SX, SY, SZ, т. е. АН, ЕМ, QT, составляют непрерывную пропорцию, как это и требуется. Если длины SA, SE, SQ будут занимать какой-либо иной порядок в ряду непре-
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рывно пропорциональных, то и линии АН, ЕМ, QT по пропорциональности гиперболических площадей займут соответствующий порядок в другом ряду непрерывно пропорциональных количеств.151
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151 Примем точку S за начато оси s в обозначим через q — плотность в расстоянии s от центра S и через р — давление. Примененный в тексте прием, при принятых теперь обозна​чениях, может быть изложен так: пусть будет
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по предположению эти величины берутся в геометрической прогрессии, положим:
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 (1)

Если обозначить через q0, q1,... qn — соответствующие плотности жидкости, предста​вляемые ординатами AH, BJ,... GО, то удельные веса последовательных слоев жидкости будут:
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где k — постоянная, и значит, давления в расстояниях s0, s1, ... sn от центра будут:
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 (2)

или, подставляя вместо s1, s2,... sn их величины:

[image: image39.png]Po=k[go+ @1+ @+ ... + O+

n=kg+a+g+...+

Pa—=klge+dy+au+ .-




 (3)
— 386 —

Предложение XXII. Теорема XVII
Если плотность какой-либо жидкости пропорциональна давлению и эта жидкость находится под действием центростремительной силы, направленной вниз и обратно пропорциональной квадрату расстояний до центра, то я утверждаю, что когда расстояния образуют гармони​ческую прогрессию, то плотности жидкости в этих расстояниях обра​зуют геометрическую прогрессию.
Но по предположению плотность пропорциональна давлению, так что положив 
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будем иметь:
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 (4) 

Откуда следует:
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и, полагая
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 (5) 

получим:
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или
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т. е. когда расстояния s составляют геометрическую прогрессию
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то плотности q составляют геометрическую прогрессию (6). Из формул (6) и (1) следует
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Вместо логарифмов Ньютон берет гиперболические площади, постоянные же q0, s0 и N исключает, предполагая, что известна плотность в двух различных местах, напр. zi и ze; тогда будет:
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 (8) 
и, по исключении из этих уравнений и уравнения (7) величин N, logq0, logs0, получится
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 (9)

Это соотношение заменяется построением при помощи гиперболы.

По поводу формулы (2) можно заметить, что обозначая через Z — ординату верхней границы жидкости и предполагая, что число n — бесконечно большое, все же разности
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Пусть S (фиг. 163) есть центр, SА, SB, SC, SD, SE — расстояния в геометрической прогрессии. Длины перпендикуляров АН, BJ, СК и т. д. берутся пропорциональными плотностям жидкости в местах А, В, С, D, E ..., удельные веса ее в этих местах

будут тогда AH/SA2, BJ/SB2,
CK/SC2 и т. д. Вообрази, что

эти веса постоянны — первый на протяжении от А до В, второй от В до С, третий от С до D и т. д. По умножении на АВ, ВС, CD, DE
бесконечно малы, будем иметь
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и вообще:
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Откуда следует
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 (12)

Присоединяя к этому уравнению то, которым выражается зависимость между плотностью и давлением, в рассматриваемом, напр., случае q=q0p/p0, получаем дифференциальное

уравнение, из которого находится зависимость между q и z.

Если притяжение не обратно пропорционально расстоянию z, а выражается иною зависимостью, напр. ((z), то вместо уравнения (12) будет
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В предложения ХХII рассмотрен случай
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В поучения, кроме того, упомянуты случаи:
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при той же зависимости между р и q, наконец случай ((z)=g — постоянной силы тяжести вблизи поверхности Земли, рассмотренный Галлеем, а затем упоминается и про более общую зависимость между q и р, выражаемую формулою
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Во всех этих случаях нахождение квадратур не представляет затруднений.
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и т. д., или, что то же, на пропорциональные им расстояния SA, BS,
SC,..., получаются произведения AH/SA, BJ/SB, CK/SC и т. д., пропорцио​нальные давлениям. Так как плотности пропорциональны суммам этих

давлений, то разности плотностей АН—BJ, BJ—СК и т. д. будут

пропорциональны разностям сказанных сумм, т. е. величинам AH/SA, BJ/SB, CK/SC
и т. д.

Опиши какую-либо равнобочную гиперболу, центр которой S и асим​птоты SA и Sа и которая пересекает перпендикуляры АН, BJ, СК,... в а, b, с и т. д., перпендикуляры же Ht, Ju, Kw, опущенные на асимптоту Sх, в h, i, k; разности плотностей tu, uw и т. д. будут пропорциональны

AH/SA, BJ/SB и т. д. Произведения tu•th, uw•ui и пр., т. е. площади прямоугольников tp, uq и пр., будут пропорциональны[image: image59.png]AH-th BJ-ui
5S4 ' ~SB



 и т. д.,

т. е. пропорциональны Аа, Вb и т. д., ибо по свойству гиперболы

[image: image60.png]SA: AH=18A4:8t

: Aa,




значит
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Точно так же будет

[image: image62.png]SB

B




и т. д. Но длины Аа, Вb, Сс, .. составляют геометрическую прогрессию, и поэтому пропорциональны своим разностям, следовательно этим же раз​ностям пропорциональны и площади прямоугольников tp, uq и т. д., сум​мам же этих разностей таким, как Аа—Сс или 
Аа—Dd, пропорциональны суммы площадей tp+uq или tp+uq+wr. Пусть число такого рода членов весьма велико, тогда сумма всех разностей, скажем, Аа—Ff будет пропорциональна сумме площадей всех прямоугольников, скажем, zthn. Будем увеличивать число членов и уменьшать расстояния между точками А, В, С и т. д. до бесконечности, тогда сумма площадей сказанных прямоугольников станет равною гиперболической площади zthn, поэтому и разность Аа—Ff пропорциональна этой площади. Если теперь принять какие-либо расстояния SA, SD, SF в гармонической прогрессии, то раз​ности Аа—Dd, Dd—Ff будут между собою равны, поэтому пропор​циональные этим разностям площади thlx, xlnz будут также равны и
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плотности St, Sx, Sz, т. e. AH, DL, FN, составят непрерывную про​порцию.

Следствие. Таким образом, если будут заданы плотности жидкости АН и BJ в двух местах, то будет известна площадь thiu, соответствую​щая разности их tu, и значит, найдется плотность FN в расстоянии SF, если взять площадь thnz в таком же отношении к известной площади thui, как разность Аа—Ff к разности Аа—Вb.
ПОУЧЕНИЕ
Подобным же рассуждением может быть доказано, что если сила притяжения, действующая на частицы жидкости, обратно пропорциональна кубам расстояний до центра и если взять величины, обратные квадратам

расстояний ( т. е. SA3/SA2, SA3/SB2, SA3/SC2... ), в арифметической прогрессии, то

плотности АН, BJ, СК будут в прогрессии геометрической. Если сила притяжения убывает, как четвертые степени расстояний, и взять величины,

обратные кубам расстоянии, напр. SA4/SA3, SA4/SB3, SA4/SC3 и т. д., в арифметической

прогрессии, то плотности АН, BJ, CK будут в прогрессии геометрической. Подобно этому до бесконечности. Кроме того, если притяжение частиц жидкости при всяком расстоянии одно и то же и расстояния взять в ариф​метической прогрессии, то плотности будут в геометрической прогрессии, как это нашел знаменитейший Эдмунд Галлей. Если притяжение пропор​ционально расстоянию и квадраты расстояний взять в арифметической про​грессии, то плотности будут в геометрической, и подобно этому до беско​нечности. Все это имеет место, когда плотность жидкости пропорциональна сжимающему ее давлению, или же, что то же самое, объем, занимаемый жидкостью, обратно пропорционален этой силе. Но можно вообразить и другие законы сжатия, напр. что куб сжимающей силы пропорционален четвертой степени плотности. В этом случае, если притяжение обратно пропорционально квадрату расстояния, то плотность будет обратно про​порциональна кубу расстояния. Если вообразить, что куб сжимающей силы пропорционален пятой степени плотности и притяжение обратно пропорцио​нально квадрату расстояния, то плотность будет обратно пропорциональна полуторной степени расстояния. Если вообразить, что сжимающая сила про​порциональна квадрату плотности, притяжение же обратно пропорционально квадрату расстояния, то плотность будет обратно пропорциональна расстоя​нию. Перебирать все случаи слишком долго. Впрочем, опытами установлено,
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что плотность воздуха или в точности пропорциональна давлению, или весьма к тому близка, поэтому плотность воздуха в земной атмосфере пропорцио​нальна весу всего накрывающего воздуха, т. е. высоте ртути в барометре.

Предложение XXIII. Теорема ХVIII
Если плотность жидкости, состоящей из взаимно отталкивающихся частиц, пропорциональна сжимающему давлению, то отталкивательные силы частиц обратно пропорциональны расстояниям между их центрами. Наоборот, частицы, отталкивающиеся взаимно с си​лами, обратно пропорциональными расстояниям между своими центрами, образуют упругую жид​кость, плотность которой пропорциональна да​влению.
Предполагается, что жидкость заключается в ку​бическом пространстве АСЕ и затем сдавливанием приводится в меньшее кубическое же пространство асе (фиг. 164). Расстояния частиц, занимающих сход​ственное положение в обоих пространствах, будут пропорциональны сторонам АВ и ab кубов, плотно​сти же жидкости обратно пропорциональны объемам АВ2 и аb2. На грани ABCD большего куба берется квадрат DP, равный грани db меньшего куба; по предположению давление, с которым ква​драт DP действует на жидкость в большом кубе, относится к давлению, с которым квадрат db действует на жидкость, заключенную в малом кубе, как плотности жидкости, т. е. как аb3:АВ3. Но полное давление, с кото​рым квадрат DB действует на заключенную в большом кубе жидкость, относится к полному давлению на нее квадрата DP, как DB2:DP2, т. е. как АВ2:аb2. Следовательно, полное давление, с которым квадрат DB действует на жидкость, относится к давлению на нее квадрата db, как аb:АВ. Пусть жидкость разделяется плоскостями FGH и fgh, проведен​ными через кубы, на две части; эти части оказывают друг на друга такие же полные давления, как и на грани АС и ас, т. е. относящиеся друг к другу аb:АВ, поэтому и отталкивательные силы, которыми эти давления под​держиваются, находятся в том же отношении. Ибо вследствие одинако​вости как числа частиц, так и их положения в каждом из кубов, силы, с которыми все частицы действуют друг на друга через плоскости FGH и fgh, пропорциональны силе, с которою каждая отдельная частица действует на отдельную же. Следовательно, силы, с которыми отдельная
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 частица действует на отдельную через плоскость FGH большего куба, относится к силе действия отдельной частицы на отдельную через пло​скость fgh меньшего куба, как аb:АВ, т. е. обратно пропорционально расстоянию между частицами.

Наоборот, если силы взаимодействия двух отдельных частиц обратно пропорциональны расстоянию, т. е. обратно пропорциональны сторонам кубов АВ и аb, то и суммы сил будут находиться и том же отношении, и давления граней DB и db будут в отношении сумм сил, т. е. давление ква​драта DP к давлению грани DB, как ab2:АВ2, следовательно давление квадрата DP к давлению грани db, как ab2:AB2, т. е. что сжимающие давления пропорциональны плотностям.

ПОУЧЕНИЕ
На основании такого же рассуждения, если отталкивательные силы частиц обратно пропорциональны квадрату расстояний между их центрами, то кубы сжимающих сил будут пропорциональны четвертым степеням плотностей. Если отталкивательные силы будут обратно пропорциональны кубам или четвертым степеням расстояний, то кубы давлений будут про​порциональны или пятым, или шестым степеням плотностей. Вообще, если обозначить через D — расстояние и через Е — плотность сжимаемой жидко​сти и принять, что отталкивательные силы частиц обратно пропорциональны n-ой степени расстояний, т. е. Dn, то давления будут пропорциональны

степени (n+2)/3, т. е. Е(n+2)/3 , и наоборот. Все это относится до действия между

частицами таких отталкивательных сил, которые ограничиваются лишь ближайшими частицами и не распространяются далеко за них. Пример имеем в телах магнитных. Их притягательная сила почти ограничивается телами такого же рода, с ними смежными. Действие магнита суживается, если проложить железную пластинку, и почти ограничивается этой пластин​кою, ибо расположенные за нею тела не столько притягиваются самим ма​гнитом, сколь этою пластинкою. Подобно этому, если частицы отталкивают другие близкие к ним, на более же отдаленные не оказывают никакого действия, то жидкость, составленная из таких частиц, и рассматривалась

в этом предложении. Если же действие частиц распространяется до бесконечности, то потребуется бо'льшая сила для одинакового уплотнения большего количества жидкости. Состоят ли жидкости на самом деле из взаимно отталкивающихся частиц, — есть вопрос физический. Мы доказали матема​тически свойства жидкостей, состоящих из таких частиц, и предоставляем физикам повод исследовать этот вопрос.
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ОТДЕЛ VI 

О ДВИЖЕНИИ МАЯТНИКОВ ПРИ СОПРОТИВЛЕНИИ
Предложение XXIV. Теорема XIX
Массы маятников, у которых расстояния центра качания до центра подвеса одинаковы, относятся между собою, как произведение весов маят​ников на квадраты времен их размахов в пустоте.
Скорость, которую данная сила может сообщить данной массе в за​данное время, пропорциональна силе и обратно пропорциональна массе. Чем больше сила, чем больше время и чем меньше масса, тем бо'льшая будет сообщена скорость. Это следует из второго закона движения. Если маятники одинаковой длины, то движущие силы при одинаковом отклоне​нии от вертикали пропорциональны весу; пусть два тела при качании описывают равные дуги и эти дуги подразделены на равные части; так как времена описания каждой из сходственных частей этих дуг пропор​циональны полным временам размахов, скорости же при прохождении через сходственные части дуг прямо пропорциональны движущим силам и полным временам качаний и обратно пропорциональны массам, то массы прямо пропорциональны силам и временам качаний и обратно пропорцио​нальны скоростям. Но скорости обратно пропорциональны временам, сле​довательно величины, которые прямо пропорциональны времени и обратно пропорциональны скорости, пропорциональны квадрату времени; поэтому массы пропорциональны движущим силам и квадратам времени, т. е. весам маятников и квадратам времени размахов.

Следствие 1. Поэтому, когда времена качаний одинаковы, то массы тел относятся как веса.

Следствие 2. Если веса равны, то массы относятся, как квадраты времен.

Следствие 3. Если массы равны, то веса обратно пропорциональны квадратам времен.

Следствие 4. Так как квадраты времен при прочих равных условиях пропорциональны длинам маятников, то если времена и массы равны, то веса пропорциональны длинам маятников.

Следствие 5. Вообще, масса маятника прямо пропорциональна его весу и квадрату времени качания и обратно пропорциональна длине.

Следствие 6. В среде, сопротивления не оказывающей, масса маятника прямо пропорциональна кажущемуся весу и квадрату времени и обратно
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пропорциональна длине маятника. Ибо, как объяснено выше, кажущийся вес есть движущая сила во всякой тяжелой среде, поэтому, когда эта среда сопротивления не оказывает, он представляет то же самое, что и абсо​лютный вес в пустоте.

Следствие 7. Отсюда следует способ как для сравнения между собою тел по отношению к их массам, так и для сравнения веса того же тела в разных местах, чтобы исследовать изменения силы тяжести. По некото​рым, произведенным точнейшим образом, опытам я нашел, что масса вся​кого тела всегда пропорциональна его весу.152
Предложение XXV. Теорема XX
Маятники, испытывающие в какой-либо среде постоянное сопроти​вление, и маятники, которые качаются в среде того же удельного веса, но сопротивления не оказы​вающей, совершают свои размахи по циклоиде в одинаковое время и од​новременно описывают пропорциональные ча​сти дуг своих качаний.
Пусть AВ (фиг. 165) есть дуга циклоиды, описываемой телом D в продолжение некото​рого времени при кача​нии в среде несопротивляющейся.

Разделим эту дугу точкою С пополам, так что эта точка будет самая низшая точка дуги; тогда ускорительная сила, действующая на тело в точках В, d или Е, пропорциональна длине дуг CD, Cd или СЕ. Пред​ставим эту силу этою длиною дуги; так как сопротивление постоянное, то пусть оно представляется постоянною дугою СО; возьмем дугу Od так, чтобы было

Od:CD=OB:CB.
Так как в среде сопротивляющейся сила, ускоряющая тело в точке d, есть избыток силы Cd над сопротивлением СО, то она будет представляться
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152 Краткое описание этих опытов см. ниже — книга III, предложение VI.
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дугою Od и, значит, относится к силе, действующей на тело в точке D в среде не сопротивляющейся, как дуга Od к дуге CD; по этому же самому в точке В будет — как дуга ОВ к дуге CD. Таким образом, если два тела D и d выйдут из точки В и будут подвергаться действию этих сил, то так как эти силы при начале движения относятся между собою, как дуга СВ к дуге ОВ, скорости при самом начале движения и пройденные в нем пути будут находиться в этом же отношении. Пусть эти дуги суть BD и Bd, тогда и остающиеся дуги CD и Od будут находиться в том же отношении, значит и силы, этим дугам CD и Od пропорциональные, оста​нутся в этом же отношении, как и при самом начале движения, и тела будут продолжать описывать совместно дуги, находящиеся в этом отно​шении.

Итак, силы, скорости и остающиеся дуги CD и Od будут постоянно пропорциональны полным дугам СВ и ОВ, поэтому эти остающиеся дуги описываются одновременно. Следовательно, оба тела D и d одновременно придут в точки С и О, — одно при движении в среде не сопротивляющейся в точку С, другое в среде сопротивляющейся в точку О. Так как, кроме того, скорости в точках С и О пропорциональны дугам СВ и ОВ, то дуги, которые тела будут одновременно описывать продолжая свое движение, будут находиться в этом же отношении; пусть они суть СЕ и Ое. Сила, которою тело D замедляется в точке Е, пропорциональна СЕ, сила же, которой замедляется тело d в среде сопротивляющейся, в точке е равна сумме силы Се и сопротивления СО, т. е. Ое; следовательно, силы, замед​ляющие тела, относятся, как дуги СЕ и Ое, пропорциональные дугам СВ и ОВ, поэтому и скорости, убывающие в этом отношении, остаются все время в этом постоянном отношении друг к другу. Следовательно, скорости и дуги, с этими скоростями описываемые, все время находятся в этом постоянном отношении длин дуг СВ и ОВ; поэтому, если взять полные дуги АВ и аВ в этом же отношении, то тела D и d будут их описывать со​вместно и одновременно утратят свое движение в точках А и а. Следова​тельно, полные размахи изохронны и совместно описываемые дуги BD, Bd или BE, Be пропорциональны полным размахам ВА, Ва.
Следствие. В сопротивляющейся среде наибольшая скорость движе​ния имеет место не в низшей точке С, а в указанной выше точке О, раз​деляющей дугу аВ пополам, и когда тело после того продолжает свое движение к а, то оно замедляется совершенно так же, как оно ускорялось при своем движении от В до О.
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Предложение XXVI. Теорема XXI
Качания маятников по циклоиде в среде, оказывающей сопротивле​ние, пропорциональное скорости, изохронны.
Ибо, если два тела, равноудаленные от центров подвеса, описывают при качании не равные дуги, то скорости в соответствующих частях этих дуг относятся между собою, как эти полные дуги размахов; сопротивления, пропорциональные скорости, будут также в этом отношении друг к другу. Следовательно, если к движущим силам, происходящим от тяжести, кото​рые пропорциональны этим же дугам, приложить или от них отнять это сопротивление, то разности или суммы будут находиться в том же отно​шении, а так как приращение или уменьшение скорости пропорционально этим суммам или разностям, то скорости все время будут пропорциональны полным дугам размахов. Следовательно, если скорости в каком-либо случае были пропорциональны полным дугам, то они и останутся постоянно в этом же отношении друг к другу. Но в начале движения, когда тела только что начинают опускаться и описывать эти дуги, силы, так как они этим дугам пропорциональны, произведут скорости, им пропорциональные, следова​тельно скорости постоянно будут пропорциональны полным дугам размахов, поэтому эти размахи будут описываться одновременно.

Предложение ХХVII. Теорема XXII
Если маятники испытывают сопротивление, пропорциональное ква​драту скорости, то разности времен их размахов в среде сопротивляю​щейся и в среде того же удельного веса, но не сопротивляющейся, будут приблизительно пропорциональны величине размахов.
Когда два одинаковых маятника совершают в сопротивляющейся среде размахи неравной величины А и В, то сопротивление тела, описы​вающего дугу А, относится к сопротивлению в соответствующей части дуги В, как квадраты скоростей, т. е. приблизительно как А2:В2 Если бы сопротивление на дуге В относилось бы к сопротивлению на дуге А, как А•В:А2, то по предыдущему предложению времена размахов по дуге В и по дуге А были бы между собою равны. Поэтому сопротивление А2 на дуге А, соответствующее сопротивлению А•В на дуге В, производит уве​личение времени размаха по дуге А по сравнению с таковым же в среде несопротивляющейся; точно так же сопротивление В2 производит уве​личение времени размаха по дуге В по сравнению с таковым в среде, не оказывающей сопротивления. Но эти увеличения приблизительно
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пропорциональны производящим их силам, т. е. А•B и В2, или, что то же, дугам А и B.
Следствие 1. Таким образом по временам размахов различной вели​чины, совершаемых в сопротивляющейся среде, можно узнать время раз​маха в среде того же удельного веса, не оказывающей сопротивления. Ибо разность времен будет так относиться к избытку времени качания по мень​шей дуге по сравнению с таковым же в среде не сопротивляющейся, как разность величины размахов к меньшему из них.

Следствие 2. Малые размахи более близки к изохронности, нежели большие, самые же малые совершаются в сопротивляющейся среде во время, весьма близкое к тому, как и в среде, сопротивления не оказываю​щей. Времена размахов, совершающихся по большего протяжения дуге, немного продолжительнее, оттого что сопротивление при движении тела вниз, увеличивающее продолжительность размаха, вследствие большей длины описанной дуги больше сопротивления при последующем движении вверх, которым эта продолжительность сокращается. Кроме того, как время малых размахов, так и больших, несколько удлиняется вследствие движения самой среды. Ибо тела при замедляющемся движении испыты​вают немного меньшее сопротивление, движущиеся же, ускоряясь, немного большее того, которое соответствовало бы их скорости при равномерном движении; это происходит потому, что в первом случае среда, вследствие воспринятого ею от тела движения, направленного в одну сторону с дви​жением тела, более тесно за телом следует, во втором случае — менее, и поэтому более или менее согласуется с движением тела. Вследствие этого маятники при движении вниз испытывают большее сопротивление, при дви​жении вверх — меньшее, нежели соответствующее скорости, и от обеих причин время размаха удлиняется.

Предложение XXVIII. Теорема ХХIII
Если колеблющийся по циклоиде маятник испытывает постоянное сопротивление, то оно так относится к силе тяжести, как разность между полною длиною дуги нисходящей части размаха и следующей за нею восходящей относится к удвоенной длине маятника.
Пусть BС представляет (фиг. 165) дугу нисходящей части размаха, Са — восходящей, Аа — их разность; на основании установленного и дока​занного в предложении XXV, отношение силы, ускоряющей колеблющееся тело в каком-либо его положении D, к силе сопротивления равно отноше​нию длины дуги CD к длине дуги СО, равной половине сказанной разности.
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Поэтому сила, ускоряющая тело в начале циклоиды, т. е. в высшей ее точке Z, где эта сила равна полной силе тяжести, относится к сопротивле​нию, как длина дуги ZC циклоиды между этой высшею и самою низшею ее точками относится к дуге СО или, удваивая оба члена последнего отно​шения, как полная длина циклоиды, т. е. удвоенная длина маятника, к дуге Аа.
Предложение XXIX. Задача VI
Предполагая, что колеблющееся по циклоиде тело испытывает со​противление, пропорциональное квадрату скорости, найти величину со​противления в каждом отдельном месте.
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Пусть Ва— полная величина размаха (фиг. 166), С — нижняя точка циклоиды, CZ — половина полной ее дуги, равная длине маятника; требуется определить сопротивление, испытываемое телом в каком-либо месте D. На неограниченной прямой OQ берутся точки О, S, Р, Q так, как будет указано ниже, и восставляются перпендикуляры OK, ST, PJ, QE; на асимптотах OQ и ОК строится гипербола TJGE, пересекающая перпенди​куляры ST, PJ, QE в точках Т, J, Е; через точку J проводится прямая KF, параллельная асимптоте OQ, пересекающая асимптоту ОК в К, перпен​дикуляры же ST и QE — в L и F. Точки О, S, Р и Q надо взять так, чтобы отношение гиперболической площади PJEQ к гиперболической площади PJTS равнялось бы отношению длины дуги нисходящей части размаха ВС к длине дуги восходящей части Са и чтобы площадь JEF относилась к площади JLT, как OQ к OS. Затем перпендикуляром MN отсекается гиперболическая площадь PJNM, так относящаяся к гиперболической площади PJEQ, как дуга CZ к дуге ВС. Если затем перпендикуля-
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ром EG отсечь гиперболическую площадь PJGR, которая относится к пло​щади PJEQ, как произвольно взятая дуга CD относится к дуге ВС, то сопротивление в точке D будет относиться к силе тяжести, как площадь153
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________________________

153 Чтобы пояснить приведенное в тексте решение, сопоставим его со следующим, в котором выкладки расположены так, чтобы они соответствовали даваемым в тексте геометрическим представлениям.

Пусть будет: m — масса маятника, l — длина его, равная длине СZ одной полуветви циклоиды, g — ускорение силы тяжести, b=СB — начальное отклонение маятника, а=Ca — его отклонение в конце первого размаха, s=CD — отклонение в какой-либо момент t,v — ско​рость в этот момент и R=1/2kmv2 — сопротивление.

Уравнение движения маятника будет
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 (1)

причем знак + надо брать, когда ds/dt<0, и знак — когда ds/dt>0.

Дуги считаются положительными от С к В, тогда, полагая g/l=n, получим для первого полуразмаха уравнение
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Но
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так что
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следовательно
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и уравнение (2) напишется
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 (3)

Полагая 1/2v2 =u, приникая s — за переменную независимую и обозначав du/ds через u', имеем
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Откуда следует
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 (5) 
причем
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Для определения постоянной произвольной С имеем условие, что при s=b величина u=0, т. е.
[image: image76.png]



Таким образом будет
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Происходящие от силы тяжести силы, которыми тело ускоряется в точках Z, В, D и а, пропорциональны длинам дуг CZ, СB, CD, Ca, эти же длины пропорциональны площадям PJNM, PJEQ, PJGR, PJTS, поэтому можно представить и силы и дуги этими площадями. Пусть, кроме того, Dd есть весьма малое пространство, пройденное телом при

__________________________

Но сила сопротивления
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вес же тела

[image: image79.png]= mnl;
mg =




заменив A и В их значениями, получим

[image: image80.png]) : ‘k"_b’_.k+1—1u+1)eh'—%_

L]





Обратимся теперь к решению Ньютона. Примем точку О за начало координат, прямую МО — за ось ( и прямую ОК — за ось ( и положим:
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тогда уравнение гиперболы TJGEN будет
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и упоминаемые в доказательстве площади будут:
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Между этими площадями устанавливаются соотношения, которые выражаются сле​дующими уравнениями:
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 (9)

Пусть будет logq/p=(, тогда из последней пропорции имеем
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нисходящем движении; представим его весьма малою площадкою RGgr, за​ключенной между параллельными RG и rg, продолжим rg до h, тогда GHhg и RGgr будут одновременными уменьшениями площадей JGH и PJGR.
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 отношение его к уменьшению RGgr площади PJGQ, т. е. к Br•BG, равно
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что можно написать так:
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на основании равенств
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и уравнения (9) примут следующий вид:
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и отношение силы сопротивления к силе тяжести, равное
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будет
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величина ( пока произвольная; стоит только взять
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 (13) 
и мы получим, что предыдущее отношение равно
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Соотношение (13) Ньютон не пишет, а заменяет его уравнением (12), определяющим величину ( по отношению a/b отклонений маятника от нижней точки С циклоиды.
— 401 — предыдущее отношение равно
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поэтому, если площадь[image: image99.png]OR
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обозначить через Y, уменьшение же RGgr площади PJGR положить постоянным,154 то приращение Y будет пропорционально PJGR—Y.
Если обозначить через V — действующую на тело в точке D по каса​тельной пропорциональную дуге CD слагающую силы тяжести и через R— сопротивление, то разность V—R представит силу, ускоряющую тело в точке D; следовательно, приращение скорости пропорционально этой силе V—R и тому промежуточку времени, в продолжение коего оно происходит, самая же скорость прямо пропорциональна одновременно с тем происходящему приращению пройденного пространства и обратно пропор​циональна сказанному промежуточку времени. Так как, по предположению, сопротивление пропорционально квадрату скорости, то приращение сопроти​вления (по лем. II) пропорционально произведению скорости на приращение ее, т. е. пропорционально произведению приращений пройденного простран​ства на V—R, принимая же приращение пройденного пространства посто​янным — величине V—R. Если написать вместо V площадь PJGR, которой она представляется, и представить сопротивление R какою-либо другою площадью Z, то приращение сопротивления будет пропорционально PJGR—Z.
Следовательно, когда площадь PJGR будет равномерно убывать от отнятия постоянных бесконечно малых ее уменьшений, площадь Y будет возрастать пропорционально PJGR—Y, и площадь Z — пропорционально PJGR —Z, поэтому, если площади Y и Z вначале равны и начинаются совместно, то от приложения равных бесконечно малых приращений они будут продолжать быть равными, а также при убывании от отнятия рав​ных бесконечно малых уменьшений они совместно уничтожаются. И обратно, если они одновременно начинаются и одновременно уничтожаются, то они будут иметь постоянно равные бесконечно малые приращения и будут все время между собою равны. Это происходит потому, что при увеличении

____________________

154 Этим условием постоянства бесконечно малого приращения (или, как его Ньютон называет, уменьшения, ибо оно отрицательное) площади PJGR эта площадь принимается в дифференциальном уравнении за переменную независимую: по предположению же эта пло​щадь пропорциональна дуге s. значит это условие равносильно тому, что в преобразованном к виду (3) уравнении (2) дуга s принимается за переменную независимую.

Это уравнение не пишется в виде формулы, а излагается далее словами.
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сопротивления Z как скорость, так и дуга Са, на которую тело подни​мается, уменьшаются, точка а, в которой движение прекращается, прибли​жается к точке С и сопротивление уничтожается ранее, нежели площадь Y. Обратное имеет место, если сопротивление Z уменьшить.

Но площадь Z начинается и исчезает там, где сопротивление равно нулю, т. е. при начале движения, когда дуга CD равна дуге СВ и прямая RG совпадает с прямою QE, и в конце движения, когда дуга CD равна дуге Са и RG совпадает с ST. Площадь Y или OR•JEF/OQ—JGH начи​нается и исчезает там, где она равна нулю, т. е. там, где
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т. е. (по построению) когда прямая RG поочередно совпадает с прямыми QE и ST, поэтому сказанные площади начинаются и уничтожаются со​вместно и, следовательно, между собою постоянно равны. Значит, площадь
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и так как величина Z представляет сопротивление, то отношение предыду​щей площади к площади PJNM, представляющей силу тяжести, равно отношению сопротивления к силе тяжести.

Следствие 1. Отношение сопротивления в низшей точке С к силе

тяжести равно отношению OR•JEF/OQ к площади PJNM.
Следствие 2. Сопротивление наибольшее там, где площадь PJHR относится к площади JEF, как OR к OQ, ибо в этом случае его беско​нечно малое приращение PJGR—Y обращается в нуль.

Следствие 3. Таким образом может быть определяема скорость в отдельных местах, ибо она пропорциональна корню квадратному из сопротивления и в самом начале движения равна скорости тела, колеблю​щегося по той же циклоиде без сопротивления.

Впрочем, в виду того, что вычисление для нахождения по этому предложению сопротивления и скорости трудно, добавляется следующее предложение.

Предложение XXX. Теорема XXIV.
Если прямая аВ равна длине дуги циклоиды, описываемой телом при его качаниях, и по перпендикулярам DK, восставленным в ка​ждой отдельной точке D этой прямой, откладывать длины, коих отно​шение к длине маятника равно отношению сопротивления, испытываемого
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телом в момент прохождения через соответствующую точку дуги, к силе тяжести, то я утверждаю, что разность между длиною дуги, описываемой телом на нисходящей части размаха, и длиною дуги, описываемой на следующей затем восходящей, будучи умножена на полусумму этих дуг, равна площади ВКа. образуемой перпендикуля​рами DК.
Пусть длина дуги циклоиды, описываемая при полном размахе, пред​ставляется (фиг. 167) равною ей длиною аВ, длина же дуги, которая была бы описана в пустоте, — длиною АВ. Точка С, середина дуги АВ, представит низшую точку циклоиды, и длина CD бу​дет пропорциональна со​ставляющей силы тяже​сти, действующей на тело в точке D по направлению касательной к циклоиде, отношение этой длины к длине маятника равно от​ношению этой силы к силе тяжести. Поэтому эту силу будем представлять длиною GD, силу же тяжести — длиною маятника; если же откладывать по DE длину DК, которая относится к длине маят​ника, как сопротивление к тяжести, то DК будет представлять сопротивление. Центром С и радиусом CA или СВ описывается полукруг ВEeА. Когда тело, двигаясь в пустоте, описывает в весьма малый промежуток времени весьма малое пространство Dd, то перпендикуляры DE и De, восставлен​ные в точках D и d и пересекающие полуокружность в Е и е, пропор​циональны скорости, которою обладает при прохождении через точки D и d опускающееся из В тело, качаясь в пустоте (предл. LII кн. I).
Пусть эти перпендикуляры СЕ и de и представляют сказанные ско​рости, и пусть DF представляет скорость, которою обладает в точке D тело, опускающееся из B в сопротивляющейся среде. Если точкою С, как центром, и радиусом CF описать круг FfM, пересекающий прямые de и АВ в f и M, то М будет тем крайним положением, до которого тело достигло бы затем без сопротивления, и df была его скорость в точке d. Поэтому, если Fg представляет бесконечно малое приращение скорости, утрачиваемое телом вследствие сопротивления среды при описании весьма малого пути Dd, то, взяв CN=Cg, получим в N место тела, до которого
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оно затем достигло бы без сопротивления, и MN представляет утрату в дуге восхождения, происходящую вследствие сказанной утраты скорости. На Df опускается перпендикуляр Fm; отношение уменьшения Fg скорости DF, производимого сопротивлением DK, к приращению fm ско​рости, производимому силою CD, равно отношению самих сил DК к СD. Из подобия же треугольников Fmf, Fhg, FDC следует

fm:Fm=fm:Dd=CD:DF.
Но, как сказано,

Fg:Fm=DK:CD
а так как Fm=Dd, 

то из этих пропорций имеем

Fg:Dd=DK:DF. 

Точно так же

Fh:Fg=DF:CF 

а так как

Fh=MN и CF=CM 

то будет

MN•СМ=Dd•DК
Следовательно, сумма всех MN•СМ равна сумме всех DK•Dd.
Вообрази, что через подвижную точку М постоянно проводится ордината, по которой откладывается длина, равная СМ, и которая непре​рывным движением переходит от А до а; площадь трапеции, описываемая

этою ординатою, равная площади прямоугольника 1/2аВ•Аа, будет равна

сумме всех произведений СМ•MN, т. е. и сумме всех произведений DK•Dd, а значит, и площади155 кривой BKVTa.
_________________
155 Изложенное в этом предложении рассуждение равносильно следующему: обозначим через m — массу маятника, R — сопротивление, на него действующее, через b — его на​чальное отклонение СВ и через а — его отклонение Са при конце первого размаха.

Уравнение движения маятника будет
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которое можно написать в таком виде:
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Следствие. Таким образом по закону сопротивления и разности Аа дуг СВ —Са можно вывести приближенную величину отношения силы сопротивления к силе тяжести.

Так, если сопротивление DK— постоянное, то фигура ВКТа будет прямоугольником, коего основание Ва и высота DK, и так как произве​дение 1/2Ва•Аа равно площади этого прямоугольника, т. е. Ba•DK, то

DK равно 1/2Аа. Так как DK представляет сопротивление, когда сила

тяжести представляется длиною маятника, то отношение сопротивления

к тяжести равно отношению 1/2Аа к длине маятника, согласно с доказанным в предложении XXVIII.
Если сопротивление пропорционально скорости, то фигура ВКТа весьма близка к эллипсу. Ибо, когда тело в среде без сопротивления опи​сывает при полном размахе дугу АВ, то его скорость в любом месте D пропорциональна ординате DE круга, описанного на диаметре АВ.
Так как длины Ва в среде сопротивляющейся и ВА в среде без сопротивления описываются приблизительно в одинаковое время, то ско​рость в каждой отдельной точке Ва относится к скорости в соответствую​щей точке ВА, как Ва к ВА, значит скорость в точке D при движении в сопротивляющейся среде будет пропорциональна ординате круга или эллипса, описанного на диаметре Ва, следовательно фигура BKVTa будет близка к эллипсу. Итак, предполагая, что сопротивление пропорционально скорости, представим длиною ОV сопротивление в средней точке О. Пло​щадь эллипса BRVSa, описанного на полуосях ОB и OV и центр коего О, будет приблизительно равна площади BKVTa и равному ей прямоуголь​нику Аа•ВО. Следовательно, отношение Аа•ВО к OV•ВО равно отно​шению площади этого эллипса к OV•BO, значит Аа относится к OV,
как площадь полукруга к квадрату радиуса, т. е, приблизительно как

11 к 7; таким образом 7/11Аа так относится к длине маятника, как

________________

Умножая первый член этого уравнения на — (ds/dt)•dt, второй и третий на — ds и интегрируя в пределах от s=b до s=—а, получим, заметив, что ds/dt=0, как при s=b, так

и при s=—a:
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Ньютон полагает DK:l=R:mg; предыдущая формула и выражает высказанную теорему.
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сопротивление колеблющегося тела при прохождении через точку О к силе тяжести.

Если сопротивление DK будет пропорционально квадрату скорости, то фигура BKVTa будет близка к параболе, вершина коей есть V и ось

OV; площадь этой фигуры будет приблизительно равна 2/3Ва•OV. 
Следовательно, будет
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т. е.

[image: image107.png]OV==Aa




поэтому сопротивление качающегося тела при прохождении через точку О относится к его тяжести, как 3/4Аа к длине маятника.156
Я считаю, что точность такого рода соображений вполне достаточна для практических приложений, ибо если эллипс или парабола BRVSa совпа​дают с кривою BKVTa в средней точке V и если на одной половине BRV или VSa их ординаты превосходят ординаты кривой, то на другой поло​вине будет наоборот, и таким образом площади приблизительно уравнива​ются.

______________________________________

156 Эти соображения основаны на. предположении, что сопротивление среды настолько мало, что можно считать скорость при движении в среде сопротивляющейся такою же, как в той же точке при движении без сопротивления.

Сохраняя обозначения предыдущего примечания, имеем при R=0:
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Умножив на — (dsdt)•dt=—ds и интегрируя в пределах от s=b до s=s, получим
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Если сопротивление R пропорционально v, то будет
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т. е. кривая BKVa есть эллипс.

Если сопротивление R пропорционально v2 то будет
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т. е. кривая BKVa есть парабола.
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Предложение XXXI. Теорема ХХV
Если сопротивление, испытываемое качающимся телом в каждой отдельной части описываемой им дуги, будет увеличено или уменьшено в постоянном отношении, то и разность между длиною дуги нисходящей части его размаха и следующей за нею восходящей увеличится или умень​шится в том же отношении.
Так как эта разность происходит от утраты скорости маятника вслед​ствие сопротивления среды, то она пропорциональна как этой утрате, так и пропорциональному утрате сопротивлению. В предыдущем предложении

показано, что произведение 1/2аВ•Аа, где Аа есть разность упомянутых дуг СВ—Са, равно площади ВКТа, площадь же эта, если сохранять основание аВ, увеличивается или уменьшается в том же отношении, как и ординаты DK, т. е. пропорционально сопротивлению, следовательно эта площадь пропорциональна длине аВ и сопротивлению, значит произведе​ние 1/2аВ•Аа пропорционально сопротивлению и аВ, следовательно Аа
пропорционально сопротивлению.

Следствие 1. Если сопротивление пропорционально скорости, то раз​ность дуг в той же среде пропорциональна полной величине размаха, и наоборот.

Следствие 2. Если сопротивление пропорционально квадрату скоро​сти, то разность дуг будет пропорциональна квадрату величины полного размаха, и обратно.

Следствие 3. Вообще, если сопротивление пропорционально кубу или какой-либо иной степени скорости, то и сказанная разность будет пропор​циональна той же степени величины полного размаха, и обратно.

Следствие 4. Если сопротивление частью пропорционально первой степени скорости, частью второй, то разность будет также частью пропор​циональна первой степени величины полного размаха, частью второй, и обратно. Вообще закон, выражающий зависимость сопротивления от ско​рости, таков же, как и закон зависимости разности дуг от полной величины размаха.157
________________________

157 Как эта теорема, так и ее следствия имеют место лишь при упомянутом в преды​дущем предложении допущении.

В самом деле, предполагая, что сопротивление пропорционально n-ой степени скорости и что оно настолько мало, что при каждом отдельном размахе можно скорость принимать
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Следствие 5. Следовательно, когда маятник последовательно совер​шает неравной величины размахи, то можно найти зависимость возрастания или убывания сказанной разности вместе с величиною размаха; по этой зависимости получится затем и зависимость сопротивления от скорости.

ОБЩЕЕ ПОУЧЕНИЕ
На основании этих предложений, по качаниям маятников в сопро​тивляющейся среде можно найти сопротивление среды.

Я, на основании этого, исследовал сопротивление воздуха при помощи следующих опытов.

Я подвесил к прочному крюку на тонкой нити деревянный шар, вес

коего был 577/22 римских унций158 и диаметр 67/8 англ. дюймов, так что 

__________________

равной той, которую маятник имел бы в этой точке, качаясь в пустоте, на основании равенства (3) имеем
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причем k есть некоторая постоянная: за величину v можно принять 
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или, как делает Ньютон,
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где с=(b+a)/2 и тогда предыдущее уравнение заменится таким:
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в котором k1 есть некоторая постоянная. Полагая s=сz, имеем
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где К — постоянная, а так как разность b—а предполагается малой, то вместо с можно написать b, и тогда будет
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Очевидно, что когда сопротивление R представляется суммою членов вида
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то уменьшение величины размаха представляется суммою вида
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158 Римская унция есть 1/12 англ. фунта troy, т. е. аптекарского, равная 480 гранам, что равно 31.1035 грамму.
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расстояние между крюком и центром качания шара было 101/2 футов;

на нити я отметил точку в расстоянии 10 футов 1 дюйма от центра подвеса, и против этой точки я установил линейку, разделенную на дюймы, по кото​рой я и замечал длины дуг, описываемых маятником. 159
Затем я сосчитывал число размахов, после которого маятник утра​чивал восьмую часть величины своего размаха. Например, когда маятник отводился от отвеса на 2 дюйма и пускался так, что полная величина дуги нисходящей части размаха была равна 2 дюймам, полная же величина первого размаха составляла почти 4 дюйма, то после 164 качаний он утра​чивал восьмую часть величины своего размаха, и при последнем размахе

длина восходящей части составляла 13/4 дюйма. Когда при первом размахе

нисходящая часть дуги составляла 4 дюйма, то он утрачивал восьмую часть после 121 размаха, причем восходящая часть последнего размаха

составляла 31/2 дюйма. Когда маятник при первом размахе описывал дугу

в 8, 16, 32, 64 дюйма, то он утрачивал восьмую часть размаха после

69, 351/2, 181/2, 92/3 размахов. Следовательно, разность длин нисходящей

дуги при первом размахе и восходящей при последнем составляла соответ​ственно в первом, втором, третьем, четвертом, пятом и шестом случаях:

1/4, 1/2, 1, 2, 4, 8 дюймов. Если эти разности разделить на соответствую​щее каждому случаю число размахов, то при средней величине размаха,

при котором проходится дуга в 33/4, 71/2, 15, 30, 60, 120 дюймов, разность восходящей и нисходящей части составит: 1/656, 1/242, 1/69, 4/71, 8/37, 

24/29 дюйма.

Эти величины для больших размахов приблизительно пропорцио​нальны квадратам самих размахов, для меньших — немного больше, нежели первой степени их, поэтому (см. след. 2 предл. XXXI) сопротивление шара, когда он движется быстрее, пропорционально квадрату скорости, когда же медленнее, то — немного более, нежели первой ее степени.

_______________

159 По моей просьбе, в Опытовом судостроительном бассейне были произведены С. В. Вяхиревым опыты, подобные описанным Ньютоном, причем был взят шар указанных

им веса и размеров и подвергнут качаниях на нити длиною 101/2 футов. Запись величины

размахов производилась фотоэлектрическим способом с весьма большою точностью. Подробное описание этих опытов и полученных результатов помещено в конце этой книги.
— 410 —

Пусть V означает наибольшую скорость при каком-либо размахе, и А, В, С — постоянные величины; допустим, что разность восходящей и нисходящей дуги выражается так:

AV+BV3/2+CV2.
Так как при движении по циклоиде наибольшие скорости пропорцио​нальны половинам длин дуг, описываемых качающимся телом, при движе​нии же по кругу — хордам этих половинных дуг, то при равных длинах дуг скорость для циклоиды больше, нежели для круга, в отношении этих поло​винных дуг к их хордам, времена же качаний по кругу больше, нежели по циклоиде, в отношении, обратном отношению скоростей; отсюда следует, что разности дуг (которые пропорциональны сопротивлению и квадрату времени) будут приблизительно одинаковы для обеих кривых, ибо эти раз​ности для циклоиды надо, с одной стороны, увеличить вместе с сопротивле​нием приблизительно пропорционально квадрату отношения дуги к хорде, так как скорость увеличивается в этом отношении, с другой стороны, надо их уменьшить пропорционально квадрату времена, т. е. тоже пропорцио​нально квадрату отношения дуги к хорде. Таким образом, если сделать приведение к циклоиде, то надо принимать разности такими же, как и на​блюденные для круга, наибольшие же скорости надо полагать пропорцио​нальными или половинным, или целым дугам размахов, т. е. числам 1/2, 1, 2,

4, 8, 16. Подставим поэтому для случаев второго, четвертого и шестого вместо V числа 1, 4 и 16, тогда получатся следующие уравнения, выра​жающие разности дуг:
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из которых находим:

А=0.0000916; B=0.0010847; С=0.0029558. Следовательно, разность дуг пропорциональна

0.0000916V+0.0010847V3/2+0.0029558V2.

— 411 —

Так как по следствию предложения XXX, прилагаемому к этому случаю, сопротивление шара посредине описываемой при качаниях дуги, где ско​рость есть V, относится к его весу, как количество
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относится к длине маятника, то, если написать вместо A, В, С выше найденные числа, получится, что отношение сопротивления шара к его весу равно отношению количества

0.0000583V+0.0007593V3/2+ 0.0022169V2
к длине нити между центром подвеса и линейкою, т. е. к 121 дюйму.

Так как V во втором случае положено равным 1, в четвертом 4 и в шестом 16, то отношение сопротивления к весу шара составит во вто​ром случае 0.0030347 к 121, в четвертом 0.041748 к 121 и в шестом 0.61705 к 121.

Дуга, описываемая отмеченною на нити точкою, в шестом случае

составляла[image: image122.png]


 дюймов, а так как радиус составлял

121 дюйм, длина же маятника между точкою подвеса и центром шара 126 дюймов, то дуга, описываемая центром шара, составляла 1243/31 дюйма. Затем наибольшая скорость колеблющегося тела, вследствие сопротивле​ния воздуха, приходится не в низшей точке описываемой дуги, а весьма близко к середине этой дуги; эта наибольшая скорость будет приблизи​тельно такова, как будто бы тело в среде не сопротивляющейся описало

нисходящий полуразмах, равный сказанной половине дуги, т. е. 623/62 дюйма.

Все это относится до движения по циклоиде, к которому приводится, как указано выше, движение маятника, поэтому эта скорость будет равна той скорости, которую тело могло бы приобрести падая с высоты, равной синусу верзусу сказанной дуги. Но этот синус верзус относится для циклоиды к дуге ее 623/62, как эта дуга к удвоенной длине маятника 252,

следовательно равен 15.278 дюймам. Таким образом скорость равна той, которую тело может приобрести при свободном падении с высоты 15.278 дюймов. Следовательно, при такой скорости шар испытывает сопро​тивление, относящееся к его весу, как 0.61705 к 121 или же (если рас​сматривать лишь ту часть сопротивления, которая пропорциональна квадрату скорости) как 0.56752 к 121.
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Гидростатическим испытанием я нашел, что вес этого деревянного шара относился к весу такого же объема воды, как 55 к 97, и так как 121 к 213.4 находится в том же отношении, то сопротивление водяного шара, движущегося с указанной выше скоростью, относилось бы к его весу, как 0.56752 к 213.4, т. е. как 1 к 376.02. Так как вес этого водя​ного шара в продолжение того времени, в течение коего шар, двигаясь с указанною скоростью, равномерно прошел бы путь в 30.556 дюймов, образовал бы при падении шара эту самую скорость, то очевидно, что продолженное и постоянное сопротивление в продолжение этого времени

могло бы поглотить скорость, в 376.02 раз меньшую, т. е. 1/376.02 часть

полной скорости. Поэтому в продолжение того времени, в течение коего шар, двигаясь с этой скоростью, равномерно прошел бы путь, равный

длине своего радиуса, т. е. 37/16 дюйма, он утратил бы 1/3342 своего количества движения.

Я просчитывал также число размахов, при котором маятник утра​чивал четвертую часть своего движения. В следующей таблице числа верхней строки означают длины дуг нисходящей части первых размахов в дюймах, числа средней строки — длины дуг восходящей части послед​него размаха, в нижней строке показано число размахов. Я привожу этот опыт, так как он более точен, нежели когда утрачивалась восьмая часть размаха. Расчет пусть попробует произвести, кто пожелает.
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После того я подвесил на той же нити свинцовый шар, диаметром 2 дюйма и весом 261/4 римских унций, так, чтобы расстояние центра

шара до точки подвеса было равно 101/2 футам, и сосчитал число размахов, при котором утрачивалась заданная часть начальной величины их. Первая из следующих двух таблиц показывает число размахов, после которого утрачивалась восьмая часть, вторая — после которого утрачи​валась четвертая часть.
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Выбрав из первой таблицы третье, пятое и седьмое наблюдения и обозначая наибольшие скорости в этих наблюдениях через 1, 4, 16 и вообще через V, как и раньше, получаем следующие уравнения:

[image: image125.png]



Откуда следует:

А=0.001414; В=0.000297; C=0.000879, и значит, отношение сопротивления шара, движущегося со скоростью V, к его весу 261/4 унций выражается формулою

(0.0009V+0.000208V3/2+0.000659V2):121.
Если же будем рассматривать лишь часть сопротивления, пропор​циональную квадрату скорости, то ее отношение к весу шара будет

0.000659V2:121.

Но в первых опытах эта часть сопротивления для деревянного шара

относилась к его весу 577/22 унции, как

0.002217V2:121.

Поэтому сопротивление деревянного шара относится при одинаковых скоростях к сопротивлению свинцового, как
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— 414 — Диаметры этих шаров были 67/8 и 2 дюйма; отношение квадратов

этих диаметров равно 471/4:4 или приблизительно 1113/16:1. Следовательно,

сопротивление шаров, движущихся с одинаковою скоростью, было в мень​шем отношении, нежели квадраты диаметров. Но при этом не принято в соображение сопротивление нити, которое наверное было весьма зна​чительно и которое следовало отнять из полного сопротивления. Я не мог его определить в точности, однако я его нашел бо'льшим, нежели третья часть сопротивления малого маятника, и отсюда вывел, что за вычетом сопротивления нити сопротивление шаров приблизительно пропорционально

квадратам диаметров их, ибо отношение 71/3 —1/3 к 1—1/3 равное

101/2:1, немного отличается от отношения квадратов диаметров 1113/16:1.

Так как сопротивление нити для больших шаров имеет меньшее значение, то я попробовал произвести такой же опыт с шаром, диаметр

которого был 183/4 дюймов. Длина маятника между точкою подвеса и цен​тром качаний была 122.5 дюйма, между точкою подвеса и меткою на нити 109.5 дюймов. Дуга, описываемая меткою при первом размахе вниз, 32 дюйма. Дуга подъема после пяти качаний, описываемая тою же мет​кою, 28 дюймов. Сумма дуг, или величина полного среднего размаха, 60 дюймов. Разность дуг 4 дюйма.

Десятая ее часть, т. е. разность между длиною нисходящей и восхо​дящей части при среднем размахе, составляет 0.4 дюйма. Дуга, описывае​мая центром шара при среднем размахе, будет
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разность длин восходящей и нисходящей ее части
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Если бы увеличить длину маятника в отношении 126 к 122.5, сохра​няя длину дуги размаха, то время размаха увеличилось бы, скорость же маятника уменьшилась бы в отношении корней квадратных из этих чисел.

разность же дуг осталась бы без перемены 0.4475 дюйма. Затем, если

дугу размаха увеличить в отношении 1243/31 к 671/8, то эта разность

0.4476 увеличится в отношении квадратов этих чисел и станет 1.5295.
— 415—

Все это имело бы место, предполагая, что сопротивление пропорцио​нально квадрату скорости. Следовательно, если бы маятник описывал

полные размахи по 1243/31 дюйма и длина его между точкою подвеса

и центром качаний составляла бы 126 дюймов, то разность нисходящей и следующей за нею восходящей части размаха составляла бы 1.5295 дюйма. Эта разность, будучи помножена на вес маятника, соста​влявший 208 унций, дает 318.136. Для первого же маятника с деревянным шаром, описывавшим при своем качании полную дугу в 1243/31 дюйма,

причем расстояние точки его подвеса до центра качаний было 126 дюймов,

разность дуг составляла[image: image129.jpg]


, что, будучи умножено на вес шара

577/22 унций, дает произведение 49.396. Я умножал вышеуказанные разности на веса маятников, чтобы получить их сопротивления, ибо эти раз​ности происходят от сопротивления и прямо ему пропорциональны, весу же они обратно пропорциональны. Следовательно, сопротивления относятся, как числа 318,136:49.396.

Но для меньшего шара часть сопротивления, пропорциональная ква​драту скорости, относилась к полному сопротивлению, как 0.56752 к 0.61675 и, значит, при полном сопротивлении 49.396 составляла 45.453; для большего же шара это сопротивление было почти равно полному его сопротивлению; таким образом отношение этих частей сопротивления

равно 318.136 к 45.453, т. е. 7 к 1. Но диаметры шаров были 183/4
и 67/8 дюймов, отношение их квадратов 3519/16 и 4717/64 приблизительно равно

о 7.438 к 1, т. е. близко к отношению сопротивлений 7:1. Разница этих отношений едва ли больше той, которая могла произойти от сопротивления нити. Следовательно, те части сопротивления, которые для того же шара пропорциональны квадрату скорости, при равных скоростях пропорцио​нальны квадратам диаметров шаров.

Впрочем, больший из шаров, которыми я для этих опытов пользо​вался, не был вполне правилен, и поэтому я в вышеизложенном вычислении для краткости пренебрег разными мелочами, мало озабочиваясь точ​ностью вычисления для недостаточно точного опыта. Но я бы желал — ибо от этого зависит доказательство существования пустоты, — чтобы эти опыты были бы повторены с шарами больших размеров и в большем числе и более правильными. Если взять шары в геометрической прогрессии,
— 416 —

напр. коих диаметры были бы 4. 8, 16, 32 дюйма, то по прогрессии результатов опытов можно будет заключить, что должно иметь место для шаров еще большего размера.

Для сравнения сопротивления различных жидкостей, я произвел сле​дующие испытания. Я изготовил деревянный ящик, длиною 4 фута, шириною и высотою по 1 футу; оставляя его сверху открытым, я напол​нил его ключевой водой и заставлял маятники качаться внутри воды.

Свинцовый шар, диаметром 35/8 дюйма, весивший 1661/6 унций, колебался, как показано в следующей таблице, причем длина нити от точки

подвеса до метки на ней была 126 дюймов, расстояние до центра качаний 1343/8 дюйма.
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При четвертом испытании утрачивалось одинаковое количество дви​жения после 535 размахов в воздухе и 1.2 размаха в воде, но качания в воздухе были немного быстрее, нежели в воде. Если бы качания в воде ускорить в таком отношении, что движение маятников в обеих жидкостях стало бы одинаково быстрым, то число 1.2 качания в воде, при котором утрачивается то же количество движения, сохранится без изменения, ибо сопротивление возросло бы, а квадрат времени уменьшился бы в одинако​вом отношении, равном квадрату вышеупомянутого.

Следовательно, при равных скоростях равные количества движения утрачиваются: в воздухе при 535 качаниях, в воде при 1.2, значит сопротивление маятника в воде относится к его сопротивлению в воздухе, как 535 к 1.2. Таково отношение полных сопротивлений для случая че​твертого столбца.
— 417 —

Обозначим через AV+CV2— разность длин дуг нисходящей и сле​дующей за ней восходящей части размаха, описываемых шаром, коего наибольшая скорость V; так как наибольшая скорость в случае четвертого столбца относится к наибольшей скорости случая столбца первого, как 1 к 8, отношение же соответствующих разностей дуг равно отношению

чисел 2/535 к 16/85.5 или 85.5 к 4280, то положим в этих случаях скорости

равными 85.5 и 4280, примем числа 1 и 8 за разности дуг, тогда полу​чатся уравнения:

85.5=A+C 4280=8A+64С. Откуда следует

C=643/14 А=21/2/7
а так как сопротивление пропорционально

7/11AV+3/4CV2
то оно будет выражаться формулою

136/11V+489/56V2.
Поэтому для случая четвертого столбца, где скорость V=1, полное сопротивление относится к своей части пропорциональной квадрату ско​рости, как

(136/11+489/56):489/56
т. е. как

6112/17:489/56
Отсюда следует, что сопротивление маятника в воде относится к той части его сопротивления в воздухе, которая пропорциональна квадрату скорости и которую только и надо рассматривать при более быстрых движениях, как

6112/17•535 к 11/5•489/56
т. е. как 571 к 1.
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Если бы у маятника, качающегося в воде, была бы погружена и вся нить, то его сопротивление стало бы больше, так что та часть сопротивле​ния маятника в воде, которая пропорциональна квадрату скорости и кото​рую только и надо рассматривать при быстром движении тел, относи​лась бы к таковой же части полного сопротивления того же маятника, качающегося в воздухе, приблизительно как 850 к 1, т. е. как плотность воды к плотности воздуха.

В предыдущем расчете следовало принять лишь ту часть сопро​тивления маятника в воде, которая пропорциональна квадрату скорости, но (что весьма замечательно) сопротивление в воде возрастает в пропорции большей, нежели квадрат скорости. Исследуя это обстоятельство, я напал на мысль, что ящик был слишком узок для шара взятого размера и через это препятствовал движению уступающей шару воды; и действительно, когда был погружен качающийся шар, диаметром в 1 дюйм, то сопро​тивление оказалось весьма близким к квадрату скорости. Этот опыт я произвел, сделав маятник с двумя шарами, из коих нижний и меньший качался в воде, верхний же больший был укреплен на нити близ поверх​ности воды и, двигаясь в воздухе, поддерживал качания маятника более продолжительное время.

Результаты произведенных таким образом опытов даны в следую​щей таблице:
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Для сравнения сопротивлений различных средин, я заставил железные маятники качаться во ртути. Длина железной проволоки была около 3 футов, диаметр шара около одной трети дюйма, причем к проволоке, близко над поверхностью ртути, был прикреплен свинцовый шар достаточной вели​чины, чтобы дольше поддерживать движение маятника. Затем я заполнял сосуд, содержавший около 3 фунтов ртути, последовательно ртутью и простою водою, чтобы, наблюдая поочередно качания маятников в обеих жидкостях, определить отношение сопротивлений: оказалось, что сопроти-
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вление ртути приблизительно в 14 или в 13 раз больше сопротивления воды, т. е. во столько же раз, во сколько ее плотность больше плотности воды. Когда я брал для маятника шары большего диаметра, т. е. около 1/2

или 2/3 дюйма, то сопротивление ртути оказывалось к сопротивлению воды

приблизительно в отношении 12 или 10 к 1. Но первое испытание заслу​живает большего доверия, ибо при последних сосуд был немного узковат для погруженных шаров, — при увеличении шаров надо было увеличивать и размеры сосуда. Я намеревался повторить подобные этому опыты в сосудах большей величины с расплавленными металлами и с различными жидкостями как горячими, так и холодными, но я не имел времени, чтобы все это испытать.

Из описанного же с достаточною ясностью следует, что сопротивле​ние быстро движущихся тел приблизительно пропорционально плотности той жидкости, в которой тела движутся. Я не говорю, что в точности пропорциональны, ибо жидкости более вязкие при одинаковой плотности несомненно оказывают большее сопротивление, нежели жидкости более текучие, так, напр., холодное масло по сравнению с горячим, горячее — большее, нежели дождевая вода, вода — большее, нежели винный спирт. Несомненно, однако, что изложенное правило имеет место с достаточною точностью для жидкостей, которые и на взгляд представляются достаточно разреженными или текучими, как, напр.: воздух, пресная и соленая вода, спирты винный, скипидарный, соляной (соляная кислота), масло, получаемое при перегонке винных дрожжей (сивушное), когда оно подогрето, масло купоросное (серная кислота), ртуть, расплавленные металлы и тому по​добные тела, которые настолько текучи, что после взбалтывания в сосуде долго сохраняют сообщенное движение, при выливании же свободно рас​падаются на капли; в особенности это так, когда опыты производятся над маятниками большими и быстро движущимися.

Есть мнение, что существует некоторая чрезвычайно тонкая эфирная среда, свободно проникающая через поры и промежутки между частицами всяких тел; от такой среды, при течении ее через поры тел, должно было бы происходить сопротивление, поэтому я произвел испытания, чтобы определить, сосредоточено ли полностью сопротивление, испытываемое телами при движении, на их наружной поверхности, или же и внутренние части тел претерпевают заметное сопротивление. Опыт, который я при​думал, состоял в следующем: к достаточно прочно укрепленному сталь​ному крюку, при помощи стального кольца, я подвесил на нити, длиною
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в 11 футов, круглую еловую кадочку, чтобы получить маятник сказанной длины. Крюк сверху был на своей впалой поверхности хорошо заострен, так чтобы кольцо, налегая верхнею своею частью на это острое ребро, могло двигаться совершенно свободно, к нижней же части кольца была привязана нить. Я отклонял маятник, таким образом устроенный, прибли​зительно на 6 футов от отвеса в плоскости, перпендикулярной к за​остренному ребру крюка, чтобы кольцо при качаниях маятника не скользило взад и вперед, ибо точка подвеса, в которой кольцо касается крюка, должна оставаться неподвижной. Я точно замечал начальное отклонение, сообщаемое мною маятнику, затем, пустив маятник, я замечал еще три других его отклонения, которые маятник имел после первого, второго и третьего размаха. Я повторял это многократно, чтобы определить эти отклонения как можно точнее. Затем я наполнял кадочку свинцом и более тяжелыми из имевшихся под рукою металлами; перед тем я взвесил порожнюю кадочку вместе с тою частью нити, которою она была обмотана, и половиною остальной части, заключенной между крюком и под​вешенной кадочкою, ибо нить, когда маятник отклонен от прямого поло​жения, действует на него половиною своего веса. К этому весу я придал вес воздуха, заполнявшего кадочку. Полный вес порожней кадочки соста​влял приблизительно 1/78 веса кадочки, заполненной металлами. Так как

кадочка, наполненная металлом, растягивая нить, увеличивала ее длину, то я укорачивал нить настолько, чтобы при качаниях маятника длина ее была такою же, как и раньше. Отведя затем маятник до первого из заме​ченных, как сказано выше, отклонений, я его пускал и насчитывал около 77 качаний, пока маятник имел отклонение, равное второму, затем еще столько, пока оно становилось равным третьему, и наконец, еще столько же, когда оно становилось равным четвертому. Отсюда я заключаю, что все сопротивление заполненной кадочки имеет не большее отношение к сопро​тивлению порожней, как 78 к 77. Ибо, если бы оба сопротивления были равны, то заполненная кадочка, масса которой в .78 раз более массы порожней кадочки, должна была бы сохранять и во столько же раз дольше свое колебательное движение и, следовательно, по совершении 78 размахов приходить в замеченные, как сказано выше, положения. Она же прихо​дила в них через 77 размахов.160
__________________________

160 в тексте сказано: nob vim suam insitam septuagesies et octies majorem vi insitae pyxidis vacuae»..., т. е. итак как содержащаяся (врожденная) сама ее в 78 раз больше врожден​ной силы порожней кадочки»..., но так как термином «vis insita» теперь не пользуются, то я придержался смысла, а не буквы текста.
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Обозначим через А — сопротивление, действующее на наружную по​верхность кадочки, и через B— сопротивление на внутренние частицы порожней кадочки; если принять, что при одинаковых скоростях сопроти​вление, действующее на внутренние частицы тел, пропорционально коли​честву материи, т. е. числу испытывающих сопротивление частиц, то сопротивление на внутренние частицы заполненной кадочки будет 78B, следовательно полное сопротивление А+B порожней кадочки будет от​носиться к полному сопротивлению А+78В заполненной, как 77 к 78. Откуда следует

(A+B):77B=77:1 или

A+B:B=77•77:1, откуда

A:B=5928:1.

Следовательно, сопротивление на внутренние частицы порожней кадочки в 5 с лишком тысяч раз меньше, нежели сопротивление на ее наружную поверхность. Правда, при этом рассуждении мы исходили из предположения, что большее сопротивление заполненной кадочки происхо​дит не от каких-либо иных причин, как от действия некоторой тончайшей жидкости на заключенные в ней металлы.

Я изложил этот опыт на память, так как бумага, на которой я его записал, пропала, поэтому я был вынужден опустить некоторые дроби, исчезнувшие из памяти.

Произвести же вновь все испытания я не имел времени. При этих опытах я воспользовался сперва недостаточно прочным крюком, тогда заполненная кадочка замедлялась значительнее; изыскивая причину, я заме​тил, что крюк, поддаваясь весу заполненной кадочки, следовал ее кача​ниями и гнулся взад и вперед; я изготовил затем более прочный крюк, чтобы точка подвеса оставалась неподвижной, после чего все шло, как описано выше.
