ОТДЕЛ XII
О ПРИТЯГАТЕЛЬНЫХ СИЛАХ СФЕРИЧЕСКИХ ТЕЛ 

Предложение LXX. Теорема XXX
Если к отдельным точкам сферической поверхности направлены рав​ные центростремительные силы, убывающие в отношении квадратов рас​стояний до этих точек, то частица,118 помещенная внутри этой поверх​ности, от таких сил ни в какую сторону притяжения не испытывает.
_____________________
118 Под словом «точки» (puncta) сферической поверхности надо разуметь бесконечно малые элементы этой поверхности, причем притяжение каждым элементом предполагается пропорциональным его площади, так что притяжения элементами, равными по площади, равны; это и выражается словами: «к отдельным точкам поверхности направляются равные центростремительные силы».

Когда же говорится о «точках» тела, то надо разуметь бесконечно малые элементы его объема в принимать притяжение пропорциональным величине этого объема (для однородных тел).

Притягиваемую массу Ньютон обозначает словом «corpusculum» — «тельце»; в переводе принято слово «частица», «тело» или «масса», причем надо иметь в виду, что размеры этой притягиваемой частицы предполагаются бесконечно малыми, так что при теперешней терминологии эти слова равносильны термину «материальная точка».
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Пусть HJKL (фиг. 102) — сказанная сферическая поверхность, Р— частица, внутри ее находящаяся; проведем через Р две прямые НК и JL, заключающие весьма малые дуги HJ, KL; так как треугольники HPJ и LPK (лем. VII, след. 3) подобны, то эти весьма малые дуги будут пропорцио​нальны расстояниям HP и PL, и весьма малые части сферической поверхности, прилегающие к HJ и KL и ограниченные прямыми, проведенными через точку Р, будут находиться в отношении квадратов длин РН и РК, следовательно силы притяжения этих малых частей поверхности на точку Р между собою равны, ибо эти силы прямо пропорциональны этим частям поверхности и об​ратно пропорциональны квадратам расстояний. Эти же два отношения по перемножении дают 1, следовательно эти притяжения, направленные в противоположные стороны, взаимно уничтожаются. Из этого рассуждения следует, что притяжение всей сферической поверхности, как состоящее из противоположных элементов, уничтожается, следовательно частица Р ни в какую сторону этим притяжением к движению не побу​ждается.

Предложение LXXI. Теорема XXXI
При тех же предположениях утверждаю, что частица, находящаяся вне сферической поверхности, притягивается к центру сферы с силою, обратно пропорциональною квадрату ее расстояния до центра сферы.
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Пусть AHKB, ahkb (фиг. 103) — две равных сферических поверхности, описанных из центров S и s на диаметрах АВ и аb, Р и p — частицы, лежащие на продолжении этих диаметров. Проведем через Р и р прямые РНК, PJL,
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phk, pil, отсекающие от больших кругов AHB и ahb равные дуги HK и hk, JL и il, и опустим на эти прямые перпендикуляры SD и sd, SE и se, JR и ir, из коих SD и sd пересекают PL и pl в F и f. Опустим также на диа​метры перпендикуляры JQ и iq. Когда углы DPE и dpe бесконечно малые, то в виду равенств

DS=ds и ES=es
длины РЕ с PF и ре с pf и отрезочки DF с df можно счесть за равные, ибо предельные их отношения, при совместном исчезании углов DPE и dpe, равны единице. На основании этого будет:

PJ:PF=RJ:DF
pf: pi=df:ri=DF:ri. 

Отсюда

[image: image3.png]PJ-pf:PF-pi=Ri:ri=< HJ: ki




 (лем. VII, след. 3). (1)

С другой стороны,

PJ:PS =JQ:SE
ps:pi=se:iq=SE:iq. Откуда

PJ•ps:PS•pi=JQ:iq. (2)

По перемножении пропорций (1) и (2) получится
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последнее же отношение равно отношению частей сферических поверхностей (шаровых поясов), описываемых дугами JH и ih при обращении полукругов AKB и аkb около диаметров AВ и аb. Силы же, с которыми отдельные элементы этих поясов притягивают к себе частицы Р и р, по предположению пропорциональны величине этих элементов и обратно пропорциональны квадратам расстояний до них, т. е. относятся друг к другу, как

pf•ps:PF•PS.
Но эти силы так относятся к своим составляющим (след. II законов), направлен​ным по прямым PS и ps к центрам шаров, как PJ:PQ и как pi:pq, т. е., в виду подобия треугольников PJQ и PSF, piq и psf, как PS:PF и как ps:pf. Отсюда следует, что притяжение частицы Р к центру S относится к притя​жению р к s, как
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На основании такого же рассуждения и притяжения поясов, описанных дугами, KL и kl находятся друг к другу в том же отношении ps2:PS2, сле​довательно в этом же отношении будут находиться и притяжения всех шаровых поясов, на которые разобьется каждая из сферических поверх​ностей, если брать постоянно:

sd=SD и se=SE.
Слагая, получим, что и силы притяжения упомянутых частиц Р и р целыми сферическими поверхностями будут находиться в том же отношении.

Предложение LXXII. Теорема XXXII
Если к отдельным точкам какого угодно шара направляются равные центростремительные силы, убывающие пропорционально квадратам рас​стояний до этих точек, и задается плотность шара и отношение его диа​метра к расстоянию частицы до его центра, то я утверждаю, что ча​стица притягивается пропорционально полудиаметру шара.
Вообрази, что две частицы, каждая в отдельности, притягиваются двумя шарами, одна — одним, другая — другим, что расстояния частиц про​порциональны диаметрам соответствующих шаров и что эти шары разделены подобным образом на весьма малые элементарные объемы, расположенные по​добным образом относительно притягиваемых частиц; тогда отношение при​тяжения одной частицы к отдельным элементам притягивающего ее шара к притяжению другой частицы к соответствующим элементам другого шара равно произведению прямого отношения этих элементарных объемов на обратное отношение квадратов расстояний до них. Но эти элементарные объемы пропорциональны полным объемам самих шаров, т. е. кубам диа​метров, расстояния же по условию пропорциональны диаметрам, поэтому произведение вышеупомянутых прямого и обратного отношений равно отно​шению диаметров.

Следствие 1. Поэтому, если частицы обращаются по кругам вокруг шаров, состоящих из вещества, притягивающего одинаково, и расстояния частиц до центров шаров пропорциональны диаметрам, то времена обраще​ния равны.

Следствие 2. Обратно, если времена обращения равны, то расстояния пропорциональны диаметрам. Оба эти следствия имеют место на основании следствия 3. предложения IV.
Следствие 3. Если к отдельным точкам двух каких угодно тел, между собою подобных, однородных и одинаковой плотности, направляются рав​ные центростремительные силы, убывающие пропорционально квадратам
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расстояний, то силы, с которыми этими телами притягиваются частицы, сходственным образом расположенные, пропорциональны линейным раз​мерам тел.

Предложение LXXIII. Теорема XXXIII
Если к отдельным точкам какого-либо шара направляются равные центростремительные силы, убывающие пропорционально квадратам рас​стояний до точек, то я утверждаю, что частица, находящаяся внутри
шара, притягивается пропорционально ее расстоянию до центра шара.
Пусть в шаре ABCD (фиг. 104), опи​санном из центра S, помещена частица Р. Вообрази, что из центра S радиусом SP опи​сана внутренняя сферическая поверхность PEQF. Очевидно (по предл. LXX), что кон​центрические сферические поверхности, из которых состоит слой AEBF, представляю​щий разность объемов шаров ABCD и PEQF, не оказывают на частицу Р никакого дей​ствия, ибо их притяжения уравновешиваются.

Остается только притяжение внутреннего шара, которое, по предложе​нию LXXII, пропорционально расстоянию PS.
ПОУЧЕНИЕ
Поверхности, из коих слагаются тела, надо здесь разуметь не как по​верхности чисто математические, а как чрезвычайно тонкие сферические слои, коих толщина как бы равна нулю, точнее говоря — как слои исчезаю​щей толщины, из которых в пределе состоит шар, когда число этих слоев увеличивается, толщина же их уменьшается до бесконечности.

Подобно этому, под словом точки, из которых рассматриваются как бы состоящими линии, поверхности и тела, надо разуметь равные между собою частицы пренебрежимо малой величины.

Предложение LXXIV. Теорема XXXIV
При тех же предположениях утверждаю, что частица, расположен​ная вне шара, притягивается с силою, обратно пропорциональною квадрату ее расстояния до центра шара.
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Ибо если рассматривать, что шар состоит как бы из бесчисленного множества концентрических слоев, то притяжение каждого слоя обратно пропорционально квадрату расстояния частицы до центра шара (предл. LXXI). Слагая, получим, что и сумма этих притяжений, т. е. полное притяжение частицы шаром, следует той же пропорции.

Следствие 1. Поэтому в равных расстояниях от центров однородных шаров притяжения пропорциональны объемам этих шаров, ибо по предложе​нию LXXII, когда расстояния пропорциональны диаметрам шаров, то силы притяжения пропорциональны этим же диаметрам. Если бо'льшее расстояние уменьшить в этом отношении, после чего расстояния станут равными, то сила притяжения увеличится в отношении, равном второй степени предыду​щего, и следовательно, притяжения шаров будут относиться друг к другу, как кубы диаметров, т. е. как объемы шаров.

Следствие 2. При любых расстояниях, притяжения шаров пропорцио​нальны объемам шаров, разделенным на квадраты расстояний.

Следствие 3. Если частица, находящаяся вне однородного шара, при​тягивается силою, обратно пропорциональною квадрату расстояния до его центра, и шар состоит из притягивающих частиц, то сила притяжения каждой частицы убывает пропорционально квадрату расстояния до этой частицы.

Предложение LXXV. Теорема ХХХV
Если к отдельным точкам заданного шара направляются равные центростремительные силы, убывающие пропорционально квадратам рас​стояний до этих точек, то я утверждаю, что любой такой шар притя​гивается первым с силою, обратно пропорциональною квадрату расстояния между центрами шаров.
Притяжение каждой отдельной частицы обратно пропорционально ква​драту ее расстояния до центра притягивающего шара (предл. LXXIV) и, сле​довательно, такое же, как будто бы оно происходило от одной частицы, поме​щенной в центре шара. Полное же притяжение всего шара такое же, как и обратное ему притяжение сказанной частицы, если рассматривать, что она притягивается каждою частицею второго шара с такою же силою, с какою юна сама притягивает эту частицу. Но это притяжение частицы шаром обратно пропорционально квадрату ее расстояния до центра шара, следовательно и равное ему притяжение шаров следует той же про​порции.
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Следствие 1. Притяжения шарами других однородных шаров пропор​циональны объемам119 (массам) притягивающих шаров, разделенным на квадраты расстояний их центров до центров притягиваемых шаров.

Следствие 2. То же самое имеет место и в том случае, когда притя​гиваемый шар сам притягивает. Так как отдельные его точка притягивают отдельные точки другого с тою же самою силою, с какою сами притягива​ются ими, ибо по закону III во всяком притяжении одинаково побуждается как точка притягиваемая, так и притягивающая, то и будут образовываться две взаимные притягательные силы, сохраняющие ту же пропорцию.

Следствие 3. Все что было доказано выше относительно движения тел вокруг фокуса конических сечений имеет место и в том случае, когда в фокусе находится притягивающий шар и тела движутся вне шара.

Следствие 4. Все же доказанное относительно движения тел вокруг центра конических сечений имеет место, когда движение совершается вну​три шара.

Предложение LXXVI. Теорема ХХХVI
Если плотность и притягательная сила вещества неоднородного шара, при переходе от его центра к поверхности, изменяются как угодно, в равных же удалениях от центра повсюду одни и те же, притягатель​ная же сила каждой отдельной точки убывает пропорционально квадра​там расстояний до притягиваемого тела, то я утверждаю, что полная сила, с которою такой шар притягивает другой такой же, обратно про​порциональна квадрату расстояния между центрами шаров.
Пусть АВ, CD, ЕF (фиг. 105) суть какие-либо шары одноцентренные и одинаковой плотности, тогда, прилагая внутренние к наружным, получим шар, плотность вещества которого возрастает по направлению к центру, вычи​тая же их получим шар, коего плотность убывает к центру. Такие шары, каждый в отдельности, по предложению LXXV, притягивают любые другие однородные шары GL, JK, LM с силою, обратно пропорциональною квадрату расстояния SP между центрами. Слагая или вычитая, получим, что сумма или разность сказанных притяжений будет находиться в том же отношении, т. е. что полные силы, с которыми притягиваются шары АВ и GH, соста​вленные из сумм или разностей концентрически однородных шаров, находятся в сказанном отношении. Увеличивая число концентрических шаров до бес​конечности так, чтобы плотность вместе с притягательною силою возрастала

_______________

119 В тексте сказано: «ut sphaerae», что можно перевести и словами «пропорциональны объемам шаров» или «массам шаров».
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или убывала по какому угодно закону от поверхности к центру, и заполняя материей, не обладающей притягательной силой, те места, где плотность оказалась бы отрицательной, получим шар любого желаемого строения. Притяжение таким шаром другого, подобным же образом составлен​ного, будет по-прежнему, на основании рассуждения, изложенного выше, обратно пропорционально квадрату расстояния между их цен​трами.

Следствие 1. Поэтому, если несколько подобного рода шаров притяги​ваются взаимно, то ускорительные силы притяжения каждым отдельным шаром другого будут, в равных от центра расстояниях, пропорциональны массам притягивающих шаров.

Следствие 2. При различных же расстояниях эти силы пропорцио​нальны массам, разделенным на квадраты расстояний до центров.

Следствие 3. Дви​жущие силы притяже​ний, иначе — веса одного шара на другом при рав​ных расстояниях между центрами, будут пропор​циональны произведе​ниям масс притягиваю​щего и притягиваемого шара.

Следствие 4. При неравных расстояниях эти силы прямо пропорциональны сказанному произведению масс и обратно пропорциональны квадратам расстояний.

Следствие 5. То же самое имеет место и тогда, когда притяжение происходит оттого, что оба шара одарены притягательною способностью и действуют взаимно друг на друга. Ибо притяжение будет образовываться обеими силами и пропорция останется прежней.

Следствие 6. Если шары такого рода обращаются около других тако​вых же, каждый порознь около другого ему соответствующего, находяще​гося в покое, и расстояния между центрами шаров, покоящихся и обра​щающихся, пропорциональны диаметрам покоящихся, то времена обращения будут одинаковы.

Следствие 7. Наоборот, если времена обращения равны, то расстояния пропорциональны диаметрам.
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Следствие 8. Все доказанное выше относительно движения тел вокруг фокусов конических сечений имеет место и в том случае, когда в фокусах помещаются шары описанного выше вида и строения.

Следствие 9. То же будет и тогда, когда обращающиеся тела суть также притягивающие шары описанного вида и строения.

Предложение LXXVII. Теорема ХХХVII
Если к отдельным точкам шаров направляются центростремитель​ные силы, пропорциональные расстояниям точек до притягиваемых тел, то я утверждаю, что полное взаимное притяжение двух таких шаров пропорционально расстоянию между центрами их.
Случай 1. Пусть AEBF (фиг. 106) — шар, S — его центр, Р — при​тягиваемая частица, PASB — ось шара, проходящая через центр частицы, EF и ef — две плоскости, перпендикулярные к оси, равноудаленные от центра шара и пересекающие шар, G, g — точки пересечения оси и этих плоскостей, Н — любая точка плоскости EF.
Сила, с которою точка Н действует на частицу Р, пропорциональна расстоянию РН, следовательно ее слагающая, направленная к центру S по прямой PG, пропорциональна длине PG, значит притяжение всех точек плоскости EF, т. е. полная сила притяжения частицы Р этою плоскостью по направлению к центру S, пропорциональна длине РG, умноженной на число точек, т. е. пропорциональна объему цилиндра, коего основание равно EF и высота PG. Подобно этому и притяжение частицы Р плоскостью ef, направленное к центру S, пропорционально произведению площади cf на длину Рg, т. е. и. произведению равной ей площади EF на длину Рg. Сумма сил, происходящих от обеих плоскостей, будет пропорциональна площади EF, умноженной на сумму PG+Рg, т. е. величине 2EF•PS или (EF+ef)•PS. Рассуждая таким же образом, получим, что силы, происходящие от всех прочих сечений шара, произведенных равноудаленными от центра плоскостями, пропорциональны сумме площадей этих сечений, умноженных на расстояние PS, т. е. пропорциональны массе всего шара и расстоянию PS.
Случай 2. Если частица Р притягивает шар AEBF, то рассуждая подобным же образом докажем, что сила, с которою этот шар ею притяги​вается, пропорциональна расстоянию PS.
Случай 3. Пусть второй шар состоит из бесчисленного множества таких частиц, как Р, так как сила, с которою каждая отдельная его частица притягивается к центру первого шара, пропорциональна массе этого шара и расстоянию до его центра S, то это притяжение такое же, какое происхо-
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дило бы от одной частицы, расположенной в этом центре S. Полная сила, с которою притягиваются все частицы второго шара, т. е. сила, с которою притягивается этот второй шар, та же самая, как если бы это притяжение происходило от одной частицы, помещенной в центре первого шара; поэтому это притяжение пропорционально расстоянию между центрами шаров.

Случай 4. Если оба шара притягивают друг друга, то и обе соединен​ные силы следуют той же пропорции.

Случай 5. Положим теперь, что частица р расположена внутри шара AEBF (фиг. 107). Так как сила притяжения частицы р плоскостью ef про​порциональна произведению ef•pg и обратно ей направленная сила притяже​ния плоскостью EF пропорциональна произведению EF•pg, то сила, соста-
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вленная из этих двух, пропорциональна разности этих произведений, иначе — сумме двух равных площадей сечения на полуразность расстояний, т. е. про​порциональна произведению этой суммы на расстояние pS частицы до центра шара. Совершенно так же притяжение всех таких сечений, как EF и ef, во всем шаре, т. е. притяжение всего шара, пропорционально сумме всех площадей, т. е. массе всего шара и расстоянию pS частицы до его центра. Случай 6. Если из бесчисленного множества частиц таких, как р, со​ставляется новый шар, расположенный внутри первого AEBF (фиг. 107), то, подобно предыдущему, можно доказать, что притяжения как простое одним шаром другого, так и взаимное их друг другом, пропорциональны расстоянию pS между центрами шаров.

Предложение LХХТIII. Теорема ХХХVIII
Если плотность и притягательная сила вещества не однородного шара, при переходе от его центра к поверхности, изменяются как угодно, в равных же удалениях от центра повсюду одинаковы, притяжение же всякой точки пропорционально расстоянию притягиваемого тела до нее,
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то я утверждаю, что сила, с которою два шара такого рода притягивают друг друга, пропорциональна расстоянию между центрами их.
Это предложение можно доказать, на основании предыдущего, совер​шенно так же, как предложение LXXVI доказано на основании LXXV.
Следствие. Доказанное выше в предложениях X и LXIV о движе​нии тел вокруг центра конических сечений имеет место и в том случае, когда все притяжения происходят от шаров описанных выше свойств и при​тягиваемые тела также — шары таких же свойств.

ПОУЧЕНИЕ
Я дал изложение двух замечательнейших случаев притяжения, а именно когда центростремительные силы или убывают пропорционально квадратам расстояний, или же возрастают пропорционально расстояниям. Вследствие таких притяжений, тела в обоих случаях обращаются по коническим сечениям, и полные составные притяжения тел шаровой формы следуют тем же зако​нам возрастания или убывания при удалении от центра, как и силы между двумя частицами, что достойно того, чтобы быть замеченным. Разбирать в подробностях прочие случаи, приводящие к менее изящным выводам, было бы длинно. Я предпочитаю их объять и определить все совместно сле​дующим общим методом.120
Лемма XXIX
Если из центра S описать какой-либо круг AЕВ и из центра Р — два круга EF и ef, пересекающие первый в точках Е и е, прямую же РS в F и f, и на РS опустить перпендикуляры ED и еd, то я утверждаю, что если расстояние между дугами EF и ef уменьшать до бесконечности, то предельное отношение исчезающих длин Dd и Ff равно отношению РЕ к РS.
Ибо, если прямая Ре (фиг. 108) пересекает дугу EF в q и прямая Ее, которая совпадает с исчезающей дугой Ее, по продолжении пересекает прямую РS в Т, и из точки S опускается на РЕ нормаль SG, то по подобию треугольников DTE, dTe, DES будет

Dd:Ee=DT:ТЕ=DЕ:ЕS
и по подобию треугольников Eeq, ESG (лем. VIII и лем. VII, след. 3) будет Ee:eq=Ee:Ff=ES:SG
________________________
120 В предыдущих предложениях учение о притяжении шаров изложено чисто геометрически — общий метод, на который указывается в этом поучении, применяемый в дальней​шем, состоит в приведении задачи к квадратурам.
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по перемножении этих пропорций получается

Dd:Ff=DE:SG
откуда, по подобию треугольников РDЕ и PGS, следует 

Dd:Ff=DE:SG=PE:PS.
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Предложение LXXIX. Теорема XXXIX
Если площадь EFef, коей ширина Ff, уменьшаясь до бесконечности, почти исчезает, описывает при своем обращении около оси PS сферическое выпукло-вогнутое тело, и к отдельным равным его частицам направляются равные центростремительные силы, то я утверждаю, что это тело при​тягивает массу, находящуюся в точке Р, с силою, пропорциональною про​изведению DE2•Ff и той силе, с которою заданная частица тела, будучи по​мещена в Ff, притягивала бы массу Р.
Рассмотрим сперва «илу притяжения сферической поверхности, обра​зуемой вращением дуги FE {фиг. 109). Пусть эта дуга пересекается прямою de в r, тогда элемент Еr произве​дет при вращении шаровой пояс, поверхность коего при заданном радиусе РЕ пропорциональна Dd, как это доказано Архимедом в книге: «О шаре и цилиндре». Силы притяжения элементов поверхности этого пояса, напра​вленные по производящим конуса РЕ или Рr, пропорциональны поверхности пояса, т. е. длине Dd, составляющие же этих сил по направлению PS
[image: image10.jpg]ar. 109,
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меньше самих сил в отношении PD/PE, т. е. эти составляющие пропорциональны PD•Bd. Если вообразить, что линия DF разделена на бесчисленное множество равных частей, из коих какая-нибудь обозначена через Dd, то и поверхность EF разобьется на столько же равных поясов, коих сила притяжения будет пропорциональна сумме всех произведений РD•Dd; эта же сумма равна

[image: image11.png]1 1
»EPF‘-—TPD'




т. е.
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значит сказанное притяжение пропорционально DE2.
Если поверхность FE умножить на высоту Ff, то получится, что при​тяжение массы Р объемом EFef пропорционально DE2•Ff, предполагая, что когда задана частица Ff, то задана и сила, с которою она действует на массу Р, если же эта сила не задается, то притяжение тела EFef будет пропорционально произведению DE2•Ff и той силе, с которою частица Ff притягивает массу Р.
Предложение LXXX. Теорема XL
Если к отдельным частицам шара ABE, коего центр S, направля​ются равные центростремительные силы, и к оси шара АВ, на коей лежит масса Р, проводятся в точках В перпендикуляры BE, пересекающие по​верхность шара в Е, и по ним откладываются длины BN, пропорциональные величине DE2•PS/PE и силе, с которою частица шара, лежащая на оси
в расстоянии РЕ, действует на массу Р, то я утверждаю, что полная сила притяжения массы Р шаром пропорциональна площади ANB, огра​ниченной осью АВ и кривою ANB, на которой постоянно лежит точка N.
Сохраняя обозначения и построения предыдущих леммы и теоремы, вообрази, что ось шара АВ (фиг. 110) разделена на бесчисленное множество равных частей Dd и что шар разделен на такое же число выпукло-вогну​тых слоев EFfe, и проведи перпендикуляр dn.
По предыдущей теореме сила, с которою слой EFfe притягивает массу Р, пропорциональна DE2•Ff и силе притяжения одной частицы при расстоянии РЕ или PF. Но по последней лемме имеем

Bd:Ff=PE:PS
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следовательно
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значит притяжение слоя EFfe пропорционально величине
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и силе притяжения одной частицы при расстоянии PF, т. е. по предположе​нию, величине DN•Dd, представляющей исчезающую площадку DNnd. Следовательно, притяжение массы Р всеми слоями пропорционально сумме площадок DNnd, т. е. всей площади ANB.
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Следствие 1. Так, напр., если центростремительная сила к отдель​ным частицам одна и та же при всяком расстоянии и ордината DN берется

пропорциональной DE2•PS/PE, то полная сила будет пропорциональна пло​щади ANB.
Следствие 2. Если центростремительная сила к каждой отдельной ча​стице обратно пропорциональна расстоянию ее до притягиваемой массы Р,

то взяв ординату DN пропорционально[image: image17.png]DE®. P§
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получим, что притяжение

массы Р шаром будет пропорционально площади ANB.
Следствие 3. Если центростремительная сила к каждой отдельной ча​стице будет обратно пропорциональна кубу расстояния ее до притягиваемой

массы Р, то взяв ординату DN пропорционально[image: image18.png]


получим, что

притяжение этой массы шаром будет пропорционально площади АNВ.
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Следствие 4. Вообще, если центростремительная сила, направляющаяся к каждой отдельной частице шара, обратно пропорциональна величине V
и ордината DN пропорциональна [image: image19.png]


 то полное притяжение

массы Р шаром будет пропорционально площади ANB.
Предложение LXXXI. Задача XLI
Сохраняя предыдущие обозначения, требуется измерить площадь
АNB.
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Из точки Р (фиг. 111) проводится к шару касательная РН, из точки Н на ось опускается перпендикуляр HJ, и длина PJ разделяется точкою L по​полам, тогда будет (предл. XII, кн. II Элем.)

РЕ2=PS2+SE2+2PS•SD, но по подобию треугольник в SPH и SHJ
SE2=SH2=PS•SJ, следовательно

PЕ2= S(PS+SJ+2SD)=PS(2LS+2SD)= 2PS•LD, а так как

DЕ2=SE2—SD2=SE2—LS2+2SL•LD—LD2=2SL•LD—LD2—AL•LB, ибо

LS2—SE2=LS2—SH2=L•LB (предл. VI, кн. II Элем.),
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Если подставить в это последнее выражение вместо V обратную величину центростремительной силы и вместо РЕ его величину ((2PS•LD), то каждый из трех членов предыдущего выражения, по представлении его ординатою отдельной кривой, даст такую площадь, которая находится по обыкновен​ным правилам.121

_____________________
121 Этою теоремою устанавливается выражение слагающей притяжения тех элемен​тарных объемов, на которые шар разбивается по оси, направленной от притягиваемой точки к центру шара, чтобы свести таким образом вычисление этого притяжения к квадратурам.

Обозначая через q — плотность, через r — расстояние РЕ до притягиваемой точки от притягивающей частицы dm, через f(() — силу притяжения между двумя массами, равными 1 при расстоянии (, и полагая
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и обозначая через X полное притяжение на 1 массы в точке Р, можем написать на основании доказанного в теореме:
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и следовательно,
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Выражение у2 в функции r и преобразование его к новой переменной приводится В теореме XL. Даваемые здесь формулы можно получить несколько иначе: величина DE=y есть высота треугольника PES; поэтому, обозначив его площадь через Q, имеем
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с другой стороны,
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следовательно будет
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и значит,
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 (3) 

Ньютон вводит новую переменную
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 (4) 

тогда полагая для краткости
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будем иметь
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(6)
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Пример 1. Сила притяжения отдельной частицы обратно пропорцио​нальна расстоянию.

В этом случае вместо V надо в выражении DN написать РЕ и затем вместо РЕ2— величину 2PS•LD; будем иметь
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Возьми вместо DN удвоенную его величину
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тогда: часть 2SL полной ординаты DN, при проведении ее по основанию АВ, опишет площадь прямоугольника 2SL•АВ; переменная часть LD, при про​ведении ее вдоль no AB непрерывным движением так, чтобы эта ордината была постоянно нормальна к АВ и длина ее постоянно равнялась бы расстоянию LD ее основания до точки L, опишет площадь (LB2—LA2)/2, т. е.

площадь SL•АВ; третья частьAL•LB/LD, при проведении вдоль по АВ от А
до В, опишет гиперболическую площадь, которая, по вычитании из площади SL•АВ, и доставит искомую площадь ANB. Отсюда следует такое построе​ние: в точках L, А и В (фиг. 112) восставь перпендикуляры Ll, Аа, Вb и отложи

Aa=LB, Bb=LA
Это и есть та формула, которая дана в тексте. В самом деле, по построению фиг. 111 имеем:
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значит
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 (7)

и в предложении LXXXI показано, что

РЕ2=2PS•LD иначе,

r2=2l•LD, (8)

что, по сличении с формулою (4), показывает, что

x=LD,
следовательно

(H+h)x=2SL•LD; x2=LD2; H•h=AL•LB,
и вместе с тем, при сделанном обозначении:

[image: image37.png]



Примеры предложения LXXXI состоят в вычислении интеграла (6) при разных зада​ниях функции f(r). Множителя (q Ньютон не пишет, ибо вычисляет лишь величину, пропор​циональную притяжению.
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 и через точки а и b проведи гиперболу аb с асимптотами Ll и LB; хорда ab и замкнет искомую площадь acba=ANB.
Пример 2. Если сила притяжения отдельных частиц обратно пропор​циональна кубу расстояния, или, что то же самое, отношению этого куба

к какой-либо заданной площади, то вместо V подставь PE3/2SA2 и вместо РE2
2PS•LD, тогда DN будет пропорционально
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а так как

AS2=PS•SJ
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то DN будет пропорционально
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По проведении этих трех частей ординаты DN вдоль по прямой АВ
от A до В, первая часть LS•SJ/LD произведет гиперболическую площадь, вторая даст прямоугольник 1/2АВ•SJ, третья даст площадь
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Вычтя из первой площади вторую и третью, получим искомую пло​щадь ANB. Отсюда следует такое построение: в точках L, A, S, B (фиг. 113) восставь перпендикуляры: Ll, Aa, Ss, Bb, из коих Ss равен SJ, после чего через точку S проведи гиперболу asb, имеющую асимптотами Ll и LB и пересекающую перпендикуляры Аа и Вb в точках а и b; по вычитании
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из гиперболической площади AasbB площади прямоугольника 2AS•SJ и останется искомая площадь ANB.
Пример 3. Если центростремительная сила к отдельным частицам шара убывает пропорционально четвертой степени расстояния до частицы

то написав PE4/2AS3 вместо V и ((2PS•LD) вместо РЕ, получим, что орди​ната DN пропорциональна величине
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По проведении этой ординаты вдоль прямой АВ, полученная площадь
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отдельные части которой образуются соответствующими частями орди​наты DN, что, по надлежащем упрощении, дает
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Следовательно, полное притяжение массы Р шаром пропорционально SJ3/PJ
т. е. обратно пропорционально PS3•PJ.
Подобным же образом могло бы быть найдено и притяжение массы, лежащей внутри шара, но это делается проще при помощи следующей теоремы.

Предложение LXXXII. Теорема ХLI
Если для шара, коего центр S и радиус SA, взять расстояния SJ и SP так, чтобы было
SJ:SA=SA:SP
то отношение притяжения шаром внутренней точки J к притяжению внешней точки Р равно произведению отношения (SJ:(SP на корень квадратный из отношения притяжений точек Р и J центром шара.122

__________________________
122 Эта теорема послужила В. Томсону (лорду Кельвину) основанием того преобразова​ния, которое им названо «построение» электрического изображения»; именно, так им названа точка J no отношению к точке P, и обратно.
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По этой теореме, если притяжения отдельных частиц шара обратно пропорциональны расстоянию, то отношение силы, с которою масса, поме​щенная в J (фиг. 114), притягивается шаром, к той силе, с которою она им притягивалась бы, будучи помещенной в Р, равно
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т. е. эти притяжения равны.

Подобным же образом увидим, что когда притяжение частиц обратно пропорционально квадратам расстояний, то отношение притяжения в точке 3 к притяжению в точке Р равно отношению SP к SA. Если притяжение частиц обратно пропор​ционально кубу расстоя​ний, то отношение притя​жения в точке J к при​тяжению в точке Р равно SP2:SA2. Если притяжение частиц об​ратно пропорционально четвертой степени рас​стояний, то сказанное от​ношение равно SP3:SA3; но для этого последнего случая уже было найдено, что притяжение на точку Р обратно пропорционально SP3•PJ, следовательно притяжение на точку J будет обратно пропорционально SA3•PJ, т. е. обратно пропор​ционально PJ, ибо SA постоянно. Подобным образом надо поступать и для всякого другого случая.

Теорема эта доказывается так: сохраняя прежние построения и пред​полагая, что притягиваемая масса помещена в Р, было найдено, что ордината DN пропорциональна DE2•PS/PE•V. Поэтому, если провести JE, то когда

притягиваемая масса будет помещена в J, сказанная ордината будет пропорциональна DE•JS/JE•V. Предположим, что притягательные силы частиц

шара, исходящие из какой-либо его точки Е в расстояниях JE и РЕ,
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относятся между собою, как РЕn:JEn; тогда сказанные ординаты будут соответственно пропорциональны
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коих отношение равно

PS•JE•JEn:JS•PE•PEn
но так как, в виду пропорции

SJ:SE=SE:SP 

треугольники SPE и SEJ подобны, то

JE:PE=JS:SE=JS:SA (*)

и предыдущее отношение, по замене произведения РЕ•JS равным ему про​изведением JE•SA, обратится в такое:

PS•JEn:SA•PEn; 

но отношение

P8:SA=(PS:(JS 

и отношение

JEn:PEn
в виду пропорции (*) равно корню квадратному из отношения сил в рас​стояниях PS и JS. Следовательно, ординаты DN, а значит, и площади кри​вых ANB, коим притяжения пропорциональны, будут находиться в этом отношении.

Предложение LXXXIII Задача XLII
Найти силу, с которою масса, помещенная в центре шара, притя​гивается его сегментом.
Пусть Р (фиг. 115) есть масса, помещенная в центре шара, RBSD— сегмент этого шара, заключенный между плоскостью RSD и частью шаровой поверхности RBS. Пусть DB пересекается с шаровой поверхностью EFG, описанной из центра Р в точке F, так что сегмент разделяется на части BREFGS и FEDG. Пусть, кроме того, эта поверхность не математическая, а физическая, имеющая весьма малую толщину h, тогда объем такого слоя (по доказанному Архимедом) будет пропорционален PF•DF•h. Положим,
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кроме того, что притяжение частиц шара обратно пропорционально n-ой степени расстояния; тогда, по предложению LXXIX, притяжение массы Р
этим слоем будет пропорционально[image: image49.png]


т. е. количеству
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Пусть ордината FN, уложенная на А, пропорциональна предыдущей величине; тогда криволинейная площадь, происходящая от продвижения орди​наты FN по длине DB, будет пропорциональна полной силе притяжения массы Р сегментом RBSD.
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Предложение LXXXIV. Задача ХLIII
Найти силу, с которою притягивается масса, расположенная на оси сегмента вне его центра, этим сегментом.
Пусть масса Р (фиг. 116), лежащая на оси ADВ, притягивается сегментом ЕВК. Из центра Р радиусом РЕ опиши шаровую поверхность EFK, которая разделит сегмент на две части EBKFE и EFKDE. Притя​жение первой части найдется по предложению LXXXI, второй — по предло​жению LXXXIII; их сумма и будет притяжение сегмента.

ПОУЧЕНИЕ
После объяснения притяжения тел сферических следовало бы перейти к законам притяжения других тел, составленных из притягивающих частиц,
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подобно толу как это предполагалось выше, но подробное рассмотрение такого вопроса имеет лишь малое отношение к цели этого сочинения. Доста​точно будет привести лишь некоторые общие предложения о притягательных силах тел подобного рода и о движениях, от этих сил происходящих, в виду некоторых их применений в физике.

ОТДЕЛ XIII
О ПРИТЯЖЕНИИ ТЕЛ НЕ СФЕРИЧЕСКИХ 

Предложение LXXXV. Теорема XLII
Если притяжение, испытываемое притягиваемым телом при непо​средственном соприкосновении с притягивающим, много сильнее, нежели при самом малейшем промежутке, их разделяющем, то силы частиц при​тягивающего тела, при увеличении расстояния до притягиваемого, убывают быстрее, нежели в отношении квадратов расстояний.
Ибо если силы убывают пропорционально квадратам расстояния до ча​стиц, то притяжение сферическим телом обратно пропорционально квадрату расстояния притягиваемого тела до центра сферы (иредл. LXXIV), поэтому это притяжение при соприкосновении возрастает лишь едва-едва заметно. Это возрастание будет еще меньше, когда притяжение при удалении притя​гиваемого тела убывает в меньшем отношении, нежели квадраты расстояний. Таким образом высказанное предложение имеет место для притягивающих шаров. То же относится и до полых шаров при притяжении ими внешних тел и в еще большей степени до притяжения тел, находящихся внутри полостей, ибо в этом случае притяжения по противоположности уничтожаются (предл. LXX), и следовательно, даже при соприкосновении, равны нулю. Поэтому, если для таких сплошных или полых шаров отнимать какие-либо части, сколько-нибудь отстоящие от места прикосновения, или прилагать к ним другие части, то можно по произволу изменять форму притягивающих тел; добавление или отнятие таких частей, так как они находятся в некотором удалении от места касания, не будет чувствительно изменять избытка при​тяжения, происходящего от прикосновения; таким образом предложение имеет место и для тел любой формы.

Предложение LXXXVI. Теорема ХLIII
Если притягательные силы частиц, составляющих притягивающее тело, при удалении притягиваемого убывают пропорционально третьей или еще высшей степени расстояния, то при соприкосновении притяже-
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ние будет гораздо сильнее, нежели когда оба тела разделены хотя бы самым малым промежутком.
Из решения примеров 2-го и 3-го задачи XLI следует, что при при​ближении притягиваемой массы к шару, составленному из таких частиц, при​тяжение возрастает до бесконечности. Сопоставляя, подобно предыдущему, эти примеры и теорему XLI, можно заключить, что это относится и до при​тяжения выпукло вогнутыми сферическими слоями и полыми сферами, нахо​дятся ли тела вне, или внутри, этих полостей. Прибавляя или отнимая от этих шаров или шаровых слоев притягивающую материю вне места их прикосно​вения с притягиваемою массою, можно придать притягивающим телам любую форму, следовательно высказанное предложение относится ко всякому телу.

Предложение LXXXYII. Теорема ХLIV
Если два между собою подобных тела состоят из однородно притягивающего вещества и притягивают две массы, которые пропорциональны массам самих тел и расположены по отношению к ним сходственно, то полные ускорительные притяжения этих масс к соответствующим телам будут относиться между собою, как ускорительные притяжения их к отдельным частицам, массы коих пропорциональны массам притягиваю​щих тел и которые расположены в них сходственным образом.
Вообразив, что тела разбиты на элементы, массы коих пропорцио​нальны массам тел и расположение которых сходственно, увидим, что притя​жение, производимое какою-либо частицею одного тела, так относится к при​тяжению, производимому соответствующей ей частицею другого тела, как притяжение всякой другой частицы первого тела к притяжению ей соответ​ствующей частицы второго; поэтому, слагая, получим, что и полные притя​жения тел находятся в этом же отношении.

Следствие 1. Поэтому, если притяжения частиц тел при увеличении расстояния до притягиваемой массы убывают пропорционально какой-либо степени расстояния, то ускорительные притяжения ее самими телами будут пропорциональны их массам и обратно пропорциональны той же степени расстояния. Таким образом, если силы притяжения частиц убывают пропор​ционально квадрату расстояний, массы же тел пропорциональны А3 и В3, т. е. кубам расстояний А и В притягиваемых масс до сходственных частиц

тел, то ускорительные притяжения будут пропорциональны A3/A2 и B3/B2, т. е.

пропорциональны A и В.
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Если притяжение частиц убывает пропорционально третьей степени

расстояния, то полные притяжения будут пропорциональны A3/A3 и B3/B3 т. е.

будут между собою равны.

Если силы убывают пропорционально четвертой степени расстояния,

то полные притяжения будут пропорциональны A3/A4 и B3/B4, т. е. обратно пропорциональны А и В и т. д.

Следствие 2. Отсюда обратно, по притяжениям, производимым подоб​ными телами на массы, подобным образом расположенные, можно вывести

закон убывания притягательной силы частиц в зависимости от расстояния, если только это убывание будет прямо или обратно пропор​ционально какой-либо степени расстояния.

Предложение LXXXVIII. Теорема XLV
Если притягательные силы отдельных равных частиц какого-либо тела пропорцио​нальны расстояниям мест до них, то при​тягательная сила всего тела направляется к его центру тяжести и равна притяга​тельной силе шара, состоящего из равного количества того же вещества и имеющего свой центр в центре тяжести сказанного тела.
Пусть частицы А и В (фиг. 117) тела RSTV притягивают массу Z с такими силами, которые, когда массы частиц А и В равны, относятся между собою, как AZ к BZ, когда же массы частиц не равны, то как про​изведения этих масс на вышеупомянутые расстояния. Представим эти силы самими этими произведениями А•AZ и В•BZ, соединим АВ и разделим эту прямую в точке G так, чтобы было

AG:BG = B:A, (*)

тогда G есть центр тяжести частиц А и В.
Сила А•AZ разлагается (след. II законов) на силы А•GZ и А•AG, сила В•BZ — на силы В•GZ и В•BG; но силы А•AG и В•BG, на осно​вании пропорции (*), между собою равны и, будучи направлены в обратные стороны, взаимно уничтожаются. Остаются силы А•GZ и В•GZ, напра​вленные от Z к G. Они слагаются в одну (А+В)GZ, направленную
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к G, т. е. в такую силу, как если бы обе притягивающие частицы были помещены в центре тяжести их G, образуя здесь шар.

На основании такого же рассуждения, если добавить третью частицу С, то ее сила, по соединении с силою {А+В)GZ, направленной в G, образует силу, направленную к общему центру тяжести сказанного шара G и ча​стицы С, т. е. к центру тяжести всех трех частиц A, В и С, и будет равна силе, которая происходила бы, если бы в этом общем центре тяжести по​местить центр шара, образованного из всех трех частиц. Продолжая таким образом до бесконечности, заключим, что полная сила притяжения всех частиц, образующих тело RSTV, будет такая же, как если бы, сохранив положение центра тяжести, придать этому телу форму шара.

Следствие. Движение притягиваемого тела Z будет то же самое, как если бы тело RSTV было сферической формы; поэтому, если это последнее находится в покое или движется равномерно и прямолинейно, то притяги​ваемое тело Z будет описывать эллипс, коего центр находится в центре тяжести притягивающего тела.

Предложение LXXXIX. Теорема XLVI
Если имеется несколько тел, состоящих из равных частиц, коих притягательные силы пропорциональны расстояниям до них, то полное притяжение какой-либо массы этими телами направлено к их общему центру тяжести и такое же, как если бы все эти тела слить в один шар, сохраняя положение общего их центра тяжести.
Это предложение может быть доказано совершенно так же, как преды​дущее.

Следствие. Следовательно, движение притягиваемого тела будет то же самое, как если бы притягивающие тела были слиты в один шар, сохранив положение центра тяжести; поэтому, когда этот центр тяжести системы при​тягивающих тел или находится в покое, или движется равномерно и прямо​линейно, то притягиваемое тело будет описывать эллипс, коего центр нахо​дится в сказанном центре тяжести системы притягивающих тел.

Предложение ХС. Задача XLIV
Предполагая, что к отдельным точкам круга направлены равные центростремительные силы, возрастающие или убывающие в какой-либо зависимости от расстояния, требуется найти силу, с которою притяги​вается масса, помещенная где-нибудь на прямой, перпендикулярной к пло​скости круга и проходящей через его центр.
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Вообразим, что из центра А (фиг. 118) каким-либо радиусом AD опи​сан круг в плоскости, перпендикулярной к прямой АР, и требуется найти ту силу, с которою масса Р притягивается этим кругом.

Проведем из какой-либо точки Е круга прямую PЕ, на прямой РА отложим длину PF=РЕ и по ординате FK отложим длину, пропорциональ​ную той силе, с которою точка Е притягивает массу Р. Пусть JKL есть та кривая, на которой постоянно лежит точка К и которая пересекает плоскость круга в L. На АР берем длину PН=PD и проводим перпендикуляр,

пересекающий сказанную кривую в точке J; тогда притяжение массы Р кругом пропор​ционально произведению площади ALJH на расстояние АР. В самом деле, возьмем на АЕ весьма малую длину Ее, проведем Pе и возьмем PG и Pf равными Ре; но пред​положению длина FK пропорциональна той силе, с которою масса Р притягивается к точке Е кольца, коего ширина eЕ и кото​рое описано из А, как из центра, радиусом АЕ; поэтому элементарная сила притяжения массы Р к центру А будет пропорциональна FK•AP/PE сила же притяжения этой

массы всем кольцом будет пропорциональна произведению его площади на FK•Ap/PE; но площадь кольца пропорциональна АЕ•Ее, а так как

ГЕ:АЕ=Еe:СЕ то

АЕ•Ес=РЕ•СЕ=PE•Ff
следовательно притяжение массы Р кольцом по направлению к А пропор​ционально
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т. е.

Ff•FK•AP
иначе — произведению123 площадки FKkf на расстояние АР; поэтому сумма притяжений массы Р всеми кольцами, составляющими круг, описанный ра-
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123 Полагая, что закон притяжения выражается формулою f(r), где r=РЕ, и обозначая через q — поверхностную плотность, получим, что слагающая притяжения от элементарного кольца выражается формулою
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диусом AD из центра А, будет пропорциональна площади AHJKL, умно​женной на длину АР.
Следствие 1. Так, если притяжение точкою Е обратно пропорционально квадрату расстояния, т. е. если FK пропорционально 1/PF2, то пло​щадь AHJKL будет пропорциональна 1/PA—1/PH, и притяжение круга пропорционально
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Следствие 2. Вообще, если притяжение точек в расстоянии D обратно пропорционально какой-либо степени Dn, т. е. FK пропорционально 1/Dn, следовательно площадь AHJKL пропорциональна
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то притяжение массы Р кругом будет пропорционально
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Следствие 3. Если диаметр круга увеличивается до бесконечности и показатель степени и больше 1, то притяжение массы бесконечною пло​скостью обратно пропорционально РАn-2, ибо член [image: image59.png]PA
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в этом случае исчезает.

Предложение XCI. Задача XLV
Найти притяжение массы, помещенной на оси тела вращения, этим телом, когда к отдельным его точкам направляются равные центростре​мительные силы, убывающие по какому-либо закону в зависимости от расстояния.
Пусть масса Р (фиг. 119), лежащая на оси тела вращения DECG, притягивается им. Пересеки это тело какою-либо плоскостью, перпендику-

__________________________

где

h=АР делая еще

PD=FH=H 

будем иметь
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лярной к оси, и пусть круг RFS есть полученное сечение; по его радиусу FS в какой-либо плоскости, проведенной через ось, возьми длину FK, пропорцио​нальную той силе, с которою масса Р притягивается этим кругом (предл. ХС). Точка К расположится на кривой LKJ, пересекающей плоскости крайних кругов AL и BJ в точках L и J.
Притяжение массы Р телом вращения DECG будет пропорционально площади LKJBA.
Следствие 1. Поэтому, когда тело — цилиндр, происходящий от обра​щения прямоугольника ADEB (фиг. 120) около оси АВ, и притяжения его отдельных точек обратно пропорциональны квадратам расстояний до них, то притяжение массы Р этим цилиндром пропорционально

(AB—PE+PD)
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ибо в этом случае (предл. ХС, след. 1) ордината FK пропорциональна

1—PF/PR; при проведении 1 по основанию АВ получается площадь 1•АВ.
Вторая часть PF/PR, при проведении по длине РВ, дает площадь 1•(РЕ—АD),
что легко получить квадратурою кривой LKJ; та же часть PF/PR, по прове​дении по длине РА, дает площадь {РD—АD)•1, следовательно при про​ведении по АВ опишется площадь, равная разности

(РЕ—АD)•1—(РD—АD)•1 
т. е.

1•(РЕ—РD)
вычтя которую из площади АВ•1 и получим, что площадь LABJ равна

1•(АВ—РЕ+РD)
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следовательно сила пропорциональна124
(АВ—РЕ+РD).
Следствие 2. Таким же образом можно вычислить силу, с которою сфероид AGBC притягивает массу Р, расположенную на его оси АВ. Пусть NKRM есть такое кони​ческое сечение, коего ордината ЕR, перпенди​кулярная к РЕ, равна, при всяком ее положе​нии, отрезку РD, прово​димому к точке пересе​чения D этой ординаты со сфероидом. Из вер​шин сфероида А и В про​водятся перпендикуляры АК и ВМ, соответ​ственно равные АР и ВР, пересекающие сказан​ное коническое сечение в К и М (фиг. 121). Проведя КМ, отсечем от него площадь КМВК.
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_________________
124 Притяжение кругом, представляющим сечение тела вращения, точнее говоря слоем, заключенным между двумя бесконечно близкими кругами, находится по формуле (1) примечания 123, и высказываемая теорема, при принятом теперь обозначении, приводит к сле​дующей формуле.

Пусть ( есть плотность (объемная) тела вращения:

РA=а, РВ=b, PF=x, РR=Х; полагая
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(1) 
будем иметь, так как q=(•dx, притяжение
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 (2) 
Так, для цилиндра будет при f(r)=k/r2:
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где c=AD

есть радиус цилиндра, и, значит полное притяжение будет
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т. е. F пропорционально

(АВ—PE+PD).
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Пусть S есть центр сфероида, SC — его большая полуось; тогда отно​шение силы, с которою точка Р притягивается сфероидом, к силе притяжения шаром, описанным на диаметре AВ, равно отношению
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Основываясь на расчетах подобного же рода, можно найти и притяжение сегментом сфероида,125
_________________

125 Приводимая в этом следствии формула для притяжения эллипсоида вращения на точку, лежащую на оси вращения, может быть получена следующим образом: обозначим рас​стояние PD через X; тогда, на основании формулы (2), будет
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PA=l—a, SA—SB=a, PS=l, РЕ=х. 
На основании уравнения эллипса при SC=b, будет
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если, для сокращения письма, сделать:
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и все свелось к вычислению интеграла
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Интеграл [image: image72.png]


Ньютон приводит к вычислению интеграла[image: image73.png]


 в самом деле,

будет
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Откуда
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(1)

Но 
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 (2) 
подставляя в формуле (1), получим
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 (3)

Подставляя в эту формулу пределы (l+a) и (l—a) и обозначая через S — площадь MRKAB, так что
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Следствие 3. Когда притягиваемая масса лежит внутри сфероида на его оси, то притяжение ее пропорционально расстоянию до его центра. Это легко можно получить следующим рассуждением, и притом находится ли при​тягиваемая точка на оси, или нет.

Пусть AGOF (фиг. 122) есть притягивающий сфероид, S — его центр, Р— притягиваемая точка. Проведем через эту точку Р полудиаметр SPA и еще две каких бы то ни было прямых DE и FG, пере​секающих сфероид в точ​ках D, E, F и G, и пусть РСМ и HLN предста​вляют две сфероидических поверхности, лежащих внутри данной, одноцентренных и подобных ей, причем первая из них проходит через точку Р и пересекает прямые DE,
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______________________
заменив А, В и С их величинами и заметив, что при

х=l—а 

будет и

Х=l—а 

и что при

x=l+а 

будет и

Х=l+а, 

получим
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но

S—2al=MRKAB—ABMK=KMRK=S1 

а так как притяжение шара, описанного на диаметре AB, есть
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то и будет
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Это и есть приведенная в тексте формула.

По поводу этой формулы заметим, что, как видно из сочинения Ньютона — «De curvatura curvarum», ему было известно не только геометрическое, но и аналитическое представление интегралов, содержащих корень квадратный из трехчлена второй степени относительно независимой переменной.
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FG в точках В и С, вторая же пересекает эти прямые в точках H, К, J, L. Все эти сфероиды имеют общую ось, и отрезки прямых, заключенные между ними, будут соответственно равны, а именно:

DP=BE, FP=CG, DH=EJ, FK=LG
ибо прямые DE, РВ и HJ разделяются пополам в тех же точках, как FG, PC и KL. Вообрази теперь, что DPF и EPG представляют два противо​положных конуса, описанных бесконечно малыми углами DPF и EPG, и что линии DН и EJ также бесконечно малые; тогда вырезаемые этими кону​сами части DHFK и GEJL поверхностей сфероидов будут пропорциональны квадратам расстояний до точки Р и, в виду равенства длин DН и EJ, оказы​вают на эту точку равные притяжения. На основании этого, если объемы DPF и EGCB подразделить бесчисленным множеством подобных, одноцентренных и имеющих ту же ось сфероидических поверхностей на элемен​тарные объемы, то все они попарно притягивают точку Р с равными силами в противоположные стороны, следовательно силы притяжения конуса DPF и конического сегмента EGCB между собою равны и, будучи направлены в противоположные стороны, взаимно уничтожаются; это относится, значит, и до всей материи, расположенной вне внутреннего сфероида РСВМ, кото​рая таким образом на точку Р притяжения не оказывает. Следовательно, точка Р притягивается только внутренним сфероидом РСВМ, и по след​ствию 3 предложения LXXII сила этого притяжения так относится к при​тяжению точки А всем сфероидом AGOD, как расстояние PS к AS.
Предложение ХСII. Задача XLVI
Найти закон убывания центростремительных сил, направленных к отдельным частицам заданного притягивающего тела.
Из заданного тела надо сделать шар или цилиндр, или иное тело пра​вильной формы, для которого закон полной силы притяжения, находящийся в соответствии с законом убывания притяжения отдельной частицею, мог бы быть найден по предложениям LXXX, LXXXI и XCI. Произведя затем испы​тания, определяют притяжение тела в различных расстояниях; найденный по этим определениям закон притяжения к целому телу доставит и искомый закон притяжения его частицами.

Предложение XCIII. Теорема XLVII
Если тело, ограниченное с одной стороны плоскостью, с прочих же сторон неограниченное и простирающееся до бесконечности, состоит
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из равных частиц, одинаково притягивающих, причем притяжение их убывает пропорционально какой-либо степени расстояния бо'льшей, нежели вторая, и какая-либо масса, лежащая где угодно относительно граничащей плоскости, притягивается этим телом, то это притяжение при удалении от плоскости убывает пропорционально степени расстояния тела до плоскости, на три единицы меньшей той, пропорционально которой убывает притяжение отдельных частиц тела.
Случай 1. Пусть LGl есть плоскость, ограничивающая тело, которое расположено от нее в сторону J и подразделено на слои бесчисленным мно​жеством плоскостей: mНМ, nJN, oKO (фиг. 123) и т. д., параллельных плоскости GL, и масса С лежит вне притягиваю​щего тела. Проведем прямую CGHJ перпендикулярно сказанным плоскостям, и пусть притя​жение частиц обратно пропор​ционально степени n расстояния, не меньшей 3; тогда, по следствию 3 предложения ХС, сила притя​жения массы С какою-либо пло​скостью mНМ обратно пропор​циональна СHn-2. Возьми в пло​скости mНМ длину НМ, обратно

пропорциональную CHn-2, тогда сила притяжения плоскостью mНМ будет пропорциональна этой длине НМ. Подобным же образом и по другим плоскостям откладываются длины GL, JN, КО и пр., обратно пропорцио​нальные CGn-2, CJn-2, СКn-2 и т. д.,— притяжения этих плоскостей будут пропорциональны соответствующим длинам, значит сумма этих притяжений будет пропорциональна сумме этих длин, т. е. площади GLOK, продолжен​ной до бесконечности в сторону ОК. Эта же площадь (по известным спо​собам квадратур) обратно пропорциональна CGn-3, следовательно и притя​жение всего тела обратно пропорционально этой величине.

Случай 2. Если же масса С (фиг. 124) лежит внутри тела, то отло​жив длину СК, равную CG, и проведя плоскость оКО, отсечем такую часть LGloKO тела, ограниченную параллельными плоскостями lGL, оКО, которая на массу С притяжения не оказывает, ибо действия противоположных частей этого отсеченного тела взаимно уравновешиваются, следовательно масса С
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притягивается только телом, лежащим за плоскостью ОК, сила же этого притяжения, по доказанному для 1-го случая, обратно пропорциональна CKn-3, т. е. CGn-3, ибо CG=CK.
Следствие 1. Поэтому, если тело LGJN ограничено с обеих сторон плоскостями LG и JN, простирающимися до бесконечности, то его притя​жение найдется вычтя из полного притяжения неограниченного тела LGKO притяжения его части NJKO, также простирающейся бесконечно в сто​рону КО.
Следствие 2. Если притяжение этой второй части тела по сравнению с первой будет ничтожно мало и его отбросить, то притяжение первой части

при увеличении расстояния будет изменяться приблизительно пропорционально СGn-3.

Следствие 3. Поэтому, если какое-либо конечное тело, ограниченное с одной стороны плоскостью, притягивает частицу в области близ средины этой плоскости и расстояние от частицы до плоскости чрезвычайно мало по сравнению с размерами тела, тело же это само состоит из одинаковых частиц, коих притяже​ние убывает пропорционально какой-либо сте​пени расстояния выше четвертой, то притя​жение всего тела убывает пропорционально степени вышесказанного малого расстояния на три единицы меньшей, нежели та степень, коей обратно пропорционально притяжение частицы. Это утверждение не относится к телу, коего частицы притягивают обратно пропорционально кубу расстояния, ибо в этом случае притяжение упомянутой во 2-м следствии второй неограниченной части тела бесконечно больше притяжения первой его части, ограниченной с двух сторон.

ПОУЧЕНИЕ
Если какое-либо тело притягивается перпендикулярно данной плоскости и требуется определить его движение, когда закон притяжения задан, то задача решается определяя (предл. XXXIX) движение тела, падающего прямо на эту плоскость и слагая (след. II законов) это движение с равно​мерным движением, параллельным этой плоскости.

Наоборот, если требуется найти закон притяжения к плоскости по пер​пендикулярному к ней направлению при условии, чтобы притягиваемое тело
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двигалось по заданной кривой, то задача решается поступая подобно тому, как в задаче III.

Это последнее определение может быть упрощено разлагая ординаты в сходящиеся ряды. Так, если к оси А под каким-либо углом проводятся

ординаты В, коих длины пропорциональны какой-либо степени Аm/n абсцисс, и требуется определить такую силу, направленную по ординатам или в сто​рону к оси абсцисс, или в сторону обратную, которая заставила бы тело дви​гаться по кривой, проходящей через концы ординат, то положив, что абсцисса получает какое-либо весьма малое приращение а, разлагаем ординату (А+()m/n в бесконечный ряд
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и принимаем, что сила пропорциональна тому члену, где ( содержится во второй степени, именно:
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и сила будет пропорциональна B0, т. е. постоянная. Под действием постоян​ной силы тело описывает на самом деле параболу, как это доказал еще Га​лилей. Если же ордината описывает гиперболу, то будет

m=0—1 и n=1,

и сила будет пропорциональна 2А-3 или 2B3, следовательно, когда сила про​порциональна кубу ординаты, то тело будет двигаться по гиперболе.126
____________________

126 В общем случае уравнение траектории будет вида:
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предполагая, что ось у-ков взята так, чтобы движение происходило в плоскости zx; сила
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Опуская подобного рода предложения, перехожу к другим, которых я еще не касался.

ОТДЕЛ XIV
О ДВИЖЕНИИ ВЕСЬМА МАЛЫХ ТЕЛ ПОД ДЕЙСТВИЕМ
ЦЕНТРОСТРЕМИТЕЛЬНЫХ СИЛ, НАПРАВЛЕННЫХ К ОТДЕЛЬНЫМ ЧАСТИЦАМ ВЕСЬМА БОЛЬШОГО ТЕЛА
Предложение XCIV. Теорема XLVIII
Если две однородные среды разделяются пространством, заключенным между двумя параллельными плоскостями, и тело, при переходе через
это пространство, притяги​вается или побуждается к одной из средин перпенди​кулярно к плоскости раздела, других же сил к нему никаких не приложено, и если при этом притяжение, при вся​ком расстоянии от обеих плоскостей, одно и то же и направлено в ту же сто​рону, то синус угла падения на первую плоскость нахо​дится в постоянном отноше​нии к синусу угла выхода из второй.
Случай 1. Пусть Аа, Вb (фиг. 125)— две параллельные плоскости и тело падает на первую плоскость по прямой GH и, в продолжение всего своего перехода через промежуточное пространство, притягивается к первой среде, и под этим действием описывает кривую HJ, и выходит по направлению JK. Проводим к плоскости выхода перпендикуляр JM, пересекающий продолже​ние линии падения GH в М и плоскость падения в R. Пусть продолженная линия выхода JK пересекается с продолженной линией падения НМ в L.
Но
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и следовательно, сила действительно пропорциональна коэффициенту при (2 в разложении функции ((х+() по степеням (. Но затем надо выразить из уравнения z=((х) переменную ( через ( и подставить в выражение (''(x).
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Из центра L радиусом LJ опишем круг, пересекающий прямую НМ в точках Р и Q и продолжение MJ в точке N.
Если положить, что притяжение, действующее на частицу, постоянно, то по доказанному Галилеем кривая HJ будет парабола, обладающая тем свойством, что произведение постоянного ее параметра на длину LM равно HM2, причем точкою L длина НМ разделяется пополам. Поэтому, если из L опустить на MJ перпендикуляр LO, то

МО=ОR;
если к этим равным приложить равные ON и OJ, то и суммы MN и JR будут равны, а так как JR постоянно, то и MN — постоянная, следовательно отношение произведения NM•MJ к произведению постоянного пара​метра на MJ, т. е. к НМ2, по​стоянное; но

MN•MJ=PM•MQ=ML2— PL2=ML2—JL2 

и

НМ2=4ML2
следовательно и отношение (ML2—LJ2):ML2 постоянное, значит постоянно и отношение

LJ2/ML2, т. е. и LJ/ML.
Но во всяком треугольнике синусы углов пропорциональны сторонам, следо​вательно постоянно и отношение синуса угла падения LMR к синусу угла выхода LJR.
Случай 2. Положим теперь, что точка переходит через несколько пространств, ограниченных параллельными плоскостями АаbВ (фиг. 126) ВbсС и т. д., и что она находится под действием силы, которая в каждом пространстве постоянна, но в разных пространствах различная. По вышедоказанному синус угла падения на первую плоскость Аа находится в по​стоянном отношении к синусу угла выхода из второй плоскости, но этот синус есть, вместе с тем, синус угла падения на вторую плоскость Вb и находится в постоянном отношении к синусу угла выхода из третьей плоскости, этот же — в постоянном отношении к синусу угла выхода из четвертой плоскости Dd и т. д. до бесконечности, следовательно, по перемножении этих отношений,
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получится, что синус угла падения на первую плоскость находится в постоянном отношении к синусу угла выхода из последней.

Положим теперь, что промежутки между плоскостями уменьшаются, число же их увеличивается до бесконечности, так что закон изменения при​тяжения или напора может быть сделан каким угодно непрерывно изменяю​щимся, тогда так как отношение синуса угла падения на первую плоскость к синусу угла выхода из последней остается постоянным, то оно останется таковым и при всяком законе притяжения.127
Предложение XCV. Теорема XLIX
При тех же предположениях я утверждаю, что скорость частицы до падения относится к ее скорости после выхода, как синус угла выхода к синусу угла падения.
Возьмем AH=Jd (фиг. 126) и проведем перпендикуляры AG и dK, пересекающие линии падения и выхода GH и JK в G и К, по GH отло​жим ТН=JK и опустим на плоскость Аа нормаль Tv. Разложим движение частицы на два: одно параллельно, другое перпендикулярно к плоскостям Аа,
_____________________
127 Это утверждение может быть проверено весьма просто аналитически, как то показы Клеро. В саном деле, примем за ось z-ов нормаль к плоскости раздела средин и за ось x-ов пересечение этой плоскости с плоскостью падения; пусть угол падения (0, скорость падающей частицы v, x и z — ее координаты в момент t, h — глубина, после которой притяжение частицы ничтожно мало, f(z) — сила притяжения и расстоянии z.
Уравнения движения частицы будут:
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Начальные условия при t=0:
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Из уравнений (1) следует
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 (2) 
и по закону живых сил:
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Пусть при s=h будет v=V и направление движения составляет угол ( с осью s. На основании уравнения (2) будет
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 (4)

по уравнению же (3)
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(5) 
Уравнение (4) дает
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 (6)

Из уравнения же (б) видно, что при постоянном v0, и величина V постоянная, ибо она от (, не зависит. Формула (6) и выражает закон преломления.
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Bb,... Сила притяжения или напора, действуя по направлению этих перпенди​куляров, не изменяет движения по параллелям, поэтому частица проходит в этом движении в равные времена равные длины как в промежутке между AG и Н, так и в промежутке между J и прямою dK; следовательно, длины GH и JK описываются в равные времена, поэтому скорость до паде​ния так относится к скорости после выхода, как GH к JK или к ТН, т. е. как АН или Jd к vH, т. е. (принимая за радиусы ТН или JK) как синус угла выхода к синусу угла падения.

Предложение XGVI. Теорема L
Предполагая то же, что и ранее, и что скорость движения до падения больше скорости после такового, утверждаю, что можно настолько увеличить наклонение линии падения, что частица будет отражаться, причем угол отражения будет равен углу падения.
Вообрази, что частица описывает, как и в предыду​щих случаях, между парал​лельными плоскостями Аа, Вb, Сс,... дуги парабол; пусть эти дуги суть HР, PQ, QR (фиг. 127).

Положим, что наклонение линии падения к первой плоскости таково, что отношение синуса этого угла к радиусу равно отношению синуса этого угла к синусу угла выхода из плоскости Dd в пространство DdEe; при таком условии синус угла выхода будет равен радиусу, и этот угол будет прямой, следовательно линия выхода совпадет с плоскостью Dd. Пусть частица достигает этой плоскости в R; так как линия выхода с этою плос​костью совпадает, то ясно, что частица не может, проникнув далее, перейти в пространство DdEe, не может она и продолжать двигаться по линии вы​хода Rd, ибо на нее постоянно действует сила в сторону среды падения; поэтому частица будет двигаться в обратную сторону, чем прежде, т. е. от плоскости Dd к Сс, описывая дугу параболы QRq, вершина которой (по до​казанному Галилеем) находится в R и которая пересечет плоскость Сс под таким же углом в точке q, как и в точке Q. Продолжая затем свой путь по параболическим дугам pq, ph и т. д., равным и подобным дугам QP, РН и т. д., пересекая при этом в точках р, h, ... прочие плоскости под теми же
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углами, как в точках Р, Н, ..., частица выйдет с таким же наклонением в h, какое она имела при падении в H.
Вообрази теперь, что расстояния между плоскостями Аа, Вb, Cс, ... уменьшаются и что число их возрастает до бесконечности, так что закон притяжения делается каким угодно непрерывно изменяющимся,—угол па​дения и угол выхода, оставаясь постоянно равными, останутся таковыми и при всяком законе притяжения,

ПОУЧЕНИЕ
От изложенных выше движений частицы под действием указанных при​тяжений почти не отличается отражение и преломление света, совершаю​щееся в постоянном отношении секансов, как это найдено Снеллиусом, сле​довательно и в постоянном отношении синусов, как это изложено Декартом. Наблюдениями многих астрономов доказано, что свет распространяется постепенно и достигает от Солнца до Земли приблизительно в семь или в восемь минут времени, как это следует из затмений спутников Юпитера. Когда же лучи находятся в воздухе (как уже давно заметил Гримальди, пропуская через отверстие свет в темную комнату, что я и сам пробовал), то при проходе близ углов тел непрозрачных или прозрачных (как, напр., около круглых прямоугольных ободков золотых, серебряных или медных монет или же около острых, как у осколков камня или стекла) они загиба​ются в сторону к телу, как бы будучи к нему притягиваемыми. При этом лучи, ближайшие к телу, загибаются больше, как бы более притягиваясь, что я сам тщательно наблюдал. Те же лучи, которые проходят в большем расстоянии, загибаются менее, и в еще большем расстоянии загибаются даже чуть-чуть в противоположную сторону, давая три цветных полосы. Пусть на чертеже s представляет ребро какого-либо лезвия или клина AsB, и gowog, fnunf (фиг. 128), emtme, dlsld — лучи, изогнувшиеся на величины дуг owo, nun, mtm, lsl к лезвию в большей или меньшей степени, сообразно расстоя​нию до лезвия. Так как такое закругление лучей происходит в воздухе вне лезвия, то и те лучи, которые падают на нож, должны сперва искривиться ранее, чем достигнуть ножа. В таких же условиях находятся и лучи, пада​ющие на стекло, так что преломление происходит не в точке падения, а по​степенно непрерывным искривлением луча, происходящим частью в воздухе, ранее достижения стекла, частью (если не ошибаюсь) в самом стекле, после проникновения в него, подобно лучам: ckzc, biyb, аhxа (фиг. 129), которые падают в r, q, р и искривляются между k и z, i и у, h и х, как это и начер​чено. По аналогии между распространением световых лучей и движением
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весьма малых тел, я имею в виду изложить еще следующие предложения, имеющие отношение к оптике, но совершенно не касаясь самой природы лучей (телесная ли она, или нет) и совершенно ее не обсуждая, а только на​ходя пути тел подобные ходу лучей.
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Предложение XCVII. Задача XLVII
Полагая, что синус угла падения на какую-либо поверхность нахо​дится в постоянном отношении к синусу угла выхода и что искривление пути частицы близ поверхности происходит на столь коротком проме​жутке, что его можно принять за точку, требуется определить такую поверхность, которая заставила бы все частицы, выходящие последова​тельно из заданной точки, собраться в другую точку, также заданную.
Пусть А (фиг. 130) есть та точка, из которой частицы расходятся, В — та, в которую они должны сойтись, CDE — та кривая, которая своим обра​щением около оси АВ опи​сывает искомую поверхность, D и Е — две какие-либо точки этой кривой, EF, EG — перпендикуляры, опущенные на пути AD и DB частицы.

Положим, что точка D приближается к Е; тогда предельное отноше​ние длины DF, на которую увеличивается AD, к длине DG, на которую
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уменьшается DB, будет равно отношению синуса угла падения к синусу угла выхода, которое задано, значит будет известно отношение увеличения длины AD к уменьшению длины DВ. Поэтому, если на оси АВ взять где бы то ни было точку С, через которую должна проходить искомая кри​вая, и брать отрезок СМ, представляющий увеличение длины АС в выше​упомянутом заданном отношении к отрезку CN, представляющему умень​шение длины ВС, и из центров А и В радиусами AM и BN описывать два круга, пересекающихся в D, то эта точка D и будет лежать на искомой кривой CDE, следовательно построение таких точек и послужит для опре​деления требуемой кривой.

Следствие 1. Предполагая, что точка А или В или удаляется в бес​конечность, или перемещается относительно С, занимая разные положения,

получим все те кривые, кото​рые исследованы Декартом в оп​тике и геометрии по отношению к преломлению света; но так как Декарт скрыл, каким образом он их изобрел, то в этом предложе​нии и имелось в виду это показать. Следствие 2. Если частица, падающая на какую-либо поверх​ность по прямой AD (фиг. 131), проводимой по какому-либо закону, выхо​дит по какой-либо другой прямой DK, и из точки С провести кривые СР и CQ, постоянно перпендикулярные к AD и DК, то приращения длин PD, QB, а следовательно, и самые длины РD и QD, образуемые этими при​ращениями, будут относиться друг к другу, как синус угла падения к си​нусу угла выхода, и обратно.

Предложение XCVIII. Задача XLVIII
Предполагая то же, что и прежде, и что задана притягательная поверхность, правильная или неправильная, описанная вокруг оси АВ, тре​буется определить вторую поверхность EF, которая заставила бы все частицы, выходящие из А и проходящие через первую поверхность, собраться в заданную точку В.
Пусть прямая АВ (фиг. 132) пересекает первую поверхность в С, вторую в Е, точка же D берется где бы то ни было. Положим, что отно​шение синуса угла падения на первую поверхность к синусу угла выхода из нее и отношение синуса угла выхода из второй поверхности к синусу
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угла падения на нее равны отношению двух заданных величин М:N. Про​должи АВ до G так, чтобы было

BG:CE=(M—N):N и АВ до Н так, чтобы было

AH=AG и наконец, BF до К так, чтобы было

DK:DH=N:M.
Соедини ВК и из центра D радиусом DН опиши круг, пересекающий продолженную KB в L, и проведи параллельно DL прямую BF; точка F опишет кривую EF, обращением которой около оси АВ и произведется искомая поверхность.
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Ибо вообрази, что кривые СР, CQ постоянно перпендикулярны к линиям АD и DF, кривые же ЕR и ES— к линиям FB и FD; следовательно

QS=CE тогда, по следствию 2 предложения XCVII, будет

PD:QD=M:N=DL:DK=FB:FK

=(DL—FB):FB=(PH—PD—FB):FD 

=(PH—PD—FB):(FQ—QD) ={PH—FB):FQ.
Но по равенствам

PH=CG
QS=CE предыдущее отношение равно отношению

(СЕ+CG—FE):(CE—FS).
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А так как

BG:CE=(M—N):N то

(CE+BG):CE=M:N следовательно

FR:FS=M:N
и по следствию 2 предложения XCVII поверхность EF заставляет частицу, падающую на нее по линии DF, продолжать свой путь по FR в точку В.
ПОУЧЕНИЕ
По этому способу можно было бы перейти к трем или большему числу поверхностей, но для оптических приложений наиболее удобны сферические поверхности. Если бы составить объективы телескопов из двух стекол, ограниченных сферическими поверхностями, заполнив промежуток между ними водою, то, может быть, погрешности преломления, образующиеся на наружных поверхностях, были бы исправлены преломлением воды с доста​точною точностью.

Такие объективы следует предпочесть эллиптическим или гиперболи​ческим стеклам не только потому, что их легче изготовить, но и потому, что ими более правильно преломляются пучки лучей, расположенные вне оси стекол. Однако в действительности различная преломляемость разных лучей есть такое препятствие, вследствие которого в оптике сферическими или иными стеклами можно достичь лишь малого совершенства, и покуда не будут в состоянии исправить происходящие от этого погрешности, будет вполне бесполезно затрачивать труд на исправление прочих погрешностей

_______.

Примечание 116. К предложению LXVI
В этом примечании мы приведем сперва вывод формул, выражающих изменения элементов эллиптического движения планет, ибо эти формулы слу​жат основанием для учения о возмущениях Луны и планет.

§ 1. Тиссеран, излагая в своей «Небесной Механике» Ньютонову теорию движения Луны, пишет:

«В двадцати двух следствиях LXVI предложения Ньютон разбирает действие предыдущих сил по отношению к производимым ими возмуще​ниям тела Р. Соображения, которыми он руководствуется, весьма остро​умны, но по сжатости изложения за ними иногда трудно следить.

«В превосходном мемуаре: „Theorie geometrique du mouvement des aphelies des planetes pour servir d'addition aux Principes de Newton" (Oeuvres, t. V), Лагранж дал изящное геометрическое доказательство дифферен-
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циальных формул, полученных им перед тем аналитически, для движения афелиев и изменений большой оси и эксцентриситета.

«Lespiault [Theorie geometrique de la variation des elements des planetes (Memoires de la Society des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, 1867)], основываясь на лекциях, читанных в 1856 г. в College de France Бертраном, и пользуясь рассмотрением пар, сумел дать геометриче​ские доказательства формул, относящихся к наклонности и долготе узла, дополнив таким образом мемуар Лагранжа.

 «Исследования Ньютона и его последователей по указанному пути вы​текают теперь весьма просто из формул, выражающих производные эллип​тических элементов планеты в зависимости от составляющих возмущающей силы по радиусу-вектору (fm' S), по перпендикуляру к нему в плоскости орбиты (fm' T) и по перпендикуляру к этой плоскости (fm' W).
«Обозначив через: а, n, е, р, (, (, (, (, m, r, w, u, ( — большую полуось, среднее движение, эксцентриситет, параметр, наклонность, долготу узла, долготу перигелия, долготу эпохи, массу, радиус-вектор, истинную аномалию, эксцентрическую аномалию и, наконец, аргумент широты возму​щаемой планеты Р, через m' — массу возмущающего тела S и принимая массу Т за единицу, будем иметь такие формулы:
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Затем Тиссеран показывает, что Ньютону было известно выражение d(/dt, как это обнаружилось по оставшимся после него рукописям, перешедшим впоследствии к лорду Портсмуту, и продолжает: «весьма вероятно, что Ньютону были известны и выражения d(/dt и d(/dt. Я склонен полагать, что он знал

все формулы (1—7), но что он предпочел, вместо того чтобы их опубли​ковать, вывести из них большое число геометрических предложений, кото​рые он получал, рассматривая всякий раз лишь действие, производимое одной из составляющих» (F. Tisserand. Traite de Mecanique Celeste, t. III, ch. III).
Те же формулы приводятся и в главе XXVIII тома I, где Тиссеран говорит по поводу их: «формулы (А) весьма важны, в особенности, если желательно получить изменяющиеся значения элементов при помощи «Меха​нических квадратур».

Обыкновенно приведенные выше по Тиссерану формулы выводят из общей теории изменения произвольных постоянных. Но эта теория требует для своего установления довольно сложных выкладок и соображений, между тем все эти формулы можно вывести непосредственно основываясь на пред​ложении XVII ньютоновых «Начал». Но прежде чем привести этот вывод, обратим внимание на следующие слова Лагранжа в § 2 его мемуара, упо​мянутого выше: «Если сочинение Ньютона и не предлагает точной теории движения афелиев, то тем не менее оно содержит ее зачатки, и лишь труд​ность ее развития, может быть, мешала до сих пор воспользоваться ими. Они находятся в предложении XVII первой книги, в котором показано опре​деление элементов конического сечения, описываемого телом, брошенным с заданною скоростью по заданному направлению и подверженным непре​рывному действию центральной силы, обратно пропорциональной квадратам расстояний. В третьем следствии этого предложения Ньютон замечает, что если тело движется по коническому сечению и каким-либо натиском будет отклонено от своей орбиты, то можно найти его новую орбиту, по которой оно после того будет двигаться, присовокупив к тому количеству движения, которым тело уже обладало, то количество движения, которое натиск ему сообщил, ибо таким образом получится по величине и направлению то новое количество движения, с которым тело покинет то место, где на него подей​ствовал натиск».

§ 2. Приведенное в словах Лагранжа следствие 3 предложения XVII и содержит всю теорию изменения элементов орбиты. В самом деле, если натиск внезапный и весьма малой продолжительности, вроде удара, то он производит лишь изменение количества движения тела, иначе скорости его,
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положение же тела за время действия этого натиска не изменяется; значит, по этому прежнему положению и новой скорости и найдутся элементы новой орбиты.

Если же натиск, иначе говоря возмущающая сила, действует посте​пенно и непрерывно, то и скорость изменяется непрерывным образом. Если рассмотреть то действие, которое произведет возмущающая сила в продол​жение бесконечно малого промежутка времени dt, то скорость получит при​ращение, направление коего совпадает с направлением силы и величина которого пропорциональна напряжению силы и продолжительности ее дей​ствия dt, изменения же или приращения координат тела, вызываемые дей​ствием этой возмущающей силы, будут пропорциональны dt2, т. е. будут второго порядка относительно dt.
Следовательно, надо взять формулы эллиптического движения, придать приращение лишь скорости; члены первого порядка в полученных прираще​ниях элементов, по разделении на dt, и дадут так называемые «изменения эллиптических элементов», выражаемые в небесной механике приведенными выше формулами (А).

Остается теперь выполнить выкладки, вытекающие из приведенного выше указания.

Сам Лагранж, излагая в своей «Mecanique Analytique» теорию измене​ния произвольных постоянных и прилагая ее затем во II главе VII отдела к изменению эллиптических элементов планет, делает вышеприведенное ука​зание, но, не развивая вытекающего из него способа получения требуемых формул, он находит их из общих формул изменения произвольных постоян​ных, являющихся результатом общей теории им данной.

§ 3. Основные формулы эллиптического движения, которые нам пона​добятся и которые можно найти в любом курсе астрономии, следующие:
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Пусть m' есть масса возмущающего тела; обозначим, как уже ска​зано, составляющие возмущающей силы (ускорения): по радиусу-вектору— через fm'S, по перпендикуляру к нему в плоскости орбиты—через fm'T и по перпендикуляру к этой плоскости — через fm'W, и через (, (, ( — проекции или составляющие бесконечно малого изменения скорости, производимые этими силами в продолжение бесконечно малого промежутка времени dt Тогда будет:

[image: image108.png]a=f-m'Sdt; B={fm' Tdt; y=fm' Wit



 (8)

Начнем с нахождения изменений элементов, определяющих положение плоскости орбиты, т. е. долготы узла ( и наклонности (.

Если в момент времени t—dt тело проходило через какую-либо точку Р0 своей орбиты со скоростью V0, то когда возмущающей силы нет, оно приходит в момент t в некоторую точку Р той же самой орбиты, обла​дая скоростью V. Если определять элементы орбиты по положению Р и ско​рости V, то получится та же самая начальная или невозмущенная орбита. Но когда тело подвержено действию возмущающей силы, то выйдя в мо​мент t—dt из точки Р0 с тою же скоростью V0, оно придет в момент t в некоторую точку P1, обладая в ней скоростью V1. Это новое положение Р1 и новая скорость V1 и дадут элементы возмущенной орбиты. Разность или приращение соответствующих элементов этих двух орбит, по разделении на dt, представят производные элементов по времени, которые и требуется найти.

Но расстояние РР1 двух вышеупомянутых положений тела Р есть вели​чина второго порядка относительно dt, разности же соответствующих слагаю​щих скоростей V1 и V суть (, ( и (, т. е. величины первого порядка относи​тельно dt. Поэтому, при разыскании производных элементов орбиты, можно рассматривать, что точки Р и Р1 совпадают, иначе — что положение тела Р не изменилось от действия возмущающей силы, но что тело обладает в этой точке скоростью V1, коей составляющие отличаются от составляющих ско​рости V на величины (, (, (.

Следовательно, стоит только исчислить приращение каждого элемента в этом предположении и разделить это приращение на dt, частное и пред​ставит требуемое выражение изменения этого элемента.

Положение плоскости возмущенной орбиты определяется направлением новой скорости и центром О главного тела (фиг. 134). Так как положение тела Р не изменилось (точнее говоря, так как изменения положения тела Р, вы​зываемые действием возмущающей силы, — второго порядка относительно dt),
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то прямая ОР есть пересечение этих двух плоскостей; пусть РН есть век​тор, представляющий скорость V в рассматриваемый момент в невозмущен​ном движении и, следовательно, лежащий в плоскости OPQ первоначальной орбиты; чтобы получить положение OPQ1 новой орбиты (отбрасывая по-прежнему члены второго порядка относительно dt), стоит только отложить длину HG=( по перпендикуляру к плоскости POHQ, плоскость OPGQ, проходящая через прямые ОР и PG, и есть требуемая.

Чтобы определить бесконечно малый угол (, составляемый ею с плос​костью первоначальной орбиты, проведем плоскость РСА, перпендикуляр​ную к ребру ОР, и спроектируем прямую GH на эту плоскость.

Тогда будет

Но[image: image111.png]



[image: image112.png]AC=HG=yx; C’P—-r-jﬂ




ибо СР есть составляющая скорости тела Р по перпендикуляру к радиусу-вектору ОР. Но

[image: image113.png]”
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следовательно

[image: image114.png]CP=—




и предыдущая формула будет

[image: image115.png]ol



 (9)

Чтобы получить изменения наклонности ( и долготы узда (, обратимся к фиг. 133 и, составив сферический угол NPN1=(, получим новый узел.N1 и новую наклонность (1.

Сферический треугольник NPN1 и доставит требуемые изменения этих элементов.

Проводим N1К перпендикулярно к NP, тогда

N1К=(•sinN1P=(sinNP+бескон. мал.)•(=(•sin(,

причем члены высшего порядка отбрасываются.

Но в бесконечно малом треугольнике NN1K будет

NN1•sin(=KN1.
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Ho NN1=d( есть изменение долготы узла, следовательно будет

[image: image116.png]sinq-dﬁ=sin¥'~8=sin¥’-7c'_'




и, подставляя вместо ( его величину fm'Wdt, получим по разделении на dt:
[image: image117.png]sing - f'” rWsinY.




Но по формулам (Е) имеем

[image: image118.png]f 13 na
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следовательно будет

[image: image119.png]


 (5)

Это есть как раз формула (5) группы (А).

Чтобы получить изменение наклонности, возьмем треугольник PNN1, и пусть

[image: image120.png]PN,y=¢,=¢+dp,




тогда будет: 

[image: image121.png]PNN,=¢; PN,N=n—g¢,; NPN,





следовательно

[image: image122.png]08¢, =c0sg cos3 —singsind - cos Y.




Но 

[image: image123.png]cosd=1, sind=28




и значит,

[image: image124.png]c0sg, —Cos¢ = —sing-dp=—sing-cosY 8.





Заменив ( и f их величинами, получим но разделении на dt:
[image: image125.png]


 (4)

это есть формула (4) группы (А).

Отсюда видно, что для вывода этих формул достаточно самых простых и элементарных соображений.

§ 4. Величина и вид эллипса в плоскости орбиты определяются элемен​тами а и е, т. е. большою полуосью и эксцентриситетом, от этих же элемен​тов зависит и параметр орбиты р.
Нормальная составляющая ( изменения скорости вызывает лишь из​менение плоскости орбиты и не сказывается на ее виде и величине, поэтому
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придется рассматривать лишь влияние изменений скорости, обозначенных через ( и (, именно:

[image: image126.png]a==fm'Sdt
B=fm'Tdt




по направлению радиуса-вектора и по направлению, к нему перпендику​лярному.

Обозначим через v1 и v2 — проекции первоначальной скорости на эти на​правления, т. е.

[image: image127.png]



и

[image: image128.png]



Их измененные величины будут

[image: image129.png]



и пусть

[image: image130.png]a-+da





новая большая полуось.

Уравнение живых сил дает:

[image: image131.png]V’=v‘2+t7£"’:—:/}t(—g——%~)
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ибо радиус-вектор r, как уже сказано, от действия возмущающих сил пре​терпевает лишь изменения второго порядка и, следовательно, должен счи​таться постоянным.

Разность этих уравнений дает

[image: image132.png]da
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следовательно

[image: image133.png]fir ‘i_f = ! [So, + To,)dt




Но, по формулам (Е),
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таким образом будет
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но

[image: image136.png]p=1+m



 

[image: image137.png]



следовательно

[image: image138.png]


 (1)

Это есть формула (1) группы (А). Затем имеем

[image: image139.png]c=Vp-Vip=n,r




для возмущенной орбиты будет

[image: image140.png]6=V, Vie=@,+P)r




причем

[image: image141.png]b, =p-+dp.




Таким образом

[image: image142.png]Vi - (Vp,— Vo) = Viz - a(Vp) =B -~




но

[image: image143.png]B="fm'Tdt




и

[image: image144.png]



следовательно

[image: image145.png]S

Il

Js

.



 (3)

Это есть формула (3) группы (А).

Большая полуось, параметр и эксцентриситет связаны соотношением

[image: image146.png]p=a(l—¢)




значит будет

[image: image147.png]de da__dp
2"’3—(1_3')E_§




и, заменив da/dt и dp/dt их величинами (1) и (3), получим

[image: image148.png]na? {1 — ¢ (Ssinw + T (cos % —+- cos w)].



 (2) 

Это есть формула (2) группы (А).
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§ 5. Направление большой оси орбиты в ее плоскости определяется долготою перигелия (.

Обращаясь к фиг. 133, имеем:

[image: image149.png]N+ NP=ow-—+w
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следовательно

[image: image150.png](@N,—zN) + (N, P— NP) = (0, — ) + (w0, — w) = dw + dw




но

[image: image151.png]



значит будет

[image: image152.png]do -+ dw=2sin* £ . a8



 (*) Но, по формуле (Е),

[image: image153.png]



и так как радиус-вектор не изменяется, то

[image: image154.png]L dw 1 dp de
——esmw-li_T . EE—E;COSW‘




Подставляя вместо dp/dt и de/dt их величины (3) и (2), получим

[image: image155.jpg]dw__

ORI G S

mm‘ VI — ¢ [(2—cos u cos w— costw) T— S sin weos w].




Но, по формуле (Е),
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следовательно
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таким образом

[image: image158.jpg]_Amna’\/l—e’[—ScOSw+T(l+;)gmw:|




после чего формула (*) дает

[image: image159.jpg]do ]
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Это есть формула (6) группы (А).
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§ 6. Положение планеты Р на ее орбите определяется для любого момента времени t, когда известна средняя долгота для начального момента, или, как ее называют, долгота эпохи (, при помощи Кеплерова уравнения

[image: image160.png]—esinu=nt+¢— w.




 (*)
Во всех формулах, относящихся к возмущенному движению, величина ( входит всегда в составе количества nt+(, поэтому изменение всего этого количества относится на изменение (, величина же nt почитается неизменяю​щейся. Поэтому в уравнении (*), при его дифференцировании, будем nt счи​тать постоянным, и тогда будет

[image: image161.png]de = du —+ dw — ¢ cos udu —sin u - de.



 (**) 

Но мы видели, что

[image: image162.png]dio = 2 sin*-£- 40— do.




Уравнение

[image: image163.png]



дает

[image: image164.png]— rsinwdw = (cosu—e)da— asinudu —ade




но

[image: image165.png]V1—étasinu=rsinw




следовательно

[image: image166.png]du=V1—édw+
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подставив вместо dw его величину, имеем

[image: image167.png]du—+dw =2 \/l—e’sin’%um—a—

cosu—e da 1
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Обозначим, для сокращения письма, первые два члена в правой части этого уравнения через (, тогда оно напишется так:

[image: image168.png]du+do =A +
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По формуле (Е) имеем

[image: image169.png]— ecosu





отсюда

[image: image170.png]coss r da
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следовательно

[image: image171.png]



и уравнение (**) будет

[image: image172.png]de=A-+
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Подставив вместо da и de их величины (1) и (2), получим
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Соберем во второй части члены, содержащие S и Т, так, чтобы было

[image: image174.png]om'
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тогда

[image: image175.png]es8inw _r(cosw+cos'u)__ 1—ésinw__
yi—e asinu smw

a(l—¢é)
T

A=
o
= e(cosw —+cosu) — =ecosw+ewsu—1—ecosw=—;~

B=(wsw+casu)[ﬁm— Vl—e’]=0




следовательно[image: image176.png]de=A—2"_ nargt,
1+m




Подставив вместо ( его величину и разделив на dt, имеем
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 (7)

Это есть формула (7) группы (А).

Таким образом все формулы группы (А) могут быть выведены весьма просто, прямым и непосредственным образом, на основании указания Нью​тона, совершенно независимо от общей теории изменения произвольных
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постоянных. Вместе с тем вывод этот требует нахождения приращений или дифференцирования лишь самых простых функций и применения таких пра​вил, которые все имеются в «Methodus Fluxionum»; поэтому надо думать, что Тиссеран был вполне прав утверждая, что Ньютону эти формулы были известны.

§ 7. Получив таким образом все формулы, дающие изменения эллипти​ческих элементов в зависимости от проекций возмущающей силы, можно сделать и дальнейший шаг, введя вместо S, Т и W производные так назы​ваемой пертурбационной функции R, через которые эти силы выражаются.

Положим сперва, что возмущающее тело только одно, масса его m', масса возмущаемого тела m и главного тела 1.

Как известно, проекции возмущающей силы на оси координат выражаются частными производными дR/дx, дR/дy, дR/дz пертурбационной функции по

соответствующим координатам возмущаемого тела.

Пусть х1, y1 , z1 суть координаты возмущающего тела, х, у, z — воз​мущенного и начало О находится в центре главного тела, тогда полагая
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После этих предварительных замечаний обратимся опять к «Небесной Механике» Тиссерана и возьмем из нее следующее место главы XXVII тома I.
«По теореме проекций, воспользовавшись формулами сферической три​гонометрии, будем иметь:
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 (11)
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где через ( обозначено угловое расстояние планеты до ее восходящего узла, т. е. аргумент широты.

«Пусть ( есть который-нибудь из эллиптических элементов, тогда будет
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Величины производных[image: image181.png]gz 9y 9o
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найдутся на основании формул эллиптического движения, именно:
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«Производные по ( вычисляются без всяких затруднений; по отношению к производным по ( необходимо заметить, что ( входит в формулы и явно и не явно при посредстве величины (, затем
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Наконец, производные по а, е, ( легко получаются заметив, что будет:
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«Мы не изменяем а в выражении nt+(—(, ибо мы предполагаем, что в формулы вводится[image: image185.png]


вместо nt.
«Найдя, на основании такого вычисления,[image: image186.png]
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основании формул (11) и (12), производные dR/д(.
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[image: image187.png]m

1

=
1

'

Bsr

?TI:-= WrsinY

-‘%: — Sacosw —+ Tzle“:wrsinw
%?:S\/lfe' sinw—+ T%’\fl-——e‘
%: —2Trs‘m'-ét— WrsingcosT
%: —-—#~%+1¥.»




 (С)

Из этой выписки видно, что для получения формул (С) достаточно не​посредственных дифференцирований и простых подстановок.

§ 8. Чтобы получить формулу (А), Тиссеран подставляет значения производных, даваемых формулами (С), в общие формулы изменений элемен​тов, получаемые на основании общей теории.

Мы же будем следовать как раз обратному пути; так как группа формул (А) нами выведена непосредственно, стоит из формул (С), полу​чаемых, как видно, также независимо от общей теории изменения произ​вольных постоянных, найти выражения S, Т, W через производные пер​турбационной функции R и подставить их в формулы (А), то мы и получим ту общую группу формул, установление которой требуется.

Обратив внимание на состав формул (А) и (С), нетрудно заметить, что величины S, Т и W входят в обе группы одинаковыми между собою соче​таниями, поэтому из формул (С) надо непосредственно находить требуемые сочетания, которые и подставлять в формулы (А).

Так, формула (4) группы (С) дает непосредственно:
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что, по подстановке в формулу (1) группы (А), в силу соотношения
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дает

[image: image190.png]


 (15)
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формула (2) группы (С)[image: image191.png]gle
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дает

что, по подстановке в формулу (5) группы (А), на основании того же соот​ношения (*), дает
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 (16)

формула (4) группы (А) содержит величину Wrcos(; в группе (С) эта величина содержится в уравнениях (5) и (6) совместно с Тr. Исключив Тr из уравнений (5) и (6), получим
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после чего подстановка в формулу (4) группы (А) дает
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Заметив, что
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можно формулу (3) группы (С) написать так:

[image: image196.png]1 1 R

—Swsw+T(1+;7)sinw



 (3')

после чего уравнение (6) группы (А) обратится в следующее:
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Заменив d(/dt его величиною (16), получим
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Стоит только подставить в формулу (7) группы (А) значения d(/dt и d(/dt и выражение
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и заменить f•(1+m) через n2а3, чтобы получить формулу
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Подстановка величины
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в уравнение (3) группы (А) дает
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или иначе
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 (21)

Остается еще найти de/dt. Но мы имеем 
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взяв логарифмическую производную, имеем
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Подставив вместо da/dt и dp/dt их величины (15) и (21) получим,
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 (22) 

Таким образом мы получаем следующую группу формул:
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Эта группа формул, приведенная на стр. 190 т. I «Небесной Механики» Тиссерана, составляет заключительный вывод главы XI этого тома и служит основанием для всей теории возмущенного движения планет по методу изме​нения постоянных произвольных, изложению которой и посвящен весь этот том.

Достаточно обратить внимание на то, что R есть линейная и однород​ная функция масс m', m", . . . возмущающих тел, именно:
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где 
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и
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так же как и полные составляющие возмущающих сил, чтобы видеть, что формулы (В) совершенно общие, т. е. что они имеют место при любом числе возмущающих тел.

Из этого примечания, нарочно изложенного с такою подробностью, видно то значение, которое имеет следствие 3 предложения XVII для «Не​бесной Механики»; вместе с тем стоит только сравнить вывод формулы (А) и затем (В), данный здесь, следуя истинному смыслу слов Ньютона, с выводом этих формул на основании общей теории изменения произвольных постоянных в «Механике» Тиссерана или в т. I Annales de l'Observatoire de Paris par U. J. Le Verrier, где этот вывод, опуская все простые и проме​жуточные выкладки, занимает 22 страницы мелкой печати большого in 4°, чтобы еще более убедиться в пользе изучения ньютоновых «Начал» при изучении даже и современной небесной механики.

§ 9. Приведем теперь выражения сил S, Т и W. Примем за плос​кость xy плоскость орбиты тела Р, и пусть массы этих тел суть: главного тела Т... М, тела Р... m и возмущающего тела S . . . m'; обозначим соответственно расстояния:
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Тогда можно рассматривать, что от взаимного притяжения на эти тела действуют соответственно силы, сообщающие им следующие ускорения:
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причем порядок букв, напр. TS, указывает, что ускорение направлено по прямой TS от Т к S, a SТ означает, что ускорение направлено по той же прямой от S к Т.
Но движение рассматриваемого тела Р относится к телу Т, принимае​мому за неподвижное, следовательно надо к прочим двум телам приложить такие силы, которые сообщали бы им ускорения, равные и противоположные ускорению тела Т; таким образом к телу Р надо еще приложить ускори​тельные силы: fm/r2 по РТ и fm1/r12 по направлению, параллельному ST; таким образом на тело Р будут действовать следующие ускорительные силы:
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к на тело S — следующие силы:
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Так как имеется в виду рассматривать движение тела Р, то и разберем силы, на него действующие.

Сила F1, направленная к принятому за неподвижное телу Т и обратно пропорциональная квадрату расстояния до него, дает невозмущенное эллипти​ческое движение. Возмущающие силы суть F2 и F3; их и надо разложить по вышеприведенным трем направлениям.

Для этого опустим из точки S на плоскость орбиты тела Р перпенди​куляр SJ и из точки J перпендикуляр JH на радиус-вектор ТP тогда сила F3 разлагается на следующие три:
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и сила F2 — на следующие три:
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следовательно
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Условившись означать через ( и (1 — долготу тела Р и тела S, считае​мую в плоскости орбиты тела Р, и через ( — широту тела S от той же плоскости, будем иметь:
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таким образом будет:
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 (23)

Предложение LXVI, как указано Ньютоном в предисловии, имеет в виду приложения к теории Луны, поэтому для общего обозрения глав​нейших неравенств он сперва пренебрегает наклонением лунной орбиты к эклиптике, т. е. полагает в формуле (23); cos(=1; тогда будет
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вместе с тем отношение r/r1 составляет около 1/400, поэтому, если пренебречь

квадратами я высшими степенями этой величины, то можно в первом при​ближении взять
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и тогда будет
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т. е.
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Эти величины, при подстановке в формулы группы (А), а также и при непосредственном рассмотрении действия на тело Р сил, ими представляемых, в значительной степени облегчают понимание высказываемых в следствиях предложения LXVI утверждений.

______
