К обоснованию теории вероятностей
Д. Дж. Стрьюк   
§ 1. Введение
Обоснование математической теории вероятностей представляет собой до сих пор спорный вопрос. Имеются школы «недостаточного основания» И школы «достаточного основания», школы «априорной определенности» и «частотной определенности», школы субъективной и объективной вероятности. Существуют два главных затруднения. Первое — это определение равновозможных событий. Второе — это связь между законами причинного естествознания (механика, электродинамика и т. д.) и между статистической закономерностью. Действительно ли необходимо присоединить к законам механики один или несколько независимых «законов больших чисел», чтобы объяснить закономерности брошенной игральной кости? На все эти вопросы даются различные ответы, и существование математической теории вероятностей остается чем-то загадочным.
С точки зрения диалектического материализма можно сформулировать возражения против этих современных теорий следующим образом. Прежде всего, мы не можем принять какую бы то ни было субъективную теорию, т. е. какую бы то ни было теорию, которая «объясняет» вероятностные явления природы из человеческих суждений. Кость выпадает определенным образом после нескольких бросаний не просто потому, что наблюдатель не знает, отчего одна грань не выпадает чаще чем другая. Вероятностные явления имеют свое существование в объективном мире и совершенно не зависят от наблюдателя. Это необходимо подчеркнуть не только в связи с известными толкованиями старой теории Лапласа, о которой подробнее речь впереди, но и вопреки некоторым новомодным теориям квантовой механики. Там иногда встречается утверждение, будто в механике атома все осталось бы каузальным, если бы не стал вмешиваться наблюдатель *).
Имеются еще другие принципиальные возражения против тех теорий, которые нацело отделяют вероятностные явления от всех других, — от причинных явлений. Статистические события не просто наложены на причинный мир в качестве своего рода второй природы, но должны тесно связываться с причинными событиями. Лаплас, который был не только великим математиком, но и выдающимся философом, считался с этим диалектическим соотношением, когда он показал, что закон ошибок Гаусса получается тогда, когда вместе действует громадное количество причин, из которых каждая дает незначительное следствие. Его работа, тем не менее, неудовлетворительна, потому что он не сумел дать рациональное определение вероятности.  Пуанкаре   в своей «Теории вероятности» связал ве-
*) Все примечания даны отдельно в конце статьи. См. стр. 95.
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роятности с явлениями малых причин и больших следствий. Фридрих Энгельс в известном месте своей «Диалектики природы» 2) ясно формулирует это, когда заявляет, что случайное необходимо, что необходимость определяет самое себя как случайное, и что это случайное есть, с другой стороны, сама абсолютная необходимость. С привычной скромностью Энгельс приписывает эту формулировку Гегелю («Логика». Кн. II, разд. III. «Действенность»), что верно 3), однако весьма трудно понять эту главу у Гегеля, между тем как анализ Энгельса совершенно ясен.
Таким образом, диалектический материализм требует такой теории вероятностей, которая была бы физической теорией, а не теорией суждения и в которой исследовалась бы связь между каузальными и случайными событиями. Вместе с тем он должен требовать вполне законченной математической теории и, прежде всего точного определения основных понятий.    
Здесь делается попытка дать грубый и элементарный набросок подобной теории, в основных чертах как будто удовлетворяющий этим требованиям. Собственно, это больше программа, поскольку настоящие вычисления сделаны лишь для нескольких немногих случаев. В последнее время этим вопросом занялись некоторые выдающиеся математики (все они работают сейчас в разных высших учебных заведениях США). В частности отсылаем к основной работе Эбергарда Гопфа 4).
Основные идеи этой теории неновы, однако в своем сочетании они представляют, на наш взгляд, достаточно интересное целое, заслуживающее внимания. Кратко их можно сформулировать так:
I. Математический принцип. Математическая теория вероятности есть теория меры.
II. Физический принцип. Статистическая закономерность есть результат причинной связи. Не может быть вероятности без причинности.

Первый принцип был впервые введен Борелем в чисто математических исследованиях 5); в последнее время он часто дискутировался и лег в основу новой книги Колмогорова. Он показывает, почему Лаплас и другие прежние математики не смогли создать удовлетворительной теории вероятностей. Теория меры (в смысле теории точечных множеств) возникла в начале нашего века, и, значит, она относительно нова. Она дает возможность математически точно сформулировать то «почти везде», которое столь типично для вероятностных явлений. Нечто подобное мы находим и в теории относительности. Уже Лейбниц энергично протестовал против догматического, недиалектического способа, каким Ньютон ввел абсолютное время и абсолютное пространство в механику, «абсолютное» не в смысле философски «объективного», а в смысле физики: безразличное к материи вместилище всего материального — неизменное абсолютное пространство; безразличное к материи неизменно текущее абсолютное время. Однако он не мог достигнуть особенно больших результатов, ибо у него не было необходимого математического инструмента, чтобы выразить свою диалектическую точку зрения. Лишь после того как Риччи создал теорию инвариантов квадратичных дифференциальных форм, Эйнштейн получил возможность отбросить абсолютное время и абсолютное пространство и оправдать Лейбница против Ньютона, по крайней мере, в известных, простых случаях.
Второй принцип, который уже вырисовывался перед Лапласом, Гиббсом, Больцманом и многими другими и который в явном виде был сформулирован Гегелем и Энгельсом, впервые был положен в основу математической теории Смолуховским (Краков) в его статье к юбилею Планка в 1918 г. 6). Здесь мы встречаемся с утверждением, что случайное есть частный случай причинных связей: «Под случаем подразумевают особого рода причинные связи», а также с характеристикой этих связей,  выражаемой   условием   Пуанкаре,   что   малые  причины  вызывают   
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большие следствия: «Именно обыкновенно говорят, что событие y зависит от случая, если оно является функцией такой переменной... причины или частного условия x, что его появление или непоявление зависит от очень малого изменения»  («малого» относительно области колебаниях).
Смолуховский развивает свой принцип довольно подробно, однако он не вводит соображений теории точечных множеств. Его работа не привлекла к себе того внимания, которого она заслуживает, и многие годы оставалась в тени из-за преувеличенного интереса ученых к типично недиалектической, метафизической теории Мизеса.
Займемся сначала изложением математического принципа.
§ 2. Формальная теория
Можно построить «теорию вероятностей» чисто формальным путем. В наиболее простом виде она зависит от следующего определения вероятности:
Если конечное количество событий N возможно и если мы рассматриваем n, (n≤Ν) из этих событий, тогда вероятность p этих благоприятных событий будет
p=n/N
Употребление слова «мы» не должно вызвать впечатления, что введен какой-то личный, субъективный элемент. Определение это вполне объективно.
Так, если мы бросаем кость, возможно шесть случаев, а именно — выпадение одного из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6; значит, вероятность выпадения любого
из них будет 1/6   (n — 1, N = 6).
Эти N событий должны быть точно определены, чтобы получился вполне определенный ответ. Если спрашивается, какова вероятность, что выпадет 7 при бросании двумя костями, то оказывается, что n=6, N=36,
p=1/6, ибо 7 = 1 + 6, 2 + 5, 3 + 4, 4 + 3, 5 +2, 6 + 1,— шесть различных способов, а 36 — это количество всех комбинаций шести элементов по два с повторением, как-то: 1 — 1, 1— 2, 1 — 3, 1 — 4, 1 — 5, 1 — 6; 2 — 1, 2 — 2, 2 — 3, и т. д. вплоть до 6 — 6.
В проблеме, поставленной Даламбером, возникают некоторые трудности. Какова вероятность, что выпадет решка при двух последующих бросаниях монеты? Если обозначим решку Р, а герб Г, то за возможные случаи можно принять РР, РГ, ГР, ГГ, где, например, РГ обозначает выпадение решки при первом бросании кости и герба при втором. Здесь N=4, а n=3, так как в трех из четырех возможных случаев встречается, по меньшей
мере, одно Р. Значит, здесь вероятность будет   3/4.
Однако можно также принять, что возможные случаи будут Р, ГГ, ГР, потому что раз при первом бросании появится решка, то незачем бросать
кость вторично. Тогда N=3, n=2, значит, искомая  вероятность  будет 2/3.
С точки зрения формальной теории оба решения верны, потому что в обоих вариантах возможные случаи точно указаны. Нет никаких особых
оснований, чтобы предпочитать одно решение другому.
Вопросы зависимости и независимости не играют никакой роли на этом раннем уровне развития теории, ибо можно сказать, что в первом варианте  мы определили четыре  «равновозможных»   случая,   а  во  втором
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варианте — три «равновозможных» случая. Здесь это просто будет усложнением терминологии. Единственно, что нам нужно, это точное определение N событий, среди которых мы можем выбирать.
Для N конечного (положительного целого) такая теория вероятностей является главой из теории перестановок и сочетаний. Для N бесконечного, как счетного, так и. непрерывного, нам нужны другие математические теории. В качестве примера рассмотрим случай геометрической вероятности в задаче Ж. Бертрана, приводимой им в его книге о вероятности.
В круге проведена хорда. Какова вероятность, что длина хорды будет меньше чем длина радиуса окружности? Здесь опять-таки возможен определенный ответ только тогда, если мы точно определим, какие события могут произойти, а также в наступлении каких событий мы заинтересованы. Введем угол α, образуемый радиусом CQ=r с каким-либо фиксированным направлением и расстояние СН=l от центра С до хорды. Тогда все возможные поло-
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жения хорды PQ получатся, если дадим углу α меняться от 0 до 2л, а длине l от 0 до r. Все интересующие нас положения получим, если дадим углу α
меняться от 0 до 2π, а длине l от 0 до 1/2r√3.   Таким образом, вероятность
будет
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Если выберем другие переменные, например угол α и угол β≤HQC,
тогда β будет меняться от 0  до π/2  для всех возможных случаев и от 0 до π/3 для
всех интересующих нас случаев, откуда мы получим р=2/3. Эти оба ответа — а можно получить любой желаемый ответ между 0 и 1 — верны, каждый для данных избранных переменных. Употребляя выражения теории вероятностей, можно сказать, что мы определили «равновозможные» случаи различными путями, и в этой формальной теории все эти пути правильны. Определение, которое охватывает как конечные, так и разного рода бесконечные случаи, должно пользоваться определением меры в понимании Бореля — Лебега. Мера — это исключительно математическое понятие, которое  в сжатом виде объясняется  нами  в  приложении.  Принципиальное
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значение введения этого понятия состоит в том, что существуют точечные множества, состоящие из бесконечного количества точек, которые все-таки имеют меру нуль и, значит, не прибавляют ничего к подсчету вероятности. Таким образом, получаем следующее определение:
Если множество событий, имеющих меру M, возможно и мы рассматриваем подмножество, обладающее мерой m, тогда вероятность этого подмножества будет
p=m/M
Мера множества может быть выражена как сумма в понимании   Лебега. Поэтому формальная теория вероятностей является главой из теории лебегова суммирования.
Приведем простой пример теории точечных множеств: точки отрезка имеют координаты от 0 до 1. Какова вероятность, что будет выхвачена одна точка? Ясно, что вероятность должна быть равна нулю, и действительно мера точки в смысле Лебега и равна нулю. Но это же остается верным и тогда, когда мы ищем вероятность того, что будут выхвачены две, три и т. д. точки. Можно даже взять бесконечное количество точек, лишь бы мера этого множества оставалась нуль. Так, вероятность выхватить все точки с рациональными координатами также равна нулю. Отсюда видно, что нулевая вероятность необязательно равнозначна невозможности и что возможность необязательно равнозначна уверенности. Необходимо добавить, что в этих случаях мы принимали, что все точки равновозможны, иначе мы не могли бы быть уверены, что Μ = 1 и m = 0. Придать различные веса возможным и благоприятным событиям — значит образовать интегралы этих точечных множеств; требуемая вероятность является, таким образом, частным двух интегралов Лебега 7).
Надо заметить, что имеются некоторые математические трудности в переходе от этой теории меры к задачам, где налицо конечное количество случаев (бросание кости и т. п.). Тогда мера благоприятных, как и мера возможных случаев равна нулю, так что вероятность становится неопределенной. Соответствующим переходом к пределу (интеграл Стильтьеса) можно преодолеть это затруднение.
§ 3. Экспериментальные факты
Рассмотренная формальная теория вероятностей не встречает никаких особых трудностей в своем обосновании. Она так же хорошо обоснована, как и различные ветви математики, которые она употребляет для своих вычислений: теория чисел, теория точечных множеств, интегралы Лебега.
В этой теории имеется известное сходство с рядом экспериментальных фактов, и именно это сходство делает ее интересной для более широкого круга людей, не слишком  интересующихся перестановками и сочетаниями. Именно этому сходству она обязана своим существованием и именем. Все эти факты относятся к закономерностям появления известных, более частых событий в длинном ряде более общих событий. Эта закономерность, однако, не является точной закономерностью; мы имеем здесь нечто более свободное, так что исключения вполне возможны, и их даже следует ожидать. Некоторые из этих экспериментальных фактов таковы:
а) В большом ряде бросаний кости, скажем, при N выпадениях, каждое определенное число выпадает определенное количество раз, а именно n1, n2,
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n3, n4, n5, n6 раз. Частные  n1/N, n2/N,....n6/N     не будут сильно меняться, если N
будет возрастать. Если же кость обыкновенная, «честная» кость, тогда эти
частные не разнятся много от 1/6
b) В данной стране в определенный период имеется всегда приблизительно постоянный процент рождений и смертей вообще, а также Смертей лиц определенного возраста.
c) Количество автомобильных катастроф в определенном штате на известное количество лет складывается так, что его можно предсказать.
d) В производстве известных стандартных изделий всегда будет появляться примерно одинаковый процент дефектных изделий (со специфическими дефектами).
e) Сюда можно прибавить еще много других известных примеров, относящихся к росту солдат, выпадению дождя, количеству телефонных вызовов, проценту преступлений, молекулам газа и т. п. Во всех этих примерах нам ничего неизвестно об индивидуальном явлении, за исключением того, что оно относится к ряду возможных событий; мы не знаем, к какому из них именно оно относится. Тем не менее, мы всегда можем произвести приблизительный подсчет этих событий, если они повторяются. Эта оценка достаточно точна, чтобы позволить нам делать предсказания со значительной возможностью успеха в вопросах, касающихся лотереи, страхования жизни или инженерного дела. Чтобы справиться с этими вопросами и была изобретена теория вероятностей. Обыкновенно говорят, что факты, подобные упомянутым, зависят от «случая». Это должно означать, что мы не знаем в каждом отдельном случае, какое событие произойдет, но нам до этого нет дела, поскольку мы интересуемся лишь конечным результатом. Явления подобраны таким образом, что закономерность получается в результате повторения событий.
Но эта характеристика нетипична для «случайных» явлений. Войны повторялись достаточно часто, однако мы можем сказать весьма мало насчет их будущего начала. Войны «случайны»: мы знаем весьма мало о том, когда и где они произойдут. То же самое относится ко многим социальным явлениям, как например банковские крахи, выборы, фондовые цены и т. д. Редко имеется достаточно закономерности в этих событиях, чтобы обеспечить какое-либо предвидение на основе вероятностных соображений. Можно дать рациональные предсказания о количестве автомобильных катастроф в штате Массачусетс в течение 1936 г. на основании выкладок, опирающихся на результаты предыдущих статистических исследований. Однако подобное предсказание не даст особенно много, если его применить к президентским выборам 1936 г. Мы не утверждаем, что нельзя предсказать кое-что о результатах этих выборов; однако это предсказание должно пользоваться совершенно другими методами,   чем те, какие дает теория вероятностей.
Необходимо строго различать случайные события, которые доступны вероятностному анализу, и такие, к которым он неприменим. Как увидим, в первых можно предположить определенную внутреннюю динамику, составляющую основу этих событий и обусловливающую их статистическую закономерность. Непонимание этой внутренней связи является одной из основных причин того, что буржуазным экономистам при применении теории вероятностей к экономике не удается получить правильных результатов. В качестве особенно яркого примера такого отсутствия понимания можно привести доклад, прочитанный двумя гарвардскими «учеными» на Бостонском конгрессе Американской ассоциации содействия науке в декабре 1933 г. После глубокомысленного статистического анализа здесь делается «открытие»,
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что войны XX века были в восемь раз более разрушительны чем войны в предыдущие 2400 лет. «Это, —  говорится в заключение, — опровергает теорию, что с прогрессом цивилизации война имеет тенденцию исчезнуть». Знаменательно, что авторы доклада — русские белогвардейцы П. А. Сорокин и Η. Н. Головин.

Наши соображения помогут нам также   разобраться   в   «парадоксе»,
выдвинутом Пуанкаре. Мы не в состоянии предсказать результаты какой-нибудь лотереи, даже если мы знаем все факторы, определяющие игру (динамику каждого отдельного хода, психологию участников и т. п.). Относящаяся сюда математика слишком сложна. Однако, к счастью, мы и не знаем большинства этих фактов! И вот получается «чудо», что именно это незнание дает нам возможность сделать весьма удовлетворительное предсказание.
Разгадка в том, что лотерея является частным типом случайных событий, типом, который подчиняется простым законам при повторениях. Это ряд событий, каждое из которых сложно, но асимптотически весь ряд прост. Математикам известны функции,  обнаруживающие аналогичное  поведение,
так, например: функция sin tg tg1/x   ведет себя достаточно странно в окрестностях, близких к x=0, однако для больших значений x она ведет себя
как   1/x.

Задача теории вероятностей состоит в исследовании того, какие типы
событий допускают подход к ним с помощью формальной теории и почему,
такой подход возможен.

§ 4. „Равновозможиость"
Одно важное различие между формальной теорией и опытными фактами очевидно сразу. В формальной теории проблема может иметь много решений в зависимости оттого, что мы называем «равновозможным». В опыте же дан лишь один ответ. Проблема Даламбера о нахождении вероятности выпадения решки при двукратном бросании монеты имеет лишь одно решение (с «честной» монетой), а именно 3/4.. Проблема Бертрана о хорде в окружности, если сделать опыт с палкой, которую бросают на обруч, даст единственный ответ 1/2√3. Материальное вещество подчиняется закону, который определяет равновоэможные случаи.
Теперь возникает вопрос, какими методами можно определить, какие случаи являются равновозможными. На этот вопрос мы еще не имеем удовлетворительного ответа. Такой ответ превратил бы теорию вероятностей в науку, имеющую столь же достоверные основы, как электродинамика или механика.
Пока мы не в состоянии дать точный ответ, мы должны пользоваться эвристическим принципом как путеводной нитью. В этом ценность «принципа недостаточного основания», в наиболее простой форме высказанного Лапласом. Он гласит:
«Теория случая состоит в том, чтобы свести все события одного и того же рода к известному количеству случаев, одинаково возможных, т. е. таких, относительно существования которых мы одинаково неуверены, и определить количество случаев, благоприятных событию, вероятность которого мы ищем» 8).
Этот принцип устанавливает, что мы должны рассматривать случаи как равновоэможные, если у нас нет никакого основания придавать одному случаю больше веса, чем другому. Это курьезный пример аргументации, по-
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средством которой мы пытаемся увеличить свое знание просто тем, что мы чего-нибудь не знаем. Это еще может сойти в теологических диспутах, где нужно убедить себя в существовании божьем на основании перечисления всех тех многих вещей, о которых ничего не знаем. В естествознании, однако, вряд ли такая аргументация убедительна. Как сказал Спиноза, «ignorantia поп est argumentum».
В оправдание Лапласа следует заметить; что едва ли он имел в виду дать в вышеприведенных словах субъективное определение вероятности. Лаплас твердо был убежден в существовании объективного мира. Он дал лишь эвристический принцип, полезный в тех случаях, когда у нас нет лучших путей. Его аргументация несмотря на ее неуклюжесть убедительна в классических задачах кости и монеты, где она действительно, если только захотим, сможет убедить нас, что вероятность выпадения 1 при «честной» кости равна 1/6 и что решение задачи Даламбера равно 3/4.. Но в более сложных проблемах эта убедительность исчезает. Так, уже в проблеме Бертрана мы в затруднении. Мы привели два решения этой проблемы, одно, когда α / суть переменные, и другое, когда переменные суть α и β. Едва ли можно считать очевидным, что мы должны избрать в качестве переменных α и /, а не α β, потому что только α и / имеют то свойство, что мы так же не знаем, что произойдет между α = 20° и 30°, 1 + 0,5 r и 0,6 r, как и что произойдет между α = 35° и 45°, 1 = 0,1 r и 0,2 r. Сходный пример — это бюфонова задача иглы. На плоскости начерчен ряд параллельных прямых на расстоянии a друг от друга. Отрезок длиной l<α помещают произвольным способом в плоскости. Какова вероятность, что этот отрезок пересечет одну из прямых? Ответ так же неопределенен, как и в задаче Бертрана; он зависит от переменных, которые введены, чтобы установить положение отрезка относительно параллельных. Однако если зададим эту же задачу как задачу с бросанием иглы на разграфленную доску, то сразу обе переменных определятся однозначно; это будет расстояние центра иглы от одной из параллельных прямых и угол между иглой и прямой. Ответ будет тогда 2l/απ что подтверждается опытом.
Проблема, предложенная Чебышевым, бросает также свет на этот вопрос. Какова вероятность, что среди Натуральных чисел наугад будут избраны два взаимно простых числа (например, 7 и 13 или 8 и 35)? 9). Можно представить себе, что все натуральные числа написаны на карточках одинаковых размеров и из одинакового материала; карточки брошены в урну и перемешаны. (Можно ограничиться очень большим конечным числом карточек). Вынимают из урны одну карточку и не возвращают ее назад, однако должно быть достаточно большое количество карточек в урне, чтобы изъятие одной не влияло на вероятность появления следующей. Если будем   решать   эту   задачу, рассматривая карточки   равновозможными, по-
лучим решение 6/π2. Результат, к которому пришел Дирихле10), не прибегая к теории вероятностей, соответствует этому решению. Он рассматривал эту задачу как проблему теории чисел и спрашивал: каково распределение взаимно простых «пар чисел в ряде естественных чисел?  Ответ получился
снова 6/π2. Из того обстоятельства, что оба решения совпадают, можно заключить, что мы правильно сделали, рассматривая все числа как равновозможные. Однако из рассматриваемых в данной работе примеров это единственный, где выбор равновозможных случаев может быть проверен строго математическим путем. Эвристический принцип Лапласа утверждает, что
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одно число не является более предпочтительным чем другое, и это подтверждается подсчетами на основании теории чисел.
Шаткость принципа недостаточного основания показывает, что должны существовать принудительные причины, определяющие равновозможные случаи. Этот принцип так и называют принципом принудительного или неоспоримого основания, и его значимость вряд ли кто станет отрицать. Однако, путь, которым этот принцип был выведен, весьма неудовлетворителен. Крис, например 11), использовал сложный логический анализ условий, которым должны удовлетворять разные случаи, чтобы быть равновозможными. В проблемах, с которыми мы имеем дело в действительности, это мало что нам даст. Почему, например, грани «честной» нефальсифицированной кости равновозможны? Конечно, не потому лишь, что кость имеет форму точного геометрического куба; однако совершенная однородность его вещества кажется достаточной. Это даже может оказаться излишне строгим требованием. Достаточно ли совпадающего положения центров тяжести? Или требуются еще соответствующие моменты инерции и совпадение эллипсоидов инерции? Может быть, потребуется даже равенство моментов третьего и четвертого порядка. То же самое возражение встает и в задаче с бросанием иглы. Мы уверены, что должны существовать неоспоримые основания для преимущественного значения переменных α и l, но каковы они? Литература странным образом умалчивает об этих точных условиях. Проблема обоснования  теории  вероятностей  будет решена,   когда  эти  неоспоримые
условия будут указаны.
§ 5. Теория частотности
Затруднения в вопросе о связи между формальной теорией, опирающейся на теорию меры, и экспериментальными результатами заставили многих математиков совсем отбросить этот подход и подойти к вопросу совершенно заново. Эта новая попытка также опирается в своих исходных пунктах на чисто математическую теорию, не более затруднительную в своих основах, чем любые другие отрасли математики. Это так называемая теория частотности, главным защитником которой в настоящее время является Мизес 12). Математическая теория в наиболее простой форме может быть выражена в следующем определении:
Дан бесконечный ряд сходных событий е1, е2, е3, е4..., еk..., из которых каждое обладает одной из характеристик конечного ряда w1, w2, w3..., wk... Пусть n будет количеством событий, характеристикой Wi встречающихся в N событиях е1, е2..., eN (Ν — индекс). Тогда, если существует предел
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то этот предел называется вероятностью события wi в ряду  е.
Согласно этому определению, вероятность четного числа в ряду натуральных чисел будет 1/2. Вероятность взаимнопростых чисел в том же ряду
будет     6/π2

При переходе к нескольким рядам событий определения полной и сложной вероятности могут быть даны в качестве суммы и произведения пределов. Переход к геометрическим вероятностям выполняется путем введения зависимости событий от непрерывно изменяющихся координат. Для рядов событий, обладающих в отношении известных черт свойством предела, мы приобретаем таким образом строгую теорию вероятностей.
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Связь с экспериментальными фактами достигается путем допущения, что эти факты ведут себя наподобие установленных в нашем определении математических событий. Бросая кость, мы получаем ряд выпадений е1, e2, e3...,ek..., причем характеристиками w1, w2, ..., w6 будут шесть возможностей выпадений 1, 2, 3, 4, 5, 6. Теперь допустим, что предел
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существует, тогда это и есть искомая вероятность.
Здесь встречается трудность, которой нет в других построениях теории. Мы допускаем здесь, что предел существует, хотя знаем, что на деле он не может существовать в обыкновенном смысле этого слова. Разность
[p—n/N] необязательно становится меньше чем любое предуказанное число ε
вместе с беспредельным возрастанием N. На это возражение отвечают, что опытные факты никогда не согласовываются полностью с теорией. Брошенный камень лишь приблизительно движется по параболе, требуемой теорией Ньютона. Мост, построенный согласно законам теории упругости, подчиняется этим законам настолько неполно, что инженер всегда вводит дополнительные коэффициенты в конечные результаты своих вычислений. Следовательно, мы допускаем в нашей частотностной теории вероятности насилие над фактами, которое считается дозволительным в других областях естествознания. 
Эту аргументацию можно принять, пока у нас нет лучших путей, чтобы объяснить особые пределы теории вероятностей. В дальнейшем (§ 6) мы увидим, что вполне определенные математические выражения, отображающие действительное поведение вероятностных явлений, представляют собой в простейших исследуемых случаях пределы в фазовом пространстве. Пока этих выражений у нас нет, мы можем воспользоваться той математической теорией, которую имеем, и вводить в качестве первого приближения обыкновенные пределы элементарного дифференциального исчисления. Мы не выражаем все существенные черты явления, но, во всяком случае, некоторые из них. Лаплас говорит, что «вероятность» определенного явления после многих повторений приближается к известному определенному (обыкновенному) пределу (теорема Бернулли). Частотностная теория говорит, что частота этого явления после многих повторений приближается к этому пределу 13). В первом случае налицо слово «вероятность» с расплывчатым значением и строгай предел. Во втором случае налицо вполне определенное понятие частоты, но предел, к которому мы приближаемся, не выражается строго тем пределом, который подставлен вместо него.
Трудность различения равновозможных случаев, по-видимому, столь же серьезна в этой теории как и в теории Лапласа. Вес, который следует придать каждому событию в ряду е1; е2,..., еn,... в математических задачах зависит от известных допущений, и он должен быть определен экспериментальным путем в задачах экспериментальных. В задаче Даламбера мы должны окончательно предоставить эксперименту выбор между всеми возможными решениями: мы получим 3/4, если будем считать решку и герб за равновозможные. Μизес ясно формулирует эту точку зрения в своем разборе задачи иглы 14).
Следовательно, эта теория просто накладывается на причинную теорию. В ней нет какой бы то ни было связи между статистическими событиями в природе и причинными событиями.
Теорема Бернулли является простым математическим следствием из теоремы Лапласа и не дает ничего нового для обоснования теории. Мы можем, поэтому оставить ее в стороне.
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§ 6. Динамика
Главная задача состоит, следовательно, в решении вопроса, вызывается ли равновероятность событий природой или человеческим произволом. Отрезок, помещенный наугад в плоскости, разграфленной параллельными прямыми, не подчиняется вполне определенным вероятностным законам. Игла, брошенная наугад на  доску,  подчиняется определенным  законам.
Дело в том, что игла отличается от отрезка тем, что она подчиняется не только геометрическим законам, но и законам динамики. Когда игла падает и ударяется о стол, она ведет себя согласно законам Ньютона и законам удара. В задаче Бертрана, действительно проверенной на твердых телах, палку бросают в воздух так, чтобы она упала на окружность в физической плоскости, — перед нами предмет, подчиняющийся законам динамики твердых тел. Бросая кость, мы имеем дело с твердым телом, движущимся опять-таки согласно законам Ньютона. Следовательно, в динамике твердых тел необходимо найти принцип, который позволит нам различить равновозможные случаи для задач кости, иглы, Бертрана.
Решение должно заключаться в свойствах динамических систем, — это может быть подтверждено экспериментами, подобными следующему. В продаже находится прибор для бросания костей, состоящий из небольшой проволочной клетки с плоским верхом и плоским дном формы часового стекла. В клетке лежит кость, и, чтобы бросить ее, клетку переворачивают вверх дном. Это делают рукой, но можно сделать и совершенно автоматически, соединив ручку клетки с динамо или с вращающимся колесом. Мы получаем тогда автоматический прибор для бросания кости, подчиняющийся исключительно законам динамики. Автору настоящей работы пришлось видеть прошлым летом на Чикагской выставке такого же рода чисто автоматическое осуществление задачи иглы: игла находилась в ящике, на этот раз разграфленном параллельными линиями на крышке и на дне, причем произвольное движение вызывалось автоматическим вращением ящика. Внутри ящика находилось несколько препятствий, так что игла попадала на дно коробки лишь после столкновений с ними. Тут же устроена была автоматическая регистрация случаев ударов иглы об одну из параллельных линий, и таким путем вычисление π демонстрировалось публике. В обоих примерах отсутствуют какие-либо внешние вмешательства.
Затруднения состоят здесь в математической сложности проблемы как результата многочисленных столкновений. Более просты динамические задачи, имеющие дело с консервативными системами, т. е. с системами, обладающими постоянной энергией и поэтому не подверженными влиянию толчков или другим посторонним вмешательствам. К счастью, нам известны уже вероятностные явления, связанные с консервативными системами, и поэтому следует в первую очередь изучить эти явления. В качестве примеров можно привести проблему рулетки без трения (но с внезапной остановкой движения), движение малых планет, проблему иглы, когда игла не брошена, но вращается в плоскости параллельных линий (и внезапно останавливается), ι вращения стационарно текущей жидкости и т. д. Этим мы подошли весьма близко к старым проблемам статистической механики.
Задача, следовательно, состоит в том, чтобы в простейших случаях найти критерий для равновозможных случаев при помощи законов Гамильтона:
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где H обозначает функцию Гамильтона  H(p1..., pn, q1..,qn).    Эти уравнения представляют собой наиболее простой вид, который нужно при-
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дать уравнениям Ньютона; qi обозначают обобщенные координаты, pi— обобщенные скорости системы с n степенями свободы, выражение (р, q) представляет собой фазу. Изучение уравнений Гамильтона может быть наилучше осуществлено в так называемом «фазовом пространстве» 2n измерений с координатами pi, и qi Таким образом, мы приходим к мысли Больцмана — Гиббса — рассматривать траектории динамической системы в таком фазовом пространстве. Эти траектории должны вести себя так, что, в конце концов, возникает определенная геометрическая конфигурация, которая и должна определять равновозможные случаи. Трудность осуществить все необходимые вычисления чувствовалась в статистической механике, начиная со времени Больцмана. Именно поэтому и был введен так называемый эргодический принцип, чтобы выявить порядок, обнаруживающийся по истечении долгого времени.
§ 7. Эргодический принцип
Недавно выяснилось, что поведение траекторий динамической системы после истечения большого отрезка времени приводит к точно такого же типа пределам, которые характерны для теории вероятностей, а именно к пределам с исключениями, но с точно определенными исключениями меры нуль. Первоначально в кинетической теории газов эргодическая гипотеза была значительно строже. Больцман и Максвелл предполагали, что в такого рода системах всякое частное движение рано или поздно пройдет через все фазы (р, q), совместимые с его энергией. Величина промежутка времени, нужного для прохождения через данный ряд фаз, принималась прямо пропорциональной соответствующему количеству. Но уже Кельвин показал, что этого быть не может, ибо существуют известные движения, которые вовсе не направляют свои траектории в фазовом пространстве через все точки пространства или гиперповерхности. Примером служат периодические движения, дающие в фазовом пространстве замкнутые кривые, как например движение маятника в несопротизляющейся среде. Более поздняя формулировка эргодической гипотезы (П. и Т. Эренфест) 15) гласила, что существуют траектории, которые входят в произвольно малую окрестность любой точки и поэтому везде плотны, хотя, тем не менее, среднее время продвижения вдоль траектории через точку данной окрестности может меняться от траектории к траектории. Примеры таких «квазиэргодических систем» были действительно представлены. Так, если на поверхности постоянной отрицательной кривизны (скажем на псевдосфере) построен геодезический треугольник и если материальная точка движется (без воздействия силы) внутри этого треугольника и упруго отбрасывается его сторонами, тогда ее орбиты на этой поверхности представляют квазиэргодическую систему 16).
Каратеодори первый истолковал свойства эргодической системы при помощи выражения «исключения, образующие множество меры нуль» 17). С тех пор, особенно благодаря Биркхофу, были достигнуты новые значительные успехи, а в последние годы установлен ряд строгих теорем, точно описывающих поведение траекторий. Не станем излагать их в подробностях и приведем лишь в качестве примера эргодическую теорему Биркхофа, показывающую, каков характер результатов 18).
Рассматриваем консервативную динамическую систему с функцией Гамильтона Н(рi qi). Движение системы может быть изображено посредством движения точки Ρ в фазовом пространстве. После промежутка времени t точка двинется из начального положения Ρ в новое положение Pt. Преобразование, которое переводит Ρ в Pt, преобразует фазовое пространство в само себя и оставляет неизменным объем этого пространства. Если мы теперь выберем какое-либо измеримое множество точек А, то мож-
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но доказать, что при определенных условиях среднее время, при котором передвигающаяся точка пройдет через А, приближается при возрастании времени к определенному пределу, если только данное множество не имеет, меру нуль. В обозначениях
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существует в вышеуказанном случае, если f(Р)=1 в А и f(Р)=0 вне A 19).
Здесь мы имеем пример, когда эргодический принцип точно сформулирован 20). Он показывает, как динамическая система, свободно предоставленная самой себе, определяет плотность вероятностей, которую можно рассматривать как меру Лебега в фазовом пространстве. Большой шаг вперед состоит в том, что свободный переход к пределу статистических экспериментов здесь заменен точно определенным пределом в фазовом пространстве, но пределом, который имеет силу лишь для меры нуль. Это и объясняет, почему в статистике возможны исключения. Траектория может и не вести себя так, чтобы все точки фазового пространства были почти достигнуты, но это всегда будет исключением. Так, например, вовсе не невозможно, что рулетка, которой в начале был дан произвольный момент вращения, через некоторое время будет останавливаться всегда на красном цвете. Но по сравнению с большим количеством случаев, когда черное и красное будут распределены приблизительно равномерно, случаи остановки на одном красном будут представлять лишь незначительное меньшинство.
Удары сталкивающихся тел не входят в рассматриваемую нами систему. В проблеме кости и тому подобных мы, однако всегда встречаемся с толчками, ударами частей. Встает вопрос, определяют ли толчки меру вероятностей в фазовом пространстве. Совершенно упругая игла должна вести себя иначе чем совершенно неупругая. По отношению к неконсервативным системам (с рассеянием энергии) никакие эргодические теоремы неизвестны, но факт, что вероятностные явления в них существуют, показывает, что эти теоремы должны и тут иметь смысл.
Наши результаты могут быть также выражены таким образом: в явлениях со статистической закономерностью проявляется смешение случаев, это смешение полное, если статистическая закономерность достаточна. В проблемах, для которых мы нашли решение, законы одной лишь динамики обеспечивают в результате длительного действия полное смешение. В проблеме иглы такое смешение можно производить повторением ударов, по крайней мере, если эксперимент производится путем бросания иглы, а не путем ее толкания в плоскости. Разные формы эксперимента дают сходные смешения, но в разное время. Во многих других случаях приходится применять механические средства, чтобы обеспечить подобные смешения. На самом деле существуют мешалки, например для бетона, которые осуществляют как раз тот тип приближения, который нам нужен в статистике.
В качестве одного из результатов нашей теории можно, по-видимому, привести (если только действительные расчеты это подтвердят), что грани кубической кости равновозможны, если ее центр тяжести лежит в точке пересечения диагоналей куба и если эллипсоид инерции является точной шаровой поверхностью.
Вывод: вероятностная проблема имеет определенный смысл лишь тогда, когда известна динамика, управляющая данной системой. Нет никакой вероятности без причинности.
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§ 8. Замечания и выводы
При доказательстве эргодической теоремы мы пользуемся законами динамики, но не всеми их свойствами. Единственное из них, которым мы пользуемся, это групповое свойство преобразований. Это показывает, что динамика, являющаяся причиной статистической закономерности, не специфична, а принадлежит к общему типу многих динамик. К этому же заключению мы приходим, рассматривая характер самого вероятностного явления. В случаях смертности, на которые происходит страхование, не всякий фактор, являющийся причиной смерти застрахованного, имеет значение. Умерла ли особа, попавшая в автомобильную катастрофу от того, что сломала ногу, бедро или шею, столь же несущественно, как и форма машины. Однако имеется более общий тип причинности, лежащий в основе смертности, и в нем-то страховое общество действительно заинтересовано. Это доказывается той тщательностью, с какой крупные страховые общества изучают общие причины смерти, как-то: воспаление легких, сердечный удар, несчастный случай и т. д. Отсюда следует, что статистические показания можно изменить, влияя на существенные причины.
Это приводит нас к положению, что существуют ступени причинности и что лишь известные общие ступени влияют на статистическую закономерность. Если появляется больше причин, статистическая закономерность может исчезнуть. Мы можем всегда повлиять та кость так, чтобы выпадала 1. Последней ступенью является здесь точная причинность, которая приводит к строгой закономерности, как в случае движения планет или в случае передачи звука по телефону. Можно экспериментальным путем продемонстрировать эти переходные ступени, если осуществить проблему иглы в магнитном поле переменного напряжения. Для напряжения, равного нулю, получаем старую проблему вероятности, для сильных полей игла будет всегда падать в одном и том же направлении.
Динамика, лежащая в основе вероятностного явления, необязательно должна быть динамикой твердых тел. В карточных играх динамика должна быть определена по-другому. Но если на известный период и для известного состояния количество «благоприятных» событий примерно постоянно, тогда мы знаем, что существует определенный ряд причин, действующих одинаково в течение всего этого периода; эти причины можно анализировать и даже выразить в виде динамики, подобно ньютоновской.
Если причины заметно меняются, т. е. если меняется динамика, возникает новое вероятностное явление. Так, можно ожидать заметного изменения количества автомобильных катастроф там, где происходит сильное изменение количества действующих автомобилей или где вводятся новые правила движения. Так и война может изменить количество равновозможных случаев смертности в стране.
Когда мы считаем, что к проблеме, фактической стороной которой мы вполне владеем, можно применить известные вероятностные соображения, мы выражаем тем самым надежду, что тут действуют причины, хотя и настолько общие, что они пока не поддаются уточнению. Если бы такая причинность не существовала, не было бы никакой закономерности. Мы не можем предсказать исхода гражданских тяжб в 1934 г. Соответствующая инстанция — это «вероятность судебных приговоров», на которую французские материалисты XVIII в. и связанная с ними математическая школа потратили так много времени. Тогда верили, что существует своего рода «динамика справедливости», которой подчинены приговоры, основывающиеся на вечных принципах человечности, динамика, столь же неизменная как и принципы Ньютона. В настоящее время мы не верим в подобную дина-,
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мику, а потому не верим и в применимость вероятностных соображений к судебным приговорам 21),
Даже в математике встречаются подобные случаи. Никто не знает распределения цифр в десятичных знаках числа л. Похоже на то, что это распределение закономерно (в частности распределение четных и нечетных чисел), но поскольку мы знаем всего 707 десятичных знаков, мы не можем сказать ничего больше, пока закон образования этих знаков останется столь мало изученным   как теперь.
Таким образом, статистические явления не могут быть поняты без определенной динамики. Это, однако, не значит, что статистический метод рассмотрения должен быть отброшен и заменен динамическим рассмотрением. Поле для статистических исследований остается столь же широким как и прежде. В отдельных случаях мы будем в состоянии определить вероятность путем математических исчислений на основе данных динамических законов, однако такие случаи всегда останутся немногочисленными. Динамика чаще всего сложна, недостаточно известна или скрыта. В таких случаях придется употребить по поводу равновозможных случаев соображения более гипотетического характера, как это имеет место в страховом деле.
Никогда нельзя говорить о случайных событиях в смысле отсутствия причинной связи. Фридрих Энгельс показал это весьма ясно. Если я присутствие собаки в моей комнате называю случайным, то не хочу этим сказать, что не имеются особые причины для того, чтобы собака находилась здесь. Присутствие собаки причинно обусловлено во всех подробностях. Смысл выражения «случайный», в данном случае тот, что присутствие собаки в моей комнате не связано причинно с особым рядом событий, которые я считаю более общими и более важными. Мы говорим, что такой-то случайно погиб от автомобильной катастрофы, и этим хотим сказать, что общие законы, управляющие жизнью этого человека (его положение, умственный склад и т. д.), не привели с необходимостью к этой катастрофе. Один из способов доказательства, что эти «случаи» на деле подчинены такой же строгой причинности, как и все другие явления, заключается в ссылке на статистическую закономерность их повторений.
Что мы можем сказать о типе причинности, являющейся основой вероятностных явлений? Пуанкаре обратил внимание на тот факт, что мы имеем тут дело с явлениями, в которых малые причины вызывают большие следствия 22). Когда качается маятник и мы его слегка тронем, то кроме небольшого изменения движения ничего не случится. Но если произойдет малейшее уклонение в периодическом движении тела, описывающего орбиту вокруг солнца, тогда вся орбита может все больше и больше меняться и движение из периодического может превратиться в апериодическое. Так же и в проблеме кости, где малейшее изменение начального положения и скорости может вызвать выпадение другой грани, или в рулетке, где малые начальные уклонения приводят к значительным изменениям в целом. Так же и в автомобильных катастрофах, где легкая ошибка может стать причиной страшных несчастий. Микроскопические различия в составных частях клеток в период зачатая могут иметь следствием разницу между гением и идиотом.
Поэтому статистика не упраздняет причинности, но это не значит, что причинность играет в статистике, непосредственную роль. В страховании жизни статистическая закономерность является следствием известных общих причин, действующих в каждом индивидууме. Это не значит, что частные причины, вызывающие причины смерти отдельного индивидуума, имеют какое-либо значение. Для статистики страхования жизни эти частные причины несущественны. То же самое верно и относительно всех статистических явлений. Они зависят от причинности, но причины, производящие за-
92

Д. Дж. Стрьюк
кономерность, не являются тождественными с частными причинами, вызывающими каждое отдельное явление.
Статистический и казуальный подходы к явлениям соответствуют, таким образом, двум аспектам природы: каждый имеет свою область применения, каждый оправдывает существование другого. Без причинности нет статистики. Но статистика может дать нам не больше чем статистическую причинность.
В современной физике стало очевидным, что законы, находимые для атомных явлений, — статистические законы. Это интересный факт, вполне правдоподобный, если принять во внимание огромное количество частиц, с которыми имеет дело атомная физика. Это, однако, не должно толковаться как доказательство того, что следует изгнать причинность при объяснении природы. Не существует абсолютной противоположности между статистическими и причинными явлениями. Если мы находим, что физика атома имеет статистическую природу, мы просто констатируем, что частные причины, управляющие атомом, нам безразличны, точь в точь как и страховые общества не анализируют смерть каждого отдельного индивидуума, хотя и знают, что она причинно обусловлена. Поэтому отнюдь не необходимо полагать, что мы сможем разрешить трудность современной атомной статистики лишь тогда, когда попытаемся построить динамику отдельного электрона. Но, с другой стороны, атомная статистика имеет смысл только в том случае, если какой-то общий тип динамики лежит в ее основе и оправдывает ее равновозможные случаи. Известные общие выражения такой динамики уже включены в атомную статистику, так же как известные общие выражения ньютоновской динамики включены в проблемы иглы и кости.
Выполнение намеченной программы помогло бы устранить многие философские затруднения, возникшие в связи с утверждением, что законы атома суть законы статистические. Если из статистического характера атомных явлений, поскольку они измеряются нами, часто делается вывод, что все законы физики статистичны, а посему шатки или, во всяком случае, лишь частично верны, то этот вывод неправилен. Физик целиком прав, считая, что для известных ветвей науки он нуждается в статистическом объяснении вместо объяснения причинного. Однако он не должен полагать, что это равносильно отмене принципа причинности. Он так же неправ, как и материалист XVIII в., полагавший, будто раз установлено, что все происходит по законам точной необходимости, то тем самым отменена случайность.
§ 9. Причинность как результат статистики
Мы видели, что статистика имеет лишь тогда смысл, когда она опирается на некоторую форму причинной связи. Можно также попытаться перевернуть эту форму и спросить, имеет ли смысл сказать, что причинная связь имеет лишь тогда значение, когда она опирается на некоторого рода статистику? Такое обращение формулы кажется весьма диалектичным, но может привести к тяжелым ошибкам. Связи в мире не всегда столь просты, чтобы сохранился разумный смысл при простом обращении понятия о них. Иногда это имеет место, иногда нет, и всякую проблему необходимо исследовать специально под углом зрения ее собственного возможного развития. На самом деле, можно утверждать, что механическое действие на конечное расстояние может быть истолковано как действие на бесконечно-малое расстояние, а также наоборот, потому что оба рода действия могут изучаться путем дифференциального уравнения и его решения. Однако сказать, что капитализм создает в коммунизме своего собственного могильщика,— верно, между тем как обратное утверждение, что коммунизм создает в калитализме своего собственного могильщика, — совершенно   бессмысленно.   Поэтому
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нужно еще выяснить, имеет ли смысл рассматривать причинность как результат статистики.
Существует поверхностный способ, дающий как будто положительный ответ на этот вопрос. Статистика сама по себе один из видов причинности, а именно — это статистическая причинность. Мы знаем с большой точностью, сколько произойдет несчастных автомобильных случаев в течение 1935 г. в штате Массачусетс. Но эта причинность никогда не становится достоверностью. Таким же путем мы могли бы попытаться получить законы Ньютона как результат вычислений атомной статистики, применив её к макроскопическим явлениям. Эти законы Ньютона были бы тогда статистическими законами, но они не были бы единственным возможным отображением природы. А все же они остаются строго причинными законами, имеющими совершенно другое значение чем законы статистические. Если я в проблеме иглы вычислю вероятность того, что игла займет любое положение, то окажется, что она равняется 7. Но вероятность 1 в непрерывной скале вероятностей обозначает не просто достоверность, а лишь статистическую достоверность. Теория вероятностей сама по себе никогда не будет в состоянии убедить меня в достоверности того, что игла займет любое положение, и этот пример показывает ясно, что это отображение природы наверняка недостаточно. Многие современные физики отказываются допустить что-либо сверх такой причинности, даже рискуя быть вынужденными принять, что законы Ньютона верны только почти во всех случаях. Это весьма односторонне. Даже авторитет такого действительно крупного мыслителя, как Гейзенберг, не заставит меня поверить, будто иногда может случиться, что камень, брошенный вертикально в безвоздушное пространство, не вернется в вертикальном направлении. Статистическими методами я никогда не могу достичь достоверности, а достоверность необходима в многочисленных отраслях науки и техники 23).
Однако, по-видимому, существует и другой путь, посредством которого можно изучать причинность с точки зрения статистики. Можно спросить, какие типы причинности совместимы с данной статистикой. Если в фазовом пространстве даны известные вероятностные плотности, можно ли отсюда заключить о мере, совместимой с известными причинными законами? Такого рода проблемы, поскольку нам известно, никогда не ставились, и возможно, что они слишком трудны для современного состояния математики. Здесь имеется аналогия с известными, значительно более элементарными проблемами теории функций. Так, можно задать поведение функции в конечной окрестности точки и спрашивать о ее поведении в бесконечности. Этот вопрос имеет смысл, если даны известные другие условия, например, что функция алгебраическая или трансцендентная, целая или дробная и т. п. Но можно также исходить из ее поведения в бесконечности и спрашивать, какие заключения могут быть отсюда выведены относительно ее поведения в заданной точке. В геометрии встречается та же проблема, когда спрашивают о связи между инфинитезимальной геометрией и геометрией целостной. Сходные вопросы, обобщенные на функциональное пространство, по-видимому, приведут к лучшему пониманию взаимной связи между причинностью и статистическими явлениями,
§ 10. Добавление о теории меры
Теория меры имеет дело с обобщением понятия длины, площади и объема применительно к множеству точек. Такие точечные множества суть собрания конечного или бесконечного количества точно определенных точек на прямой, кривой, плоскости и т. п., которые могут нахо-
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диться внутри определенного интервала или же нет. Примерами может служить множество всех точек прямой, расстояние x которых от заданной на этой прямой точки есть целое положи тельное число или же рациональная дробь и т. п. Так же говорят о «множестве чисел», «множестве шаров» и т. п. Точечное множество может иметь предельную точку. Точка x=L на прямой является предельной точкой множества S, если существуют точки, принадлежащие к S и отличные от L, находящиеся внутри интервала (L—δ, L+δ), как мало бы ни было δ. Если, к примеру, примем
за множество[image: image7.png]4
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и т. д., то L=0 окажется предельной точкой. Всякое бесконечное множество точек, находящееся в конечном интервале, имеет, по меньшей мере, одну предельную точку.
Если множество S содержит все свои предельные точки, его называют замкнутым. Примером может служить множество S всех точек между 0 и 1, включая 0 и 1. Если S состоит из всех точек, которые остаются в непрерывном интервале, после устранения из него любого замкнутого множества, то его называют открытым.
Бесконечное, точечное  множество  называется исчислимым,  если возможно установить одно — однозначное соответствие между точками этого множества и членами натурального ряда 1, 2, 3 ... Например, множество
точек, заданных числами [image: image8.png]~ I
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  ..., исчислимо, ибо можно указать
для каждого из этих чисел соответствующее место в ряду 1, 2, 3... Но все точки интервала от 0 до 1 образуют неисчислимое множество. Множество всех рациональных дробей исчислимо, ибо их можно привести в следующий порядок:
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Множество всех чисел между 0 и 7 без всех рациональных дробей неисчислимо.
Можно доказать, что открытое множество, даже если оно само неисчислимо, состоит из исчислимого множества взаимно неперекрывающихся открытых интервалов. Теперь мы определим как меру открытого множества сумму длин его интервалов. Эта сумма является суммой бесконечного ряда, сходящегося всегда, если само открытое множество лежит внутри интервала конечной длины. Если для множества мера может быть определена единственным образом, это множество называют измеримым. Меры измеримых множеств можно складывать и вычитать как обыкновенные длины. Если точечное множество представляет собой обыкновенный интервал прямой, тогда мера совпадает с длиной этого интервала; то же самое относится и к площади, объему и т. п. Если точечное множество содержится в другом точечном множестве, то мера первого не может быть больше меры второго.
Существуют точечные множества с бесконечным количеством точек, обладающие мерой нуль. Все исчислимые множества имеют меру нуль, ибо мы всегда можем включить точки такого множества в интервалы, сумма которых может быть сделана меньше чем любое предписанное число. Необходимо лишь включить первую   точку   в   интервал   длины   ε,   вторую — в
интервал длины ε2 и т. д., так как сумму ε + ε2 + ε3 +... = ε/(1—ε)      можно
сделать какой угодно малой. Эта теорема необратима, ибо существуют точечные множества меры нуль, являющиеся неисчислимыми.
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Можно определить измеримую функцию f(x) в определенном интервале a≤x≤b. Ограниченная функция f(x) измерима в этом интервале, если множество точек в этом интервале, для которых f(x) > с, измеримо для всех значений с. Всякая непрерывная функция измерима.
Для ограниченной измеримой функции f(x) в интервале a≤x≤b можно определить интеграл
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Он может быть определен точно, как обыкновенный интеграл. Пусть α и β будут нижняя и верхняя границы f(x). Выберем числа у0, y1,...yn так, чтобы   α=у0<у1<.у2<...—... <y-n1<yn=β.
Пусть ek будет множество, для которого уk≤ f(x)≤ уk+1 и еn множество, где f(x)=β. Всякое еk измеримо. Пусть его мера будет m(еk). Если
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имеют тот же самый предел при возрастающем n, тогда мы говорили, что этот предел есть интеграл от f(x). Это и есть интеграл Лебега. Для непрерывной ограниченной функции этот интеграл тождествен с обыкновенным интегралом.
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