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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Физика — самая фундаментальная из всех естественных наук. Она из
учает самые простые и общие свойства материи и сравнительно простые 
явления природы. Поэтому физика составляет универсальную основу 
всей науки и техники. 

Схематично научное исследование какого-либо физического явления 
можно разделить на три этапа: эксперимент (или наблюдения), постро
ение модели и математический формализм. Два последних этапа явля
ются составными частями физической теории, назначение которой — 
составить представление о механизме исследуемого явления и дать его 
количественное описание. Для построения теории сначала на основании 
наблюдательных или экспериментальных данных конструируется образ
ная модель изучаемого явления. Модель есть научная абстракция, т.е. по
нятие, отражающее наиболее существенные свойства данного явления. 
Модель должна быть достаточно простой для того, чтобы она была при
годна для математического описания. Применение математики позволяет 
получить количественные соотношения между физическими величина
ми, которые могут быть проверены на опыте. Если теория верна, то ее 
предсказания должны подтверждаться результатами экспериментов и на
блюдений. 

Для установления эмпирических соотношений и законов необходимо 
определить способы и методы измерения различных физических вели
чин. Измерить какую-либо физическую величину это значит сравнить 
ее с одноименной величиной, принятой за единицу. Единицы измерения 
физических величин разделяют на основные и производные от основ
ных. Основные единицы определяют посредством эталонов, выбранных 
по международному соглашению. Эталон представляет собой меру или 
прибор, служащие для хранения, воспроизведения и передачи единицы 
измерения физической величины, принятой за одну из основных. Еди
ницы всех прочих величин устанавливают при помощи физических за
конов, связывающих эти величины с основными. 

В международной системе единиц, обозначаемой сокращенно СИ, 
основными единицами являются: единица длины — метр (м), единица 
времени — секунда (с), единица массы — килограмм (кг), единица силы 
тока — ампер (А), единица термодинамической температуры — кельвин 
(К), единица силы света — кандела (кд) и единица количества вещества 
моль (моль). Система единиц СИ, как установлено государственным 
стандартом, должна применяться как предпочтительная в науке, технике 
и при преподавании. 
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Размерностью какой-либо физической величины f называется фор
мула, определяющая связь между единицей измерения этой величины 
и основными единицами. Дня обозначения размерности величины / ис
пользуют символ [/]. Безразмерными называются величины, численные 
значения которых не зависят от выбора системы единиц измерения. На
пример, отношение двух величин одинаковой размерности является без
размерной величиной. 

Название «общая физика» предполагает существование нескольких 
специальных разделов физики, в которых изучаются различные частные 
явления — фрагменты единой картины окружающего нас материального 
мира. Изучая в рамках общей физики различные явления физического 
мира, очень важно не заблудиться в трех соснах и увидеть за деревьями 
лес. Иначе говоря, важно воспринимать различные физические явления 
как части цельной картины. 

Данная учебная дисциплина входит в общенаучный цикл основных 
образовательных программ бакалавриата. 

Для изучения данной дисциплины необходимы компетенции (входные 
компетенции), уже сформированные у обучающихся в результате освое
ния предметов высшая математика и физика в старших классах средних 
общеобразовательных учебных учреждений. 

Данная дисциплина является базой для дальнейшего изучения сту
дентами спецкурсов по физике и курсов теоретической физики. Знание 
ее материалов необходимо также при практической работе выпускников 
по специальности. 

В совокупности с другими дисциплинами базовой части профессио
нального цикла ФГОС ВПО третьего поколения дисциплина «Физика» 
обеспечивает инструментарий формирования профессиональных компе
тенций бакалавра. 

В результате освоения дисциплины студент должен: 
знать 
• основные законы естественнонаучных дисциплин; 
• методы математического анализа, векторной алгебры, моделирова

ния, теоретического и экспериментального исследования; 
уметь 
• написать и объяснить основные законы и уравнения физики; 
• использовать основные законы естественнонаучных дисциплин 

в профессиональной деятельности; 
• применять методы математического анализа и моделирования, тео

ретического и экспериментального исследования; 
• собрать и настроить элементарные схемы экспериментальных уста

новок с использованием современных измерительных приборов при осу
ществлении несложных физических учебных экспериментов по заданной 
методике в физической лаборатории и измерении основных параметров 
объектов исследования; 
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• составить описания проводимых исследований и анализ результа
тов, в том числе с помощью компьютерных технологий; 

владеть 
• знаниями основных законов физики; 
• умением выводить основные соотношения между физическими 

величинами, следующих из постулатов теории или результатов экспери
мента; 

• навыками применения основных законов физики при решении фи
зических задач; 

• методикой анализа полученных решений физических задач и про
ведения численных вычислений с требуемой степенью точности. 

Цели общей физики заключаются в формировании понятий и пред
ставлений, которые позволяют создать широкую картину мира, по воз
можности охватывающую все многообразие физических явлений. Для 
достижения этих целей рассматриваются только самые простые модели 
исследуемых явлений, которые дают возможность установить управля
ющие ими законы и написать выражающие эти законы математические 
соотношения. 

Таким образом, в общей физике не решают трудных задач, требующих 
для этого применения сложного математического аппарата. Он состоит 
всего лишь из нескольких основных определений и теорем теорий диф
ференциального и интегрального исчислений, векторной алгебры, мате
матической теории скалярных и векторных полей, теорий обыкновенных 
дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных. 

Книга предназначена главным образом для студентов высших техни
ческих учебных заведений. По способу представления изучаемого мате
риала предлагаемый курс физики можно назвать двухуровневым. Каждая 
достаточно сложная тема излагается здесь дважды: сначала самым про
стым образом, а затем более строго и широко. Главы и разделы, содержа
щие материал повышенной сложности, отмечены символом «звездочка». 
Студент, имеющий желание получить углубленные знания, должен осво
ить материал как первого, так и второго уровня изложения. 

Данный учебник состоит из трех книг, в каждой из которых рассма
триваются различные разделы общей физики. 

В предлагаемой Книге 3 представлены следующие разделы: термо
динамика, элементы статистической физики, а также результаты их при
менения к таким объектам, как газы и жидкости. В рамках знакомства 
с неравновесными процессами изложены явления переноса в газах. 

Рассмотрены основные понятия физики твердого тела, в частности, 
электрические, тепловые и магнитные свойства веществ. 



Ч А С Т Ь 1 

ТЕРМОДИНАМИКА 
СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

Г Л А В А 1 

ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА 

1.1. Макроскопические системы. 
Состояния. Процессы 

Макроскопическими, или макросистемами называют системы, состо
ящие из очень большого числа частиц (атомов, молекул, электронов, 
фотонов и др.)* Молекулярная физика изучает внутренние состояния 
макроскопических систем и протекающие в них процессы. Теоретиче
ские методы исследования многочастичных систем разделяются на два 
класса: термодинамические и статистические методы. Таким обра
зом, одна и та же система может быть рассмотрена с двух различных 
точек зрения. Каждый из этих методов имеет свои достоинства. Зада
чи по исследованию разнообразных макроскопических систем термоди
намическими методами составляют раздел молекулярной физики, назы
ваемый термодинамикой. Основу термодинамики образуют несколько 
фундаментальных законов, которые справедливы для любых макроско
пических систем независимо от их физической природы. Поэтому тер
модинамические соотношения имеют очень общий характер. Статисти
ческий метод может быть применен только в том случае, когда имеется 
возможность построить конкретную микроскопическую модель исследу
емой многочастичной системы, т.е. когда известны свойства входящих в 
эту систему частиц и особенности их взаимодействия. Задачи, решаемые 
статистическими методами, составляют предмет статистической физи
ки. Результаты, полученные этими методами, обычно имеют частный 
характер, т.е. справедливы только для систем, состоящих из опреде
ленных частиц. Соотношения статистической физики более детальны 
и содержат больше информации о свойствах и поведении исследуемой 
системы, чем соотношения, полученные термодинамическими методами. 
Но всегда эти методы согласуются н дополняют друг друга. 
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Экспериментальные методы и измерительные приборы (какими бы со
вершенными они ни были) не позволяют на практике установить зна
чения всех параметров, однозначно определяющих состояния всех ча
стиц макроскопической системы. Измерениям доступны только очень 
немногие величины, характеризующие не каждую частицу системы в от
дельности, а всю систему в целом или какую-либо ее макроскопическую 
часть. Такие величины называются макроскопическими. К ним относят
ся температура, давление, объем, энергия системы и некоторые другие 
ее параметры. Можно измерить температуру и давление газа при по
мощи термометра и манометра соответственно, количество полученного 
или отданного телом тепла - при помощи калориметра, но нельзя изме
рить координаты и скорости всех молекул газа. Состояние а многоча
стичной системы, которое однозначно определяется заданием некоторых 
макроскопических параметров, называется макроскопическим, или ма-
кросостоянием. В отличие от макросостояния а микроскопическим, или 
микросостоянием называется такое состояние а системы, для описания 
которого необходимо точно указать значения всех параметров, характе-
ризующих каждую из частиц системы в отдельности. Разумеется, это 
можно сделать только теоретически. Учитывая данные определения, 
можно утверждать, что одному и тому же макросостоянию а соответству
ет множество различных микроскопических состояний а макросистемы. 

При неизменных внешних условиях макроскопическая система со вре
менем переходит в макросостояние <т, в котором она будет находиться 
до тех пор, пока не изменятся внешние условия. Такое макросостояние 
называется стационарным. Бели в систему не поступают и из нее не вы
ходят вещество и энергия, а сумма всех внешних сил и сумма их моментов 
равны нулю, то стационарное состояние макросистемы называется рав
новесным, или состоянием термодинамического равновесия. Система, 
находящаяся в равновесном состоянии, сама называется равновесной. В 
неравновесной системе действуют механизмы, стремящиеся привести ее 
в равновесное состояние. Процесс а = a(t) перехода системы из неко
торого неравновесного состояния в равновесное называется релаксацией. 
Время, необходимое для этого перехода, называется временем релакса
ции г, а величина 1/г - скоростью процесса релаксации. Термодина
мической системой называется макроскопическая система, находящаяся 
в равновесном или близком к равновесному состоянии. Только такие 
системы являются предметом изучения в термодинамике. 

При изменении внешних условий термодинамическое равновесие на
рушается и ранее равновесная система оказывается в неравновесном со
стоянии. Если затем внешние условия изменяться не будут, то система 
релаксирует к другому равновесному состоянию, которое соответствует 
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измененным внешним условиям. Это новое состояние равновесия устано
вится спустя определенное время релаксации. Если внешние условия из
меняются незначительно, то неравновесное состояние, в котором окажет* 
ся система, будет мало отличаться от исходного равновесного состояния. 
Пусть внешние условия изменяются так медленно, что после каждого 
незначительного их изменения следующее изменение происходит только 
после того, как в системе установится термодинамическое равновесие. 
Такой медленно протекающий (квазистатический) процесс а = <r(t) на
зывается равновесным, или квазиравновесним (т.е. почти равновесным). 
Строго говоря, термодинамический процесс будет равновесным, когда 
скорость изменения внешних условий существенно меньше скорости про
текающих в системе релаксационных процессов. Равновесный процесс 
можно рассматривать как непрерывную последовательность равновес
ных состояний термодинамической системы. 

Бели в некотором процессе система проходит через ряд неравновесных 
состояний, то такой процесс называется неравновесным. Необходимым 
условием изменения состояния системы (т.е. протекания в ней какого-
либо процесса) является изменение внешних условий. Поэтому, строго 
говоря, все реальные процессы в макроскопических системах являются 
неравновесными, а равновесный процесс можно рассматривать как не
прерывную последовательность равновесных состояний только прибли
женно с некоторой (иногда очень высокой) точностью. 

Процесс а = <r(t), который переводит систему из некоторого равновес
ного состояния сг\ в другое равновесное состояние <7j, называется обра-
тимымч если, изменяя внешние условия, можно заставить систему со
вершить переход из состояния <72 в состояние <Т\ через те же промежу
точные состояния, но в обратном порядке. В противном случае процесс 
называется необратимым. Равновесный процесс всегда можно провести 
в обратном порядке, т.е. равновесный процесс является обратимым. Не
равновесный процесс всегда протекает необратимо. Необратимость про
цессов в неравновесных макроскопических системах - одно из основных 
свойств таких систем. 

Термодинамика представляет собой феноменологическую (описатель
ную) теорию, которая на основе нескольких эмпирических аксиом и зако
нов, установленных путем обобщения большого числа эксперименталь
ных фактов, позволяет найти соотношения, связывающие различные ма
кроскопические параметры термодинамических систем, и предсказывать 
поведение этих систем в определенных внешних условиях. Причем тер
мин макроскопическая термодинамическая система обозначает любую 
материальную систему, состоящую из достаточно большого числа ча
стиц, независимо от того, какова физическая природа этих частиц, как 
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они взаимодействуют и в каком агрегатном состоянии (газообразном, 
жидком или твердом) находится эта система частиц. 

В статистической физике макроскопические системы исследуют с по
зиций молекулярно-кинетических представлений о строении вещества. 
Задачей статистичекой физики является обоснование и вывод термоди
намических соотношений и законов при помощи микроскопических мо
делей, которые учитывают как физическую природу частиц, входящих в 
состав исследуемой макроскопической системы, так и характер их взаи
модействия. 

1.2. Функции состояния. Аксиомы термодинамики 
Каждому равновесному (или близкому к равновесному) состоянию а 

термодинамической системы соответствуют определенные значения ма
кроскопических параметров. Поэтому эти параметры называют функци
ями состояния а термодинамической системы. Макроскопические пара
метры разделяют на внутренние и внешние. Последние характеризуют 
воздействия, оказываемые на систему со стороны других тел или полей. 
Например, внешними параметрами являются напряженности внешних 
электрического и магнитного полей. Из двух параметров: Р - давление 
и V - объем, один можно считать внешним. Внешние параметры мож
но рассматривать как независимые переменные, а внутренние - как их 
функции. 

Термодинамические величины бывают интенсивными и экстенсивны
ми. Интенсивные параметры макросистемы не зависят от числа частиц 
в этой системе (или от ее массы) и принимают одно и то же значение для 
любой части равновесной пространственно однородной термодинамиче
ской системы. Такими параметрами являются, например, температура 
Т и давление Р. 

Экстенсивные, или аддитивные параметры при фиксированных значе
ниях интенсивных параметров пропорциональны числу частиц в системе 
(или ее массе). Примерами аддитивных величин могут служить объем V 
и внутренняя энергия U системы. Аддитивная величина X, характери
зующая макроскопическую систему, равна сумме одноименных величин 
Xk% соответствующих различным макроскопическим частям этой систе
мы: 

к 
где к = 1, 2, ... - номер составной части макросистемы. 

Система, которая не взаимодействует ни с какой другой системой, на
зывается замкнутой, или изолированной. Энергия такой системы со вре
менем не изменяется. Строго говоря, совершенно замкнутых систем в 
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природе не существует. В общем случае термодинамические системы мо
гут взаимодействовать между собой и при этом обмениваться энергией. 
Если объем V некоторой системы изменяется, то в результате соверше
ния окружающими телами работы над этой системой ее энергия также 
будет изменяться. Над макросистемой можно совершить работу, изме
няя значения и других внешних параметров, например, напряженностей 
внешних электрического или магнитного полей. Однако энергия может 
быть передана от одной макросистемы к другой и без совершения рабо
ты, т.е. при неизменных значениях внешних параметров. Переданная та
ким образом энергия называется тепловой, или просто теплом, а такой 
вид передачи энергии - тепловым взаимодействием, или теплообменом. 
Это взаимодействие есть результат обмена энергией непосредственно ме
жду отдельными частицами макросистем. 

Система называется адиабатически изолированной, или теплоизоли
рованной, если она не может обмениваться теплом с другими системами. 
Энергия такой системы изменяется только тогда, когда изменяются зна
чения внешних параметров и при этом совершается работа. Равновесный 
процесс, протекающий в теплоизолированной системе, называется адиа
батическим. 

Основу термодинамики составляют утверждения, к которым пришли 
путем обобщения большого количества опытных данных. Эти утвержде
ния сформулированы в виде аксиом и законов, называемых началами 
термодинамики. 

1. Аксиома существования состояния термодинамического равнове
сия. Для любой макроскопической системы при неизменных внешних 
условиях возможно состояние термодинамического равновесия, т.е. та
кое состояние системы, в котором ее внутренние параметры при фикси
рованных значениях внешних не изменяются с течением времени и из 
которого она не может выйти самопроизвольно, а только под влиянием 
внешних воздействий. Неравновесная система при неизменных внешних 
условиях переходит (релаксирует) со временем в равновесное состояние. 

2. Аксиома аддитивности энергии. Внутренней энергией U термоди
намической системы называется среднее значение ее энергии, измерен
ное в системе отсчета, относительно которой центр масс системы непо
движен, а сама система не вращается. Внутренняя энергия макроскоп и 
ческой системы складывается из кинетических энергий частиц, входя
щих в ее состав, и потенциальных энергий взаимодействия этих частиц 
друг с другом. Во внутреннюю энергию системы не входят кинетическая 
энергия движения системы как целого и та часть потенциальной энергии 
частиц, которой они обладают, находясь во внешнем силовом поле. Вну
тренняя энергия есть функция состояния <т термодинамической системы, 
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т.е. каждому макросостоянию системы соответствует определенное зна
чение ее внутренней энергии: 

U = U(a). 

В термодинамике принято считать, что внутренняя энергия макроси
стемы равна сумме энергий ее макроскопических частей: 

v = £ ик, 
к 

т.е. предполагается, что энергия взаимодействия макроскопических си
стем так мала по сравнению с энергией каждой из них в отдельности, 
что ею можно пренебречь. 

3. Аксиома существования температуры, или пулевой закон термо
динамики. Существует параметр 7\ называемый температурой, кото
рый характеризует макросистему в состоянии термодинамического рав
новесия. Этот параметр таков, что равновесные системы, между которы
ми осуществлен тепловой контакт (т.е. возможен теплообмен), останутся 
равновесными только при условии, что их температуры одинаковы. При 
установлении теплового контакта между системами с различными тем
пературами тепло передается от системы с более высокой температурой 
к системе с более низкой температурой. Как говорят, тепло передается 
от горячего тела к холодному. 

Многие количественные характеристики вещества - объем, электриче
ское сопротивление и др. - зависят от температуры. Любая из этих зави
симостей может быть использована для измерения температуры. Пусть 
некоторое тело (называемое термометрическим), одна из количествен
ных характеристик которого х зависит от температуры, приведено в те
пловое равновесие с тающим льдом. Такой системе приписывают нулевое 
значение температуры. Пусть этому значению температуры соответству
ет значение ха термометрической величины г. Затем это тело приводят 
в тепловое равновесие с кипящей при атмосферном давлении водой, при
писывают ему в таком состоянии значение температуры, равное 100°, и 
определяют соответствующее значение xi величины х. Если предполо
жить, что величина х изменяется с температурой линейно, то любому 
другому равновесному состоянию термометрического тела и телам, на
ходящимся вместе с ним в равновесии, можно приписать температуру 

t = ^ 100° . 

Определенная таким образом шкала температуры называется шкалой 
Цельсия. Единицей измерения температуры t является градус Цельсия 
СС). 
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При сравнении показаний термометров, в которых в качестве термо
метрических тел используются различные вещества (например, ртуть и 
спирт) или различные температурные зависимости (например, темпера
турные зависимости объема V = V(t) и электрического сопротивления 
R = Л(0)» может оказаться, что эти показания не совпадают при зна
чениях температуры t% не равных 0° и 100°. Поэтому для однозначно
сти определения температурной шкалы необходимо условиться о выборе 
термометрического тела, термометрической величины и способа градуи
ровки шкалы. 

В физике применяется также абсолютная шкала температуры Т. Еди
ницу абсолютной температуры называют Кельвином (К). Значения Кель
вина и градуса Цельсия одинаковы. Абсолютная температура Т связана 
с температурой t по шкале Цельсия соотношением 

Т = t + 273,15 . 

Равновесное состояние а макроскопической системы однозначно опре
деляется значениями температуры Т и других внешних параметров. При 
этом внутренние параметры являются функциями от внешних. В даль
нейшем изложении будем рассматривать только такие системы, состо
яния которых однозначно определяются значениями температуры Т и 
объема V. 

Для того чтобы температура исследуемой системы приняла опреде
ленное значение 7\ достаточно привести эту систему в соприкосновение 
с равновесной системой, имеющей данную температуру. Если последняя 
система обладает достаточно большой теплоемкостью, то в результате 
теплообмена ее температура изменится очень незначительно. Тогда как 
температура исследуемой системы примет требуемое значение Т. Си
стема, обладающая относительно большой теплоемкостью и постоянной 
температурой и находящаяся в тепловом контакте с исследуемой систе
мой, называется резервуаром тепла, или термостатом. До тех пор, 
пока существует теплообмен между термостатом и системой, ее темпе
ратура будет равна температуре термостата. Равновесный процесс, про
текающий в термодинамической системе при постоянной температуре, 
называется изотермическим. 

Если равновесное состояние а термодинамической системы однознач
но определяется значениями двух параметров (например, температуры 
Т и объема V), то такое состояние а можно изобразить точкой на коорди
натной плоскости, где на осях координат откладываются значения этих 
параметров. Так как равновесный процесс можно рассматривать как не
прерывную последовательность равновесных состояний, его можно изо
бразить соответствующей кривой на плоскости. На рис. 1.1 изображен 
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равновесный процесс а = a(t), переводящий термодинамическую систе
му из состояния <т\ в состояние а?. Число процессов, при помощи кото
рых такой переход может быть осуществлен, бесконечно велико. Любая 
кривая, соединяющая точки <т\ и о is изображает один из таких процес
сов. Конкретный равновесный процесс может быть описан посредством 
зависимости V = V(T) объема от температуры или другого уравнения, 
связывающего любые два из параметров Р, V и Т. Неравновесные состо
яния и процессы <г = <r(t) не поддаются геометрической интерпретации. 

Из трех параметров Р, V и 7\ ха
рактеризующих равновесное состоя
ние термодинамической системы, не
зависимыми являются только два (на
пример, Т и V). Зависимость давле
ния от температуры и объема 

Р = Р(Г, V) (1.1) 

называется уравнением состояния рас
сматриваемой равновесной термоди
намической системы. 

1.3. Первое начало термодинамики 
Как и все внутренние параметры, внутренняя энергия U зависит от па

раметров, определяющих макроскопическое состояние а термодинамиче
ской системы в некоторый момент времени t: U(t) = U(o(t)). Например, 
если равновесное макросостояние системы можно однозначно определить 
заданием значений ее температуры и объема, то внутренняя энергия та
кой системы в равновесном состоянии должна быть функцией от этих 
параметров: 

U = £/(Г, V). (1.2) 

Разумеется, система обладает какой-то внутренней энергией (/, даже ко
гда она находится в неравновесном состоянии <т, но в этом случае вну
тренняя энергия уже не будет функцией вида (1.2), которая завион толь
ко от макроскопических параметров таких, как температура и объем. 

Математический аппарат, применяемый в термодинамике, не дает воз
можности найти зависимости давления и внутренней энергии от темпера
туры и объема, которые учитывают индивидуальные особенности частиц 
макроскопической системы и ее агрегатное состояние. Эти зависимости 
устанавливаются или эмпирически (т.е. опытным путем), или теорети
чески методами статистической физики. 

V 

О Т\ Т7 Т 
Рис. 1.1. Равновесный 

термодинамический процесс 
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Если термодинамической системе в некотором процессе <т = <r(t) за 
время от t до t + dt сообщить определенное количество тепла 6Q и со
вершить над ней работу 6А\ то ее внутренняя энергия изменится на 
величину 

dU = 6Q + 6A', (1.3) 

где dU - приращение внутренней энергии, т.е. 
dU = U(t + dt) - U(t), dU = U{a(t + dt)) - U(<r(t)) . 

Если процесс a = a(t), в течение которого в системе происходили описан
ные изменения, является равновесным, то величину dU можно понимать 
как дифференциал функции (1.2). В обозначениях 6Q и 6А' символ 6 
применяется вместо символа d для того, чтобы подчеркнуть тот факт, 
что величины 6Q и 6А\ вообще говоря, не являются дифференциал аг 
ми каких-либо функций или независимых переменных величин, а есть 
просто бесконечно малые количества тепла и работы. Равенство (1.3) 
подразумевает, что работа, теплота и внутренняя энергия суть понятия 
эквивалентные, и выражает собой закон сохранения и превращения энер
гии в тепловых процессах. Это равенство выражает собой первое нача
ло термодинамики, которое иначе называется принципом эквивалент
ности теплоты и работы. 

В силу третьего закона Ньютона работа 6А\ совершенная над систе
мой, равна с обратным знаком работе 6А, совершенной самой системой 
над окружающими телами: 

ЬА' = -6А. 

При помощи этого равенства первое начало термодинамики можно запи
сать так: 

6Q = dU + 6A. (1.4) 

Согласно этому равенству количество тепла 6Q, сообщенное системе, 
равно сумме приращения ее внутренней энергии и работы 6А, совершен
ной системой над внешними телами. Основная заслуга и приоритет в 
установлении закона сохранения и превращения энергии в тепловых про
цессах принадлежит немецкому ученому Юлиусу Роберту Майеру (1814 
- 1878). 

Найдем выражение для работы ЬАУ совершаемой термодинамической 
системой при изменении ее объема. Рассмотрим сначала газ, заключен
ный в цилиндрическом сосуде с подвижным поршнем (рис. 1.2). Сила, 
с которой газ давит на поршень, равна произведению давления газа на 
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площадь поверхности поршня: F = PS. При перемещении поршня на 
расстояние dx газ совершает работу 

6Л = Fdz = PSdx, 
Так как dV = Sdz - бесконечно ма
лое приращение объема газа, полу
чим следующее выражение для эле
ментарной работы: 

! dx 6А = PdV (15) 

Рис. 1.2. К вычислению 
работы газа при расширении 

Это выражение справедливо при лю
бых бесконечно малых деформациях 
объема системы. 

Пусть исследуемая термодинамическая система в результате некото
рого (в общем случае неравновесного) процесса о = <r(t) перешла из со
стояния <т\ в состояние о2. Тепло Q, полученное системой при таком 
переходе, передавалось ей в течение этого процесса постепенно малыми 
порциями 6Q. Поэтому величина Q равна сумме 6Q: 

(Ьб) Q= J 6Q. 

Так же постепенно в ходе процесса изменялась внутренняя энергия си
стемы. Вследствие того, что внутренняя энергия является функцией со
стояния системы, сумма бесконечно малых приращений dU внутренней 
энергии будет равна согласно формуле Ньютона - Лейбница разности ее 
значений, соответствующих конечному и начальному состояниям систе
мы: 

J dU = U(o2) - U(ox) = U2 - Ux = AU . (1.7) 

Суммируя величины 6Q% dU и 6АЧ входящие в равенство (1.4), с уче
том формул (1.6) и (1.7) придем к интегральной форме первого начала 
термодинамики: 

Q = AU + А , (1.8) 

где 
=/ A - J 6 А 

c(t) 
- работа, совершенная системой в рассматриваемом процессе а = <r(t) 

(1.9) 
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Если в системе протекает равновесный процесс, описываемый зависи
мостью Р = P(V) давления от объема, то в силу формул (1.5) и (1.9) 
работа Л, совершенная системой, будет равна определенному интегралу 

)dV , (1.10) 

где V\ Ук V<2 - значения объема си
стемы, соответствующие ее началь
ному и конечному состояниям о\ и 
(72. Зависимость Р = P(V) можно 
изобразить графически в виде кри
вой на плоскости переменных Р и V 
(рис. 1.3). В соответствии с геометри
ческой интерпретацией определенно
го интеграла работа (1.10) численно 
равна площади криволинейной трапе
ции под кривой Р = P(V). 

О V2 

Рис. 1.3. Работа А равна 
площади под кривой Р = P(V) 

1.4. Энтропия. Второе начало термодинамики 
Эмпирически было установлено, что существует функция состояния 

5 = S(<r) 

термодинамической системы, называемая энтропией. Для равновесных 
состояний энтропия зависит от температуры и объема: 

S = S(T, V) 

и определяется соотношением 

Т 

(1.11) 

(1.12) 

где 6Q - количество тепла, сообщенное системе в пекотором равновесном 
процессе за время dt\ dS - соответствующее приращение энтропии, т.е. 
дифференциал функции (111). 

Согласно этому определению энтропия является аддитивной величи
ной. В самом деле, пусть двум макроскопическим частям равновесной 
термодинамической системы, находящейся при температуре Т, сообщили 
количества тепла соответственно 6Q\ и Таким образом вся система 
получила количество тепла 

6Q = 6Qx +6Q2 
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По определению приращения энтропии всей системы и отдельных ее ча
стей при этом будут 

dSi = 6Qx 
«5 , = ^ . 

Из этих равенств следует, что 

dS = dSi + dS2 

и 
5 = Si + 5 2 

Что и требовалось доказать. 
Если в адиабатически изолированной системе (6Q = 0) протекает рав

новесный процесс, то соотношение (1.12) принимает вид 

rf5 = 0. 

Экспериментально установлено, что в любом неравновесном процессе 
а = a(t), протекающем в адиабатически изолированной системе, энтро
пия со временем изменяется так, что ее приращение 

dS = S(t + dt) - 5(t) = S(<r(t + dt)) - S(<r(t)) 

всегда положительно: 
dS>0. 

Это утверждение - одна из формулировок второго начала термодина
мики, которая называется законом возрастания энтропии. В силу этого 
закона энтропия адиабатически изолированной системы или остает
ся постоянной, когда система находится в равновесном состоянии, или 
возрастает со временем, когда в системе протекает необратимый про
цесс а = а{1) : 

dt ~ 
(1.13) 

Для неравновесной системы, которая не является адиабатически изо
лированной, количество тепла 6Q, полученного ею в ходе некоторого не
обратимого процесса, и соответствующее приращение энтропии dS удо
влетворяют неравенству 

dS>6-£. (1.14) 
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Очевидно, что присутствие в этой формуле температуры ограничивает 
область ее применения. Неравенство (1.14) имеет смысл только для та
ких неравновесных систем, температура которых во всех точках занима
емых ими объемов одинакова. 

Объединим формулы (1.12) и (1.14) и запишем их так: 

TdS>6Qt (1.15) 

здесь знак равенства соответствует обратимым, а знак неравенства - не
обратимым процессам. Эта формула является наиболее общим выра
жением второго начала термодинамики, определяющего направление, в 
котором протекает эволюция а = <r(t) неравновесной макроскопической 
системы. Первым ввел в употребление понятие энтропии и сформули
ровал второе начало термодинамики немецкий физик-теоретик Рудольф 
Клаузиус (1822 - 1888). 

При стремлении абсолютной температуры к нулю энтропия системы 
также стремится к нулю: 

lim 5 = 0. т—о 
Это утверждение составляет содержание принципа Нернста (Вальтер 
Нернст (1864 - 1941) - немецкий физик), который называют также тре
тьим началам термодинамики. 

1.5. Теплоемкость 
Пусть в некотором равновесном процессе макроскопической системе 

передано количество тепла 6Q. В результате температура системы уве
личилась на величину dT. Отношение 

С=§ (1.16) 

называется теплоемкостью системы в данном процессе. Теплоемкость 
С, отнесенная к массе М системы, называется удельной теплоемкостью: 

С 

Теплоемкость одного моля вещества называется малярной теплоемко
стью. 

Теплоемкость является характеристикой не только самой системы, но 
и протекающего в ней равновесного процесса. При этом теплоемкость 
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удобно рассматривать как функцию от температуры: С — С(Т). Одна и 
та же система в различных процессах описывается различными темпе
ратурными зависимостями теплоемкости. Замечательной особенностью 
теплоемкости является то, что ее значения сравнительно просто могут 
быть установлены экспериментально. Дли этого следует измерить коли
чество тепла 6Q при помощи калориметра и соответствующее прираще
ние температуры dT при помощи термометра, а затем по формуле (1.16) 
найти значение теплоемкости. Чтобы установить температурную зависи
мость теплоемкости для какого-либо процесса, такие измерения следует 
провести при различных значениях температуры. 

Проще всего измерять теплоемкость в условиях, когда или объем, или 
давление постоянны. Равновесный процесс, протекающий в системе при 
сохранении ее объема (V - const), называется изохорическим. В таком 
процессе система работы не совершает: 6А = 0. Поэтому согласно перво
му началу термодинамики dU = 6Q. При этом в соответствии с формулой 
(1.16) теплоемкость при постоянном объеме будет 

Здесь и далее подстрочный символы обозначает величину, значение ко
торой следует зафиксировать при вычислении производной. 

Когда в системе протекает равновесный термодинамический процесс, 
ее внутреннюю энергию можно рассматривать как функцию (1.2) от тем
пературы и объема. В этом случае приращение внутренней энергии мож
но описать формулой 

При этом количество тепла 

Разделив это выражение на приращение температуры </Т, с учетом (1 17) 
получим: 

Для того чтобы по этой формуле найти зависимость теплоемкости от 
температуры, необходимо математически описать процесс, протекающий 
в исследуемой системе. Это можно сделать, например, посредством 
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функции V = V(T). Подстановка этой функции в формулу (1.18) дает 
искомую зависимость С = С(Т). 

Полную информацию о термодинамических характеристиках и свой
ствах реальных веществ можно получить, зная уравнение состояния 
Р = Р(Т, V) и температурные зависимости теплоемкостей Су и Ср при 
постоянном объеме и постоянном давлении соответственно. Эти зависи
мости могут быть установлены или экспериментально, или теоретически 
путем приближенных численных расчетов. 

1.6. Циклические процессы 
Процесс, протекающий в некоторой термодинамической системе, на

зывают циклическим, или просто циклом, если после ряда изменений ее 
состояния система возвращается в исходное состояние. Равновесный ци
клический процесс можно представить замкнутой кривой С на плоскости 
P-V (рис. 1.4). Термодинамическую систему, в которой протекает ци
клический процесс, называют рабочим веществом. Как правило, один и 
тот же цикл совершается рабочим веществом многократно. 

Циклический процесс; как и любой другой процесс, имеет определен
ную длительность. В ходе процесса рабочее вещество некоторое время 
получает тепло, а затем оно его отдает. Тело, от которого рабочее веще
ство получает тепло, называют нагревателем. Другое тело, которому ра
бочее вещество отдает тепло, называют холодильником. В циклическом 
процессе рабочее вещество то расширяется, то сжимается. При расши
рении рабочее вещество сошершает работу над окружающими телами, 
а при сжатии над рабочим веществом совершают работу окружающие 
тела. 

Применим первое начало термоди
намики (1.8) для описания цикличе
ского процесса. Так как после завер
шения цикла рабочее вещество возвра
щается в исходное состояние, измене
ние внутренней энергии будет равно 
нулю: 

Д£/ = 0. 
В таком случае тепло Q, полученное 
рабочим веществом за цикл, будет рав
но совершенной им работе: 

Q = A. (1.19) 
Пусть Q+ есть тепло, полученное рабочим веществом за один цикл от 
нагревателя, a Q " - тепло, отданное рабочим веществом за один цикл 

и 
f \ 

С 

к А \<г3 

L2 

О Vi Vi V 

Рис. 1.4- Циклический процесс 
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холодильнику. Следовательно, суммарное тепло Q, полученное рабочим 
веществом за цикл, будет 

Q = Q+ -Q- . (1.20) 

Возможны два типа циклических процессов. Пусть величины Q и А 
положительны. Это означает, что рабочее вещество получает от нагре
вателя больше тепла, чем отдает холодильнику. При этом оно соверша
ет работу Л, которую называют полезной. Периодически действующее 
устройство, совершающее работу за счет полученного тепла, называют 
тепловой машиной. Можно сказать, что тепловая машина преобразует 
тепловую энергию в механическую работу. Когда рабочее вещество полу
чает от нагревателя меньше тепла, чем отдает холодильнику, величины 
Q и А будут отрицательны. Периодически действующее устройство, в ко
тором рабочее вещество при совершении над ним работы отбирает тепло 
от некоторого тела т и передает его в окружающую среду, называется 
холодильной машиной. 

Циклический процесс может протекать в одном из двух возможных 
направлений. В одном случае точка, представляющая равновесное со
стояние системы, будет перемещаться с течением времени вдоль кривой 
С по часовой стрелке, а в другом - против. 

Точки <г\ и <Г2> соответствующие наименьшему V\ и наибольшему V7 

значениям объема К, делят контур С на две части. Обозначим верхнюю 
и нижнюю части этого контура буквами L\ и соответственно. Пусть 
из состояния <Т\ в состояние 02 рабочее вещество переходит в процессе, 
изображаемом кривой L\. При этом оно совершает работу 

которая равна площади ПОД кривой L\. Затем рабочее вещество сжима
ется и переходит из состояния а? в состояние с\ в процессе L4. Работа 

совершаемая при сжатии отрицательна, а ее абсолютное значение равно 
площади под кривой Li Работа, совершенная за цикл, будет 

Так как А\ > работа А в рассматриваемом случае есть положи
тельная величина. Следовательно, устройство, в котором состояние ра
бочего вещества изменяется так, что точка, изображающая это состояние 

А\ = / PdV4 

А = Ах + А7 = А\ - \А2\. 
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на плоскости PV, перемещается с течением времени вдоль кривой С по 
часовой стрелке, является тепловой машиной. Таким образом, полезная 
работа А равна площади внутри контура С. 

При помощи формулы (1.20) преобразуем равенство (1.19) к виду 

Из этого равенства следует, что часть тепла Q+ сообщаемого рабочему 
веществу нагревателем, идет на совершение им работы Л, а другая часть 
Q~ передается рабочим веществом холодильнику. Очевидно, что эконо
мически выгодно по возможности уменьшать количество тепла, отдава
емого холодильнику. При этом полезная работа будет больше. Эффек
тивность тепловой машины характеризуется коэффициентам полезного 
действия (КПД) г/, который определяется как отношение совершаемой 
рабочим веществом за один цикл полезной работы А к получаемому за 
это время количеству тепла Q+: 

Коэффициент полезного действия принимает значения от 0 до 1. Чем 
выше КПД, тем экономичнее работает тепловая машина. При помощи 
равенства (121) выражению (1.22) можно придать вид 

Рассмотрим теперь циклический процесс, протекающий в обратном на
правлении, т.е. процесс, в ходе которого точка, изображающая состояние 
рабочего вещества на плоскости РVу перемещается по кривой С против 
часовой стрелки. Теперь рабочее вещество переходит из состояния 0\ 
в состояние <гп в процессе, изображаемом кривой L2. В этом процессе 
рабочее вещество, расширяясь, совершает работу А2 > 0. При перехо
де из состояния о2 в состояние о\ в процессе, изображаемом кривой L\% 

рабочее вещество сжимается. Совершаемая им в этом процессе работа 
отрицательна (А\ < 0) и по абсолютной величине больше работы А?: 
I А\ | > А?. Поэтому работа, совершенная за цикл будет 

Абсолютное значение | А | этой работы равно площади, ограниченной кон
туром С. Величина | А | есть работа, совершаемая за один цикл внешними 
телами над рабочим веществом. Из соотношений (1.19) и (1.20) и нера
венства (1.24) следует, что тепло Q + , которое рабочее вещество получает 

Q+ = A + Q- . (1.21) 

(1.23) 

А = Ах + А7 = | + А7 < 0. (1.24) 
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от некоторого тела т , меньше тепла Q~, которое оно отдает в окружа
ющую среду: 

Итак, над рабочим веществом за один цикл совершается работа \ А\. При 
этом оно забирает тепло Q + от тела т и отдает еще больше тепла Q" 
в окружающую среду. Периодически действующее устройство, в кото
ром осуществляется такой циклический процесс, является холодильной 
машиной. В данном случае экономически выгодно, чтобы количество 
отбираемого тепла Q* было как можно большим. Поэтому эффектив
ность холодильной машины характеризуют отношением Q*/\A\% кото
рое называют холодильным коэффициентом. Чем больше холодильный 
коэффициент, тем эффективнее работает холодильная машина. 

1.7. Цикл Карно 
Кривая, изображающая адиабатический процесс, называется адиаба

той; а кривая, изображающая изотермический процесс, - изотермой. 
Рассмотрим циклический процесс, который представлен контуром С, со
стоящим из двух адиабат и двух изотерм. Такой процесс называется 
циклом Карно. Этот процесс назван так в честь французского физика и 
инженера Никола Карно (1796 - 1832). Для осуществления цикла Кар
но рабочее вещество поочередно необходимо или теплоизолировать, или 
приводить в тепловой контакт с одним из двух термостатов (рис. 1.5). 
Термостат с более высокой температурой Т\ играет роль нагревателя, а 
термостат с более низкой температурой Тъ - роль холодильника. 

Т = ТХ 6Q = 0 Т = Т2 6Q = 0 

Рис. 1.5. Цикл Карно 

При тепловом контакте с нагревателем в рабочем веществе протекает 
изотермический процесс а\ —• <Г2, в котором оно получает тепло Q+ и 
расширяется. При этом энтропия рабочего вещества увеличивается от 
значения S\ в состоянии о\ до значения в состоянии <Г2- Затем, адиа-
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бати чес к и расширяясь, рабочее вещество переходит из состояния <гз в 
состояние а з . При этом его энтропия сохраняет постоянное значение S2. 
При контакте с холодильником рабочее вещество изотермически сжима
ется и отдает тепло Q~, а его энтропия уменьшается. Достигнув состоя
ния <г«, рабочее вещество продолжает сжиматься, но уже адиабатически, 
и переходит в состояние а%. Так как в адиабатическом процессе энтропия 
не изменяется, при переходе <т\ —> о\ она будет равна значению S\. На 
плоскости переменных Т и S цикл Карно изображается прямоугольным 
контуром (рис. 1.6). 

В силу определения энтропии (1.12) 
ее приращение в изотермическом про
цессе С\ —» а2 равно 

о* 
5 , - 5 , - у — - — 

Аналогично в процессе а$ —• а\ при
ращение энтропии будет 

5, с / 6Q Q- Рис. 1.6. Диаграмма 
цикла Карно 

Из этих равенств следует, что 

91 91 т2 

(1.25) 

Используя соотношение (1.25), по формуле (123) найдем КПД цикла 
Карно: 

П'Цг^- (1-26) 

Как видно из этой формулы, КПД тепловой машины, работающей по 
обратимому циклу Карно, не зависит от состава рабочего вещества и кон
струкции машины, а определяется только температурами нагревателя и 
холодильника. 

Рассмотрим произвольный циклический процесс некоторой тепловой 
машины. Когда рабочее вещество получает тепло (обозначим эти фазы 
цикла символом +) , его энтропия увеличивается от наименьшего значе
ния Si до наибольшего значения S2. При этом рабочее вещество прохо
дит через состояние, в котором его температура принимает наибольшее 
значение Tmar. Когда рабочее вещество отдает тепло (эти фазы цикла 
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обозначим символом - ) , его энтропия уменьшается от значения до 
значения S\. При этом в некоторый момент времени рабочее вещество 
оказывается в состоянии с наименьшим значением температуры Tmtn. 

Согласно определению энтропии (1.12) ее приращение в процессе + 
будет 

В этом процессе температура Т некоторым образом изменяется, но удо
влетворяет неравенству 

Т < Tmar . 

С учетом этого неравенства можно записать 

5 , _ 5 l = / « L ' / « ^ < 2 L . ( 1 Я Т ) 

J + J +тпаг +тпат J -»mer 
+ + + 

где Q+ - тепло, полученное рабочим веществом от нагревателя. 
Приращение энтропии в процессе, когда рабочее вещество отдает те

пло, будет 

Здесь 6Q < 0. Запишем это соотношение так: 

-6Q 

В этом процессе температура Т изменяется так, что 

С учетом этого неравенства можно записать 

J J J *min *min J * min 

где Q~ - тепло, отданное рабочим веществом холодильнику. 
Формулы (1.27) и (1.28) приводят к неравенству 

Q ^ Q * или О- > (1.29) 
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Последнее неравество и формула (1.23) дают возможность записать сле
дующее неравенство для КПД цикла: 

П - 1 - ТнГ < 1 - ™ г • (1-30) 
W *тах +таг 

Правая часть этого неравенства есть КПД цикла Карно, в котором изо
термические процессы протекают при температурах Тт{п и Ттсг- Таким 
образом, согласно неравенству (1.30) среди различных циклов с заданны
ми значениями наименьшей и наибольшей температур тепловая машина, 
работающая по циклу Карно, обладает наибольшим коэффициентом по
лезного действия. 



Г Л А В А 1 * 

ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА 
(продолжение) 

1.8. Термодинамические потенциалы. 
Свободная энергия 

Для получения соотношений между термодинамическими величина
ми удобно применять метод потенциалов, разработанный американским 
физиком-теоретиком Дж. Гиббсом (1839 - 1903). 

При помощи первого начала термодинамики (1.4), формулы (1.5) для 
элементарной работы и определения (1.12) энтропии равновесной си
стемы составим следующее выражение для дифференциала внутренней 
энергии: 

dU = TdS-PdV, (1.31) 

которое дает основание рассматривать внутреннюю энергию равновесной 
термодинамической системы как функцию аргументов 5 и V: 

U = U(StV). (1.32) 

При этом энтропия S и объем V называются естественными переменны-
ми для внутренней энергии U, а функция (1.32) - термодинамическим 
потенциалом. 

По определению дифференциал функции (132) 

При сравнении правых частей равенств (1.31) и (1.33) получим: 

Ми.-
Подстрочные символы в правых частях этих формул обозначают вели
чины, значения которых следует зафиксировать при вычислении част
ных производных. Из формул (1.34) и (1.35) видно, что знание функции 
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(1.32) позволяет посредством ее дифференцирования установить зависи
мости температуры и давления от энтропии и объема: Т = T(S, V) и 
Р = P(S% V). Поэтому функция U = U(S,V) и называется потенциалом. 

Формулу (134) можно принять в качестве определения абсолютной 
температуры и использовать для установления температурной шкалы, 
которая называется термодинамической шкалой температуры. 

Интересно отметить, что формула (1.35) напоминает соотношение 

F = - ^ dx ' 
связывающее силу F и потенциальную энергию U. Это сходство не явля
ется случайным. Можно доказать, что формула (1.35) есть следствие 
последнего соотношения. 

Функция состояния 
F = F(<r), 

определяемая как 
F = U -TS, (1.36) 

называется свободной энергией термодинамической системы. Так же, как 
внутренняя энергия и энтропия, свободная энергия может быть опреде
лена как для равновесных, так и для неравновесных состояний макро
скопических систем. Необходимо только, чтобы температурное поле этих 
систем было пространственно однородным, так как значение температу
ры входит в определение (1.22) свободной энергии. 

Продифференцировав соотношение (1.36), найдем приращение свобод
ной энергии: 

dF = dU -TdS-SdT. 
Подстановка в эту формулу выражения (131), которое справедливо уже 
только для равновесных процессов, дает 

dF = -SdT-PdV . (1.37) 

Отсюда видно, что свободную энергию равновесной системы удобно рас
сматривать как функцию от температуры и объема: 

F = F(T, V). (1.38) 

Другими словами, температура и объем являются для свободной энергии 
естественными переменными. 

По определению дифференциал функции (1.38) 

d F = W d T + W d v ( 1 ' 3 9 ) 
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Сравнение выражений (1.37) и (1.39) приводит к формулам 

(1.40) 

(1 41) 

в которых при дифференцировании по температуре объем считается по
стоянным, а при дифференцировании по объему постоянной считается 
температура. Эти формулы позволяют по известной функции (1.38) уста
новить зависимости (1Л) и (1.11) давления и энтропии от температуры 
и объема. Поэтому свободная энергия как функция от температуры и 
объема является термодинамическим потенциалом. 

Исключив из равенств (1.36) и (1.40) энтропию, получим уравнение 
Гиббса - ГсАъмголъца (Герман Гельмгольц (1821 - 1894) - немецкий фи
зик): 

Напомним, что зависимость (1.38) имеет смысл только для системы, 
находящейся в равновесном состояии. Свободная энергия системы, в ко
торой протекает неравновесный процесс а = <r(t), изменяется со време
нем, даже когда температура и объем этой системы постоянны. Второе 
начало термодинамики дает возможность установить, как изменяется 
свободная энергия неравновесной системы в таких условиях, т.е. при 
Т = const и V = const. Так как при постоянном объеме система работы 
не совершает, 6А = 0, согласно первому началу термодинамики (1.4) все 
полученное системой тепло идет на увеличение ее внутренней энергии: 

При помощи этого соотношения преобразуем второе начало термодина
мики (1.15) к виду 

Когда температура системы тоже постоянна, это неравенство можно за
писать так: 

Разделив это неравенство на время dt9 в течение которого произошли эти 
изменения внутренней энергии и энтропии, с учетом соотношения (1.36) 
прцдем к условию 

(1.42) 

6Q-dU. 

dU -TdS<0. 

d(U-TS)<0. 

(1.43) 
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Согласно этому неравенству в необратимых процессах а = <r(t)% проте
кающих при постоянных значениях температуры Т и объема V, свобод
ная энергия системы уменьшается и принимает наименьшее значение, 
даваемое формулой (1.38), когда систелш приходит в равновесное со
стояние. Это утверждение называется принципом убывания свободной 
энергии. 

Будем рассматривать внутреннюю энергию и энтропию равновесной 
системы как функции (1.2) и (111) от температуры и объема. Диффе
ренциалы этих функций 

связаны соотношением (1.31). Разрешим это соотношение относительно 
энтропии: 

dS= y (dU + PdV) 

и преобразуем полученное равенство при помощи формулы (1.44) так: 

где давление также есть функция от температуры и объема. Сопоста
вление формул (1.45) и (1.46) дает 

Если известны функции V — U(T, V) и Р — Р(Т, V), то зависимость 
энтропии от температуры и давления S = 5(Т, V) может быть устано
влена в результате решения системы уравнений (1.47) и (1.48). 

Применяя теорему о равенстве смешанных частных производных 

87S _ d*S 
avdT ~ dTdv' 

с учетом формул (1.47) и (1.48) получим: 

дУ\тдт)~дт\т\дУ+ ) ] 
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После дифференцирования этих выражений и несложных преобразова
ний придем к уравнению 

которое связывает функции U = U(T% V) и Р = Р(7\ V). 

1.9. Термодинамические потенциалы системы 

Существуют макросистемы, природные особенности которых таковы, 
что число частиц в них является переменной величиной. Примером та
кой системы может служить тепловое излучение, содержащееся внутри 
полости в твердом теле. Стенки полости непрестанно испускают и погло
щают кванты излучения - фотоны. Поэтому число фотонов в полости не 
является постоянным. Другим примером систем с переменным числом 
частиц служат системы, в которых протекают химические или квази
химические реакции. В ходе реакций количество одних частиц умень
шается, а других увеличивается. В этом разделе будем рассматривать 
системы, состоящие из одинаковых (тождественных) частиц. Каждому 
состоянию а такой системы соответствует определенное число ЛГ, содер
жащихся в ней частиц. Иначе говоря, число N является функцией со
стояния а и может рассматриваться как один из внешних параметров, 
характеризующих состояние системы. Заметим, что число частиц в си
стеме есть аддитивная величина. 

Внутренняя энергия системы с переменным числом частиц может из
меняться не только из-за теплового взаимодействия с окружающей сре
дой или при совершении над ней работы, но также вследствие изменения 
числа содержащихся в системе частиц, т.е. внутренняя энергия равно
весной системы будет зависеть от числа N частиц в системе. Теперь 
вместо зависимости (1.32) следует рассматривать функцию 

Дифференциал этой функции, кроме выражения (1.31), будет содержать 
слагаемое, пропорциональное приращению dN числа частиц: 

где величина / i , называемая химическим потенциалом, обозначает част
ную производную 

(1.49) 

с переменным числом частиц 

U = U(S, V, N). (1.50) 

dU = TdS- PdV + fidN , (1.51) 

(1-52) 
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Введем еще одну функцию состояния G, которая называется термо
динамическим потенциалом Гиббса. Для пространственно однородной 
системы потенциал Гиббса определяется соотношением 

G = U-TS+PV. (1.53) 

Дифференциал этой функции 

dG = dU -TdS-SdT+PdV+ VdP 

для случая, когда в системе протекает равновесный термодинамический 
процесс, при помощи равенства (1.51) можно преобразовать к виду 

dG=-SdT+VdP + pdN. (1.54) 

Из этой формулы следует, что для потенциала Гиббса равновесной си
стемы естественными переменными служат температура 7\ давление Р 
и число частиц N: 

G = G(T9 Р, N). (1.55) 
При этом, как видно из формулы (1.54), химический потенциал есть част
ная производная от функции (1.55) по переменной N: 

Все аргументы функции (1.55) за исключением N суть интенсивные 
параметры, тогда как сама функция G и число частиц N являются адди
тивными величинами. Это означает, что для двух каких-либо составных 
частей равновесной пространственно однородной системы параметры Т 
и Р одинаковы, а термодинамические потенциалы G\f G* и числа N%9 N7 

частиц таковы, что 

Gx + G7 = G и Nx + N7 = N, 

где G и N - термодинамический потенциал всей системы и число частиц в 
ней. Учитывая формулу (1.56), можно утверждать, что эти соотношения 
будут справедливы только, если функция (1.55) имеет вид 

G = AT/i(T,P). (1.57) 

Согласно этой формуле химический потенциал есть термодинамический 
потенциал Гиббса, приходящийся на одну частицу. 

Подстановка выражения (1.57) в равенство (1.53) приводит к соотно
шению 

t / - T 5 - / i 7 V + P K = 0, (1.58) 
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которое справедливо только для равновесных состояний многочастичной 
системы. 

Второе начало термодинамики (1.15) 

TdS>6Q 

определяет изменения термодинамических функций, которые они пре
терпевают в течение какого-либо необратимого процесса. При помощи 
первого начала термодинамики запишем этот закон в виде 

TdS>dU + PdV . 

Если в течение некоторого необратимого процесса температура и давле
ние в системе поддерживаются постоянными, то последнее неравенство 
с учетом определения (1.53) можно записать так: 

d{U - TS+ PdV) < 0 , или dG < 0 . 

На основании этого неравенства можно утверждать, что потенциал Гибб-
са в ходе неравновесного процесса, протекающего при постоянных зна
чениях температуры и давления, уменьшается и принимает наименьшее 
значение, когда система приходит в равновесное состояние: 

Введем термодинамический потенциал П при помощи соотношения 

П = 1Г-TS-IAN . (1.59) 

Дифференциал этой функции 

dQ = dU - TdS - SdT - /J dN - N dfi. 

При помощи формулы (1.51) найдем приращение, которое получает по
тенциал Q за время dt в каком-либо равновесном процессе: 

dQ = -SdT-PdV-Ndii. (1.60) 

Из этого выражения следует, что для равновесной системы потенциал ft 
зависит от температуры Т, объема V и химического потенциала /J: 

П = П(Т, (1.61) 
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а частные производные этой функции связаны с энтропией, давлением и 
числом частиц соотношениями 

JV = -

Р = -

s = -

(1.64) 

(1.62) 

(1.63) 

Разрешив уравнение (159) относительно энтропии и подставив полу
ченное выражение в формулу (162). придем к равенству 

Рассмотрим систему, состоящую из некоторого числа N одинаковых 
частиц. Если внешние поля отсутствуют, то единственным внешним па
раметром системы будет занимаемый ею объем V. В соответствии с фор
мулой (1.50) внутренняя энергия такой системы в равновесном состоянии 
однозначно определяется заданием значений энтропии 5, объема V и чи
сла частиц N. Однако может оказаться, что при заданных значениях 
S, V и N равновесная система не является пространственно однородной, 
а распадается на две соприкасащиеся однородные части, находящиеся в 
различных состояниях. Такие состояния вещества, которые могут сосу
ществовать в равновесии друг с другом, называются различными фазами 
вещества, или его агрегатными состояниями. 

Условия, при которых две фазы одного вещества сосуществуют, со
прикасаясь между собой, можно получить следующим образом. В силу 
аддитивности внутренней энергии будем иметь равенство 

где lrk = Uk($k* l'*t Nk) ~ внутренняя энергия к-й фазы, к = 1, 2; 
У*, Nit - соответствующие этой фазе энтропия, объем и число частиц, 
которые также являются аддитивными величинами: 

(1.65) 

1.10. Условия равновесия фаз 

(/ = (/,+ U7, (1.66) 

S = Si + s7, V = Vx + V7 , N = N\ + N7 . (1.67) 
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Дифференциал функции (1.50) определяется выражением (1.51), а диф
ференциалы функций Uk = Uk{Sk> V*, Nk) - аналогичными выражения-
ми 

dUk =TkdSk-PkdVk+iikdNk. (1.68) 
Из равенства (1.66) следует, что приращение dU внутренней энергии си
стемы равно сумме приращений внутренних энергий ее составных частей: 

dU = dUi + dU2 . (1.69) 

Подстановка в это равенство выражений (1.51) и (1.68) с учетом соотно
шений (1.67) позволяет преобразовать его к виду 

Т (dSx + dS2)-P (dVx +dV2) + ti (dNx + dN2) = 
2 

= £ (TkdSt-PkdVt+HkdNk) . (170) 

Так как дифференциалы dS\% dS2, dV\$ dV2, dN\ и dN2 независимых 
переменных S\% S2$ V\% V2, N\ и N2 могут принимать любые значения, 
будем считать, что в равенстве (1.70) только один из них не равен нулю. 
При этом прцдем к выводу, что температура, давление и химический 
потенциал во всех частях равновесной двухфазной системы принимают 
одни и те же значения: 

7 \ = Т 2 = Г , Рх = Р2 = Р , /ii = / i 3 = /i . (1.71) 

Это и есть искомые условия равновесия фаз. Все величины, входящие 
в эти условия | являются интенсивными - Таким образом, доказано, что 
интенсивные параметры принимают одинаковые значения для любой ча
сти равновесной системы, даже когда эта система не является простран
ственно однородной. 

Условия сосуществования фаз можно вывести иначе следующим обра
зом. Во-первых, температуры обеих фаз должны быть одинаковы в силу 
нулевого закона термодинамики. Во-вторых, равенство давлений выте
кает из третьего закона Ньютона, согласно которому силы взаимодей
ствия фаз на границе раздела равны по величине. Наконец, третье усло
вие равновесия фаз - равенство их химических потенциалов - можно по
лучить так. Термодинамический потенциал Гиббса для всей двухфазной 
системы есть функция (1.57), а для различных ее фаз 

G\ = Ni /ii(T, Р) , G2 = N2 Ai,(T, P). (1.72) 

Потенциал Гиббса и числа частиц являются аддитивными величинами 

G = Gi + G2, N = N\ + N2 . 
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Сложение выражений (1-72) должно дать функцию (1.57). Такое может 
быть только в том случае, если 

^ ( Т , Р) = /i2(7\ Р). (1.73) 

Это уравнение связывает значения температуры и давления, при кото
рых возможно сосуществование фаз и определяет на координатной плос
кости переменных Р и Т линию, которую называют кривой равновесия 
фаз, или кривой сосуществования фаз. 

1.11. Термодинамика 
равновесного теплового излучения 

Равновесное тепловое излучение это - электромагнитное излучение, 
находящееся в равновесии с телами, температура которых поддержива
ется постоянной. Например, такое излучение заполняет полость внутри 
твердого тела при постоянной температуре Т. Равновесное тепловое из
лучение является изотропным, т.е. его интенсивность во всех направле
ниях одинакова. Освещенность Е какой-либо поверхности изотропным 
излучением и давление Я, которое излучение оказывает на эту поверх
ность, связаны с плотностью энергии излучения w соотношениями 

£ = -J-CW, (1.74) 
4 

Р = } « ; , (1.75) 

где с - скорость света. 
Плотность энергии равновесного излучения есть некоторая функция 

от температуры 
w = w(T). (1.76) 

Эту функцию можно найти из уравнения (1.49), в котором внутреннюю 
энергию U теперь следует рассматривать как энергию теплового излуче
ния, заполняющего полость объема V. По определению 

Г/(Г, V) = w(T) V . (1.77) 

Подстановка функций (1.75) и (1.77) в уравнение (1.49) после несложный 
преобразований приводит к дифференциальному уравнению для функ
ции w = w(T) 

dxv 4 ш 
If ~ ~Т~ ' 
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Это есть уравнение с разделяющимися переменными, т.е. его можно за
писать так: 

Интегрирование дает 
w(T) = # Т 4 , (1.78) 

где В - постоянная интегрирования. Подставим эту функцию в формулу 
(1.74). Придем к закону Стефана - Больцмана 

Е = а Т 4 , (1.79) 

где а = с В/А. 
По формулам (1.47) и (1.48) можно найти энтропию 5 равновесного 

теплового излучения как функцию температуры Т и объема V. Подста
вим в эти формулы функции (1.75), (1 77) и (1.78). Получим 

Нетрудно проверить, что функция 5 = S(T, V) с такими производными 
имеет вид 

5(Т, V) = \BT*V + const . 
о 

Аддитивную постоянную следует положить равной нулю в силу очевид
ного УСЛОВИЯ 

lim S(T, V) = 0 . 

Таким образом, будем иметь 

5 ( Г , V) = BT*V . (1.80) 

При этом будет справедливо соотношение 

Г 5 = ^rwV . (1.81) 

Найдем химический потенциал равновесного теплового излучения. 
Для этого разрешим равенство (1.58) относительно /J. Придем к фор
муле 

/i= ±.((J-TS+PV). 

Нетрудно убедиться в том, что подстановка выражений (1.75), (1 77) и 
(1.81) приводит к равенству 

Ai = 0 . 

согласно которому химический потенциал равновесного теплового излу
чения равен нулю. 



Г Л А В А 2 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

2.1. Вероятность 

Уравнения динамики при заданных начальных условиях имеют един
ственное решение. Это означает, что, зная положение и скорость тела в 
некоторый момент времени tCy при помощи уравнений движения можно 
абсолютно точно установить положение этого тела и его скорость в лю
бой другой момент времени. Именно благодаря этому свойству законов 
динамики удается с высокой точностью предсказывать движение планет 
солнечной системы и их спутников, рассчитывать траектории движения 
искусственных космических тел в околоземном пространстве, описывать 
поведение довольно сложных машин и механизмов. Однако практиче
ски не всегда можно найти единственное решение уравнений динамики 
по причине отсутствия полной информации о начальных условиях и си
лах, действующих на исследуемую систему, или пз-за математических 
трудностей, возникающих при решении дифференциальных уравнений. 

Существуют системы, поведение которых не поддается описанию по
средством одних только законов динамики. В таких системах протека
ют процессы, ход которых невозможно предсказать совершенно точно и 
которые называются случайными. В одних явлениях случайность при
сутствует как следствие неполноты знаний наблюдателя о всех деталях 
исследуемой системы, о ее прошлом и о воздействиях, которым она под
вергается. Другим явлениям случайность может быть присуща в силу их 
физической природы. В любом варианте для описания случайных явле
ний следует применять статистические методы. В частности это относит
ся к макроскопическим системам, состоящим из очень большого числа 
частиц. Теоретически возможно записать в символической форме урав
нения движения всех частиц, входящих в состав макросистемы, с учетом 
всех действующих на них сил. Но из-за многочисленности этих урав
нений их решению препятствуют непреодолимые математические труд
ности. Поэтому для количественного описания многочастичных систем 
приходится использовать иной математический аппарат, основанный на 
понятии вероятности. Применительно к системам, в которых протекают 
случайные процессы, законы динамики частично или полностью теряют 
свою силу и уступают место закономерностям другого свойства, называ
емым статистическими. 
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Событие, которое может произойти или не произойти по недоступным 
контролю со стороны наблюдателя причинам, называется случайным со
бытием. Случайный процесс есть последовательность случайных собы
тий, происходящих в некоторой физической системе. Составить полное 
детерминистическое описание поведения такой системы не представляет
ся возможным. Но даже в казалось бы совершенно беспорядочном пове
дении можно выделить определенные закономерности. Эти закономерно
сти могут быть установлены только в результате проведения достаточно 
большого числа наблюдений и измерений. Для этого необходимо иссле
дуемую систему, в которой протекает случайный процесс, наблюдать в 
течение достаточно продолжительного промежутка времени, или произ
вести одноразовое исследование состояний большого числа одинаковых 
систем. Специальная обработка полученного таким образом цифрового 
материала позволяет выявить статистические закономерности в беспо
рядочном поведении системы. 

Основной количественной характеристикой случайного события или 
случайного процесса является вероятность. Вероятность есть мера воз
можности осуществления того или иного случайного события. В стати
стической физике вероятность определяют при помощи так называемого 
статистического ансамбля, который представляет собой совокупность 
большого числа воображаемых или действительных одинаковых экзем
пляров исследуемой системы. 

Пусть множество различных состояний исследуемой системы являет
ся конечным или счетным, т.е. каждому состоянию системы можно по
ставить во взаимно однозначное соответствие натуральное число t = 1,2, 
3, ... Проще говоря, все состояния системы можно перенумеровать. Та
кие системы называются дискретными. Самыми простыми примерами 
дискретных систем могут служить монета, которая после ее подбрасыва
ния ложится на горизонтальную плоскость вверх одной из своих сторон, 
или кубик игральной кости, который может принимать шесть возможных 
положений на плоскости, соответствующих различным числам точек на 
его верхней грани. Множество внутренних состояний атомов и молекул 
также является счетным. В физике такие состояния принято называть 
квантовыми. 

Рассмотрим статистический ансамбль, состоящий из N одинаковых 
дискретных систем, в каждой из которых протекает случайный процесс. 
Пусть в некоторый момент времени t среди систем этого ансамбля в со
стоянии с номером t находится Ni(t) систем. Очевидно, что сумма всех 
этих чисел равна числу систем в ансамбле: 

(2.1) 
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Вероятностью того, что одна какая-то система ансамбля в момент 
времени t находится в i-ом состоянии, называется величина 

Wt{t)= Mm (2.2) 

т.е. предел, к которому стремится отношение числа Ni(t) к числу N 
систем в ансамбле, когда последнее неограниченно возрастает. Зависи
мость вероятности (2.2) от номера состояния (или от какой-либо дру
гой величины, однозначно определяющей состояние системы) называется 
функцией распределения систем ансамбля по состояниям. Из определе
ния (2.2) следует, что вероятность может принимать любые значения в 
пределах от нули до единицы: 

Просуммируем обе части равенства (2.2) по всем возможным значени
ям номера 1. С учетом (2.1) получим так называемое условие нормировки 
вероятности 

Определенная посредством равенства (2.2) функция W = Wi(t) аргу
ментов I и t дает статистическое описание случайного процесса, проте
кающего в исследуемой дискретной системе. Зная эту функцию, можно 
вычислить вероятность, с которой система окажется в том или ином со
стоянии в заданный момент времени. 

Случайный процесс называется стационарным, если его характер не 
изменяется с течением времени. Такой процесс, например, протекает 
в любой равновесной макроскопической системе, которая время от вре
мени переходит из одного микроскопического состояния а в другое при 
неизменном макросостоянии. Для стационарного случайного процесса 
вероятность W, не зависит от времени и может быть определена ина
че. Система, ь которой протекает случайный процесс, ь течение доста
точно продол ж ителыют промежутка времени длительностью At будет 
многократно переходить из одного состояния в другое, а в одном и том 
же состоянии побывает несколько раз. Пусть Af,- есть суммарное вре
мя (часть времени ДО. в течение которого система находилась в t-м 
состоянии. Очевидно, что 

О < И',- < 1 . 

(2.3) 
t 

(2.4) 
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Для стационарного случайного процесса вероятность Wi roix), что систе
ма в какой-то момент времени окажется в t-ом состоянии, можно опре
делить как предел отношения времен Д{,- к At при At — со: 

(2.5) 

Определенная таким образом вероятность в силу равенства (2.4) также 
удовлетворяет условию нормировки (2.3). 

Интуитивно представляется почти очевидным, что для стационарных 
процессов оба определения вероятности должны быть эквивалентны: 

Это утверждение называется эргодической теоремой. 
В дальнейшем изложении будем исходить из определения вероятно

сти при помощи статистического ансамбля, так как это определение с 
теоретической точки зрения является более конструктивным. 

Состояние реальной дискретной системы, кроме номера i , который, 
вообще говоря, не имеет физического смысла, характеризуется одной или 
несколькими величинами, имеющими определенный физический смысл. 
Например, каждая система состоит из некоторого числа частиц и обла
дает некоторой энергией. Обозначим одну из таких величин буквой Я\ 
а ее значение, соответствующее t-му состоянию - Х(х). Причем различ
ным состояниям системы и, следовательно, различным номерам г мо
жет соответствовать одно и то же значение X. Множество значений 
А"(1), Х(2), Х(3), ... , которые может принимать величина X, явля
ется дискретным. Поэтому эта величина называется дискретной слу
чайной величиной. Совокупность всех значений величины X называется 
спектром ее значений. В данном случае спектр значений X является 
дискретным. 

Пусть среди N систем статистического ансамбля в момент времени * 
имеется число N(t% X) систем, для которых величина X принимает за
данное значение X. Предел отношения этого числа к числу ;V систем в 
ансамбле при неограниченном возрастании последнего называется веро
ятностью W(t} X) того, что в момент времени * одна какая-то выбранная 
наугад система находится в состоянии, которому соответствует значение 

Wi = Wi . 

2.2. Дискретная случайная величина 

X: 
W(tt X) = Jim 

N(t,X) 
N (2.6) 
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Зависимость W — \V(t, X) называется функцией распределения дискрет-
ной случайной величины X. 

Просуммируем обе части равенства (2.6) по всем возможным значе
ниям величины X. Так как 

£ N(t, X) = N, (2.7) 
X 

придем к условию нормировки вероятности 

Y, w ^ х ) = 1 • (2-8) 
х 

Величина X является однозначной функцией номера состояния г: 
X = X(t) , т.е. каждому состоянию системы соответствует одно опре
деленное значение Х(г) физической величины X. Обратная функция 
г = i{X), вообще говоря, не является однозначной, т.е. одно и то же 
значение X может соответствовать различным состояниям системы. По
этому число N(t, X) систем ансамбля, для которых величина X прини
мает заданное значение Х% будет связано с числом Ni(t) систем в t-м 
состоянии соотношением 

ЛГ(*,Х) = £ W > . < 2 ' 9 ) 
«=«(*) 

где суммирование производится только по номерам состояний t = г(Х), 
соответствующим заданному значению X. Разделив соотношение (2.9) 
на N% в пределе при N —• оо в соответствии с формулами (2.2) и (2.6) 
получим: 

•=«(Х) 
Это равенство составляет содержание теоремы о сложении вероятно
стей. 

Пусть для каждой из систем ансамбля в момент времени I производит
ся измерение значений величины А". Среднее значение X этой величи
ны по результатам произведенных измерений определяют как отношение 
суммы всех полученных значений X к числу измерений N: 

— 1 N 

где к - номер измерения, т.е. номер системы в ансамбле. Так как среди 
V измеренных значений величины X какое-либо значение X встречается 
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N(t, X) раз, будем иметь формулу 

Х = ± ^ Х N(t,X). (211) 
х 

Теоретически измерения можно производить сколь угодно большое число 
раз. Тогда в пределе при N —• со с учетом определения (2.6) придем к 
формуле 

X = J ^ XW(tyX). (2.12) 
х 

Формулу (2.11) используют для расчега среднего значения по резуль
татам действительных измерений, число которых всегда конечно. Зада
ча статистической физики заключается в отыскании функции распреде
ления W = \V(t, X) случайной величины X и вычислении ее среднего 
значения X по формуле (2.12). Совпадение экспериментального и тео
ретического средних значений является критерием правильности теории 
исследуемого явления. 

Среднее значение величины /, которая является функцией аргумента 
X: f = f(X)y определяется формулой 

f = 52f(X)W(t,X). (2.13) 
х 

В частности, среднее значение квадрата величины X можно вычислить 
по формуле 

X* = Х* w{*' 
х 

2.3. Непрерывная случайная величина 
Если множество возможных состояний исследуемой системы не явля

ется счетным, то состояние такой системы можно охарактеризовать од
ной или несколькими имеющими определенный физический смысл вели
чинами х, у и т.п., которые обладают непрерывным спектром значений. 
Например, такими величинами являются координаты хл i/, z и скорости 
v r , fy, v2 частицы, которая может свободно перемещаться в некоторой 
области пространства. 

Рассмотрим статистический ансамбль, состоящий из Л' тождествен
ных систем. К примеру, ансамбль может представлять собой газ из 
N одинаковых атомов, заполняющий некоторый объем пространства Г. 
Пусть х есть некоторая непрерывная величина, характеризующая состо
яние одной системы ансамбля, а х^к) - значение, которое эта величина 
принимает в момент времени / для к-Л системы ансамбля 
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(к = 1, 2,..., N). Распределение значений х (** величины х на числовой 
оси удобно для наглядности изобразить графически следующим образом. 
Разделим ось х на равные отрезки длиной Ах каждый точками х, = г Ах, 
где I = 0, ±1, ±2, . . . Подсчитаем число ANi значений х^к\ попадающих 
в интервал [ x t _ i , х в ) . Отложим на оси ординат значение 

* = < 2 1 4 > 
и проведем на этом уровне над рассматриваемым интервалом горизон
тальный отрезок прямой линии. Проделав описанную операцию для ка
ждого отрезка, получим на плоскости переменных х и н ; ступенчатую 
кривую, называемую гистограммой (рис. 2.1). 

Если все /V значений х(*) укладываются в один интервал длиной Ах, 
то гистограмма будет иметь вид прямоугольника высотой 1/Ах. Если же 
длина Ах меньше наименьшего расстояния \х^ — х** *| m i n между точ
ками на числовой оси, отмечающими значения х^к\ то числа ANi будут 
равны или 0, или 1. При этом гистограмма будет представлять собой 
совокупность N хаотически расположенных на оси х прямоугольников 
высотой (N Дх)~ 1 каждый. Пусть длина Ах удовлетворяет неравенствам 

\х(к)-х(к'Ч <Ах<х<к) - х ( * > 

где х^/п и Xmlx - соответственно наименьшее и наибольшее из значений 
х(*). При этом условии гистограмма будет иметь вид, изображенный на 
рис. 2.1. 

W < ( 1 
1 1 ш = w(tt х) 

I ! ! 
| J | 

1 X 
1 К" 1 н\ 
I I I 1 1 1 

1 1 1 

| ! ! 

1 i i 
i i i К 
1 1 1 i 1 t 1 ! Ах X 

Рис. 2.1. Гистограмма 

Так как полное число значений х**> равно N, справедливо соотноше
ние 

£ AN£ = N , 
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которому при помощи формулы (2.14) можно придать вид 

£ и ; , Д х = 1 . (2.15) 
I 

Произведение ш, Дх есть площадь i-ro прямоугольника гистограммы. 
Таким образом, согласно равенству (2.15) площадь гистограммы равна 
единице. 

В пределе при N —> оо и Дх — 0 гистограмма превращается в 
гладкую кривую, описываемую непрерывной неотрицательной функцией 
w = w{t, х), которая в соответствии с формулой (2.14) такова, что 

w(t,x)= J im A " { t ' Х ) , (2.16) 
оо N Дх 

Дх—0 
где AN(t% х) есть число систем ансамбля, для которых значения вели
чины х попадают в интервал [х, х + Дх). Функция w = w(t, х) называет
ся плотностью вероятности, или функцией распределения непрерывной 
случайной величины х. Смысл этой функции можно выяснить следую
щим образом. Используя общепринятые обозначения бесконечно малых 
величин, запишем равенство (2.16) так: 

w(f , * ) < * * = lim d N ^ r
9 Х ) , (2.17) 

где dx - бесконечно малое приращение величины х, dN(t,x) - число 
систем ансамбля, для которых величина х принимает значения, принад
лежащие интервалу [х, x+dx) . Но правая часть равенства (2.17) по опре
делению есть вероятность dW того, что для одной произвольно выбран
ной в момент времени t системы ансамбля значение величины х лежит 
в интервале [х, х + dx). Таким образом, смысл плотности вероятности 
заключается в том, что 

dW = w{t,x)dx. (2.18) 
Так же как и площадь гистограммы, площадь под кривой w = w(t, х) 

равна единице. Поэтому вместо равенства (2.15) будем иметь следующее 
условие нормировки плотности вероятности: 

w(t,x)dx= 1 . (2.19) / 
Это условие следует понимать так: сумма вероятностей того, что случай
ная величина х принимает какое-то одно из всех возможных значений, 
равна единице. 
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Вероятность того, что величина х для одной из систем ансамбля в 
момент времени t принимает значение, принадлежащее интервалу (а, 6), 
равна 

И ф , х € ( а , 6)} = Jw(t,x)dx 
а 

Согласно правилу (2.13) для вычисления среднего значения каждое 
эпачение усредняемой величины необходимо умножить на соответству
ющую вероятность и полученные произведения сложить. Аналогично 
среднее значение / некоторой функции / = f(x) от непрерывной случай
ной величины х можно вычислить по формуле 

+оо 

f= J f(x)w(t,x)dx. (2.20) 

2.4. Статистическое описание 
микросостояний макросистемы 

Для задания микроскопического состояния а многочастичной систе
мы необходимо точно указать значения всех параметров, характеризу
ющих состояние каждой из частиц системы в отдельности. Это можно 
сделать только теоретически. Например, нет возможности указать ко
ординаты и скорости всех молекул газа. Микроскопические состояния 
многочастичной системы можно исследовать статистическими методами, 
используя математический аппарат теории вероятности. Нельзя сказать, 
в каком именно микросостоянии о находится рассматриваемая макро
система, но можно вычислить вероятность с которой система в момент 
времени t может оказаться в состоянии а. 

Рассмотрим некоторую дискретную систему. В физических задачах 
для идентификации состояния дискретной системы не всегда удобно ис
пользовать порядковый номер t состояния, так как эта величина не име
ет, вообще говоря, физического смысла. Для этой цели обычно исполь
зуют величины, имеющие определенный физический смысл. Величины 
Х\, Х2, ... , Х$у характеризующие состояние дискретной системы, назы
ваются математически независимыми, если ни одна из них не является 
функцией остальных. Пусть совокупность Х\> Х2, ... , Х9 независи
мых физических величин однозначно определяет микросостояние а рас
сматриваемой системы. В таком случае их число з называется числом 
степеней свободы системы. При этом многомерная величина 

X = { Л"ь Х 2 , Х ё } 
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может быть использована вместо номера микросостояния системы о, a 
функцию распределения W = W ( t ) можно записать так: 

W - W(t% X) . (2.21) 

Это есть вероятность того, что система в момент времени t находится 
в состоянии X. Функция W = W(t9 X) описывает распределение си
стем статистического ансамбля по микросостояниям и называется функ
цией распределения. Согласно определению вероятности число систем 
ансамбля, которые в момент времени t находятся в состоянии X, равно 
N W(t, Х)} где N - число систем в ансамбле. 

Условие нормировки (2.3) для функции распределения (2.21) будет 
иметь вид 

53 W(t, X) = 1 , (2.22) 
х 

где суммирование производится по всем значениям X, взаимно однознач
но соответствующим различным состояниям системы. 

Рассмотрим макросистему, микросостояния которой характеризуются 
непрерывными величинами х\, x j , ... , х9. Пусть эти величины матема
тически независимы, а их совокупность однозначно определяет микро-
состояние а рассматриваемой системы. Для статистического описания 
такой макросистемы необходимо использовать плотность вероятности 

w = w(tt х) , 

гае 
X = { X i , Xj , . . . , X,} 

- совокупность величин, характеризующих микросостояние системы. 
Условие нормировки для этой функции можно записать так: 

J w(t%x)dx= 1 . 

При помощи функции распределения W = W(t, X) можно дать бо
лее строгое и обоснованное с теоретической точки зрения определение 
макроскопического состояния а многочастичной системы. Теперь мож
но утверждать, что макросостояние а какой-либо системы есть совокуп
ность ее микросостояний а, в каждом из которых она может находиться 
с той или иной вероятностью. Другими словами, можно сказать, что 
статистическое описание макросостояния а системы осуществляется по
средством функции распределения W = W(t, X). 

Макроскопические параметры состояния такие, как внутренняя энер
гия и энтропия, являются функциями макросостояния а системы: 
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U = U(a), S = S(a). Так как состояние а определяется функцией рас
пределения, функции состояния должны каким-то образом зависеть от 
этой функции. Одной из основных задач статистической физики являет
ся установление зависимостей макроскопических параметров состояния 
системы от функции распределения: 

U = U{W(t% X)} , 5 = S{W(t, X)} . 

Такие зависимости в математике называют функционалами. 

2.5. Энергия макросистемы 
Энергия Е любой системы зависит от ее микросостояния. Для дно 

кретной системы эту зависимость можно представить в виде 

Е = Е{Х). 

П у с т ь исследуемая система находится в макросостоянки <г, описывае
мом функцией распределения W = W(t> X). Используя формулу (2.13), 
можно записать следующее выражение для среднего значения энергии 
системы в этом состоянии: 

Ц(а) = £ Е(Х) W(t, X) . (2.23) 
х 

Внутреннюю энергию U макросистемы отождествляют со средним 
значением Е ее энергии, т.е. 

U =И. (2.24) 
Эту формулу более подробно можно записать следующим образом: 

Щ<т) = U{W(t. X)) = £ Е(Х) W(tf X) . 
х 

Рассмотрим систему, состоящую из N одинаковых частиц. В том слу
чае, когда можно пренебречь энергией взаимодействия частиц, энергия 
Е многочастичной системы будет равна сумме энергий каждой из частиц 
в отдельности: 

N 

где d - энергия t-й частицы. В силу свойства среднего значения случай
ной величины среднее значение энергии системы невзаимодействующих 
частиц равно сумме средних значений энергий отдельных частиц: 

N 

i = \ 
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Если все частицы одинаковы, то их средние энергии равны друг другу: 

где ? - среднее значение энергии е одной частицы. Поэтому внутрен
няя энергия системы невзаимодействующих частиц равна произведению 
средней энергии одной частицы на их число: 

U = TZ = NT. (2.26) 

2.6. Статистический смысл энтропии. 
Формула Больцмана 

Энтропию системы можно выразить через ее функцию распределе
ния. Пусть система находится в произвольном неравновесном макроско
пическом состоянии <?(*)> описываемом зависящей от времени функцией 
распределения W = W(t9 X). В качестве определения энтропии в стати
стической физике используют формулу 

S{v) = S{W(t, X)} = - к £ W(tf X) In W(t9 X), (2.27) 
x 

где к - положительная постоянная, называемая постоянной Больцмана 
(Людвиг Больцман (1844 - 1906) - австрийский физик-теоретик). В со
кращенном виде эту формулу можно записать так: 

5 = - к In W(t, X) . 

Ниже будет показано, что определения энтропии в термодинамике и ста
тистической физике эквивалентны. 

Строго говоря, макроскопическое состояние <г(1), в котором находит
ся макросистема в данный момент времени f, описывается функцией 
W = W(t, X) распределения системы по микросостояниям. Однако та
кое описание является достаточно сложным для образного восприятия. 
Поэтому Больцман предложил более простое и наглядное (но менее стро
гое) определение макроскопического состояния. Согласно этому опреде
лению произвольному макроскопическому состоянию а системы соответ
ствует копечное число Г(<т) различных ее микроскопических состояний 
а, в каждом из которых система может находиться с равпой вероятно-
стью W(a). При этом во всех других микросостояниях система находить
ся не может, т.е. для них вероятность равна нулю. Данное определение 
можно записать посредством формулы 

{ W(a) при а € с , 
(2.28) 

0 при а £ а; 
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где XQ - значение дискретной величины Хч характеризующее микросо
стояние а. Эта формула задает упрощенную функцию распределения, 
описывающую макросостояние <г. Число Г(<т) мнкросостояний а 6 с 
называется статистическим весом, или термодинамической вероятно
стью макроскопического состояния <т. 

Для функции (2.28) условие нормировки (2.22) принимает вил 

Г(<т) W(<r) = 1 . (2.29) 

Подстановка этой функции в формулу (2.27) приводит к выражению 

S(o) = -к Г(<т) W(o) In W(<T) , 

которое при помощи соотношения (2.29) можно записать так: 

S(o) = kln Г(а) (2.30) 

Это - знаменитая формула Больцмана% раскрывающая статистический 
смысл энтропии. 

Такие равнозначные понятия как случайность, хаос и беспорядок ха
рактеризуют собой любое макроскопическое состояние о многочастич
ной системы. Термодинамическая вероятность Г (а) является самой про
стой количественной характеристикой макросостояния о. Она может 
служить мерой уровня беспорядка в системе, находящейся в данном ма-
кросостоянии а. 

Полная определенность, т.е. отсутствие беспорядка, имеет место для 
системы, про которую достоверно известно, что она находится в каком-то 
одном определенном микросостоянии о. В этом случае число Г(<г) ми
кросостояний равно единице, а энтропия согласно формуле Больцмана 
равна нулю. Чем больше термодинамическая вероятность Г(<т) макро
состояния <г, тем меньше информации о том, в каком именно микросо
стояний находится исследуемая система, содержится в описывающей это 
макросостояние о функции распределения (2.28), т.е. тем больше беспо
рядка имеется в системе. 

Согласно формуле Больцмана энтропия так же, как и термодинами
ческая вероятность, может служить мерой уровня беспорядка в системе: 
чем выше уровень беспорядка, тем больше энтропия. Теперь закон воз
растания энтропии (1.13) можно сформулировать следующим образом. 
Неравновесный процесс в адиабатически изолированной системе проте
кает так, что беспорядок в ней все время увеличивается до тех пор, пока 
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система не придет в состояние термодинамического равновесия. Отме
тим, что речь идет только об адиабатически изолированных системах. В 
открытых системах энтропия и беспорядок при определенных условиях 
могут уменьшаться именно благодаря обмену энергией и информацией с 
окружающими телами. 

2.7. Каноническое распределение Гиббса 
Рассмотрим некоторую дискретную макроскопическую систему, на

ходящуюся в состоянии термодинамического равновесия. В этом случае 
функция распределения не будет зависеть от времени: 
W = W(X). Эта функция должна иметь строение общее для всех равно
весных систем. Вид этой функции был установлен Гиббсом: 

W(X) = vexp(-0E(X)) (2.31) 

Это выражение называется каноническим распределением Гиббса. Оно 
имеет фундаментальное значение в теории равновесных состояний ма
кроскопических систем. Равновесная функция распределения (2.31) за
висит от энергии системы Е(Х) и содержит два параметра /? и i/. 

Для дискретной системы спектр значений ее энергии Е(Х) также 
является дискретным. Отдельные значения энергии принято называть 
уровнями энергии. Энергия Е любой материальной системы обладает об
щим свойством. Какова бы ни была физическая природа системы, суще
ствует одно единственное ее состояние, в котором энергия этой системы 
принимает наименьшее значение E m i n . Это состояние называется основ-
ним. Но не существует состояния с наибольшей энергией, т.е. энергия 
любой системы может быть сколь у годно большой: Е > £m, n На основа
нии этого неравенства можно сделать следующее заключение. Параметр 
0 в формуле (2.31) принимает только положительные значения: /? > 0. В 
противном случае вероятность W может стать бесконечно большой при 
Е —• оо. Но этого не должно быть по той причине, что вероятность по 
определению не превышает единицу. Ниже будет показано, что параметр 
/? обратно пропорционален абсолютной температуре: 

(2- 3 2 ) 

Его называют обратной температурой. 
Согласно формуле (2.31) вероятность W экспоненциально зависит от 

энергии Е системы: 
W(E) = ue'f)E . 

56 



Это положительная монотонно убывающая функция. Бе график показан 
на рис. 2.2. 

Параметр и может быть найден из условия нормировки (2.22) и назы
вается поэтому нормировочным множителем. Подстановка выражения 
(2.31) в условие нормировки (2.22) дает 

1 

где величина 
2 = £ е х Р (-0Е(Х)) 

х 
называется статистической суммой. 

W(E) 

(2.33) 

(2.34) 

Emm Е 

Рис. 2.2. Равновесная функция распределения 

Равновесная система, микросостояния которой определяются непре
рывной случайной величиной г, описывается функцией распределения 

н/(х) = | / е х р ( - 0 £ ( х ) ) , (2.35) 

где 

а величина 
Z- Jexp(-0 Е(х)) dx (2.36) 

называется статистическим интегралом. 



Г Л А В А 2 * 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 
(продолжение) 

2.8. Многомерная случайная величина. 
Статистическая независимость 

Пусть состояние системы, кроме величины X, характеризуется еще 
одной физической величиной У, которая также, как и величина Х\ явля
ется однозначной функцией состояния системы: У — У(i). Совокупность 
{X, У} двух случайных величин называется двухмерной случайной ве
личиной. Все определения и формулы предыдущего раздела можно ис
пользовать для статистического описания дискретной случайной вели
чины У и двухмерной величины {X, У} . Так, согласно формуле (2.6) 
вероятность W(t, У) того, что одна произвольно выбранная система ан
самбля в момент времени ( находится в состоянии, которое соответствует 
заданному значению У, определяется как 

W(t,Y)= J im (2-37) 

где W(f, У) - число систем ансамбля, для которых величина У в момент 
времени t принимает заданное значение У. Следует заметить, что функ
ции W(t, X) и W(tf У) могут отличаться друг от друга не только своими 
аргументами. В общем случае это две различные функции. Если в пер
вой функции заменить аргумент X на У, то получим функцию, которая, 
вообще говоря, не совпадает с функцией W(t, У) распределения величи
ны У. Однако в любом случае функция W(t, У) так же, как и функция 
W(t, X), удовлетворяет условию нормировки 

Щ*> У) = 1 . (2.38) 
у 

Пусть N{t% X, У) есть число систем ансамбля, находящихся в момент 
времени t в состояниях с заданными значениями X и У. Очевидно, что 

Y, N(t%X,Y) = N(t%Y), (2.39) 
х 

£ N(t,X,Y) = N(t9X). 
у 
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Предел отношения числа N(t% X, У) к числу N систем в ансамбле при 
неограниченном увеличении последнего есть вероятность того, что одна 
какая-то система ансамбля находится в момент времени t в состоянии, 
которое соответствует заданным значениям X и У: 

И Ч * , Х , У ) = lim N { t * * , У ) . (2.40) 

Зависимость W = W(tt X, У) называется функцией распределения двух
мерной случайной величины {X, У} . 

Просуммируем обе части равенства (2.40) по всем значениям величи
ны Л\ С учетом соотношений (2.37) и (2.39) получим: 

£ W(t,X,Y)=W(t,Y). (2.41) 
х 

Аналогично 
£ W(UX,Y)=W(t9X). 
у 

Суммирование обеих частей равенства (2.41) по всем значениям У с 
учетом (2.38) приводит к условию нормировки 

W(t,X,Y) = l. (2.42) 
X Y 

Все системы ансамбля, которые находятся в состояниях, соответству
ющих одному и тому же значению У, в свою очередь образуют ансамбль, 
который называется подансамблем. Число систем в этом ансамбле равно 
N(tt У). Среди систем подансамбля N(t, X, У) систем находятся в состо
яниях с заданным значением X. Поэтому согласно принятому определе
нию вероятности предел отношения числа N(t, Х% У) к числу N(t, У) 
систем в подансамбле при неограниченном возрастании последнего 

• • U f i n - j j » ^ Ж Т Г ( 2 " 3 ) 

есть вероятность того, что одна из систем ансамбля находится в состо
янии с заданным значением X, но при условии, что рассматриваются 
только такие системы, для которых величина У равна вполне определен
ному значению У. По этой причине вероятность W(t, Х\ У) называется 
условной вероятностью. 

Из определений (2.37), (2.40) и (2.43) вытекает соотношение 

W(t, X, У) = W{t% Х\У) W(t9 У ) . (2.44) 
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Случайные величины X я Y называются статистически независи
мыми, если каждая из них принимает то или иное значение вне зависи
мости от того, какое значение имеет другая величина. Бели величины X 
и У статистически независимы, то число систем, находящихся в состоя
ниях с заданным значением X, должно быть пропорционально полному 
числу систем в ансамбле независимо от того, какое значение принимает 
для этих систем величина У: 

N(tyX,Y) N(t,X) 
N(t, Y) N 

В пределе при N —> со будем иметь 

W(t,X\Y) = W(tyX). (2.45) 

Подстановка (2.45) в (2.44) дает 

W(ty X, У) = W(ty X) W(t, У ) . (2.46) 

Таким образом, для статистически независимых случайных величин их 
общая функция распределения равна произведению функций распределе
ния каждой их этих величин в отдельности. 

Среднее значение некоторой величины /, зависящей от X и У: 
/ = f(Xy У), определяется формулой 

7=ЕЕ /(*.у) w& у) • (2-47) 
X У 

В частности, среднее значение произведения X У есть 

X У 

Для статистически независимых величин в силу соотношения (2.46) 
будем иметь 

I 7 = Z F , (2.49) 

т.е. среднее значение произведения статистически независимых случай
ных величин равно произведению их средних значений. 

Пусть состояние системы характеризуется двумя величинами х н у , 
имеющими непрерывный спектр значений. Теперь для статистического 
описания системы следует использовать плотность вероятности 

W = w(ty ху у ) , 
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смысл которой заключается в том, что выражение 

dW = w(t, х, y)dxdy (2.50) 

есть вероятность того, что в момент времени t система находится в со
стоянии, для которого значение величины х принадлежит интервалу 
(х, х + rfx), а значение у - интервалу (у, у + dy). 

Если выражение (2.50) проинтегрировать по всем возможным значе
ниям х, то получим вероятность w(t, у) dy того, что значение величины 
у принадлежит интервалу (у, y + dy). После сокращения на dy получим: 

+ 0О 

w{t, х, y)dx = w(i, у ) , (2.51) 
— оо 

•г ос 

где w(t} у) - функция распределения величины у. Нетрудно заметить, 
что формула (2.51) является аналогом формулы (2.41). Аналогично 
можно записать 

w(t, *> y)dy=w(ti х ) . (2.52) 
-оо 

Вообще, все формулы и соотношения, полученные для функций от дис
кретных случайных величии, можно применять для непрерывных слу
чайных величин с тем только отличием, что суммирование следует за
менить интегрированием. Так вместо условия нормировки (2.42) теперь 
будем иметь следующее условие: 

«f ОО + 0 0 

j J w(t, х, y)dxdy=\. (2.53) 
—оо —оо 

Два знака интеграла в левой части этого равенства означают, что инте
грирование производится по двум переменным: х и у. Такие интегралы 
называются кратными. Условие нормировки (2.53) можно вывести из ра
венства (2.52), если проинтегрировать обе его части по х и использовать 
условие (2.19). 

Среднее значение / функции / = /(х, у) двух случайных величин х 
и у определяется формулой 

+оо +оо 

7 = J J f(x, у) w(t, х, у) dx dy. (2.54) 
— ОО —оо 
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Для статистически независимых случайных величин х н у плотность 
вероятности w(t, г, у) равна произведению плотностей w(t, х) и w(t, у): 

w(ttz,y) = w(t9x)w(t,y). (2.55) 

2.9. Функция распределения 
Микросостояния а дискретной системы удобно идентифицировать 

при помощи совокупности независимых физических величин Х\% .... Х$} 

количество которых равно числу s степеней свободы этой системы. Дру
гими словами, многомерная величина 

X = {Х\} Х2,.., Х9} 

может быть использована вместо номера микросостояния системы а. 
При этом функция ̂ распределения будет некоторым образом зависеть от 
X: 

W = W{t9 X) = W(t, Х1%...,ХШ). 

Условие нормировки (2.3) для этой функции 

Щи X) = 1 (2.56) 
х 

более подробно можно записать следующим образом: 

£ . . . £ И ф , Х | в . . . . Х , ) = 1 . (2.57) 
* i X. 

Так как многомерная величина X однозначно определяет состояние 
системы, любая другая физическая величина /, характеризующая эту 
систему, может быть представлена как функция от X: 

f = f(X) = f(Xx X.). 

Среднее значение этой величины определяется формулой 

X 

которая по форме совпадает с формулой (2.13), но в действительности 
символизирует суммирование по Xi, Х^, ••• , X,: 

/ = X,) W(t, Хи .... Х$). (2.59) 
X , X. 
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Пусть 
х = { х ь х 2 , . . . , * * } 

есть многомерная непрерывная величина, однозначно определяющая ми
кросостояние исследуемой системы, 8 - число степеней свободы. Слу
чайный процесс, протекающий в такой системе, описывают при помощи 
плотности вероятности 

w - w(t, х) = w(ty х ь х , ) , 

которая называется функцией распределения многомерной случайной 
величины х и удовлетворяет условию нормировки 

+ о о + СО 

J w(t, 1 , , . . . , х,)</*1 ..dx. = 1 . (2.60) 
— ОО —оо 

Это условие символически можно записать следующим образом: 

ju/(t, x)dx=l, (2.61) 

где 
dx = dx\ ... dx9 . 

Среднее значение / функции / = f(x) = f(x\,х$) определяется 
стандартной формулой 

+ оо 

J / ( х ь . . . , x,)w(t, х ь . . . , x , ) r fx i . . .dx, = 
-co 

= J f(x)w(t, x)dx. (2.62) 

При вычислении сумм (2.57), (2.59) и интегралов (2.60) и (2.62) следу
ет помнить, что многомерные величины { X i , . . . , Xs) и { х ь х,} долж
ны принимать только такие значения, чтобы каждое микросостояние си
стемы отмечалось ими только один раз. При суммировании и интегриро
вании по всем возможным значениям многомерных величин это правило 
нарушается для систем, состоящих из тождественных частиц. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть система состоит из двух то
ждественных частиц, движущихся вдоль оси х. Состояние такой систе
мы определяется значениями х\ и х 2 координат этих частиц. При этом 
многомерные величины { x i , х 2 ) и { х 2 , х\}у отличающиеся перестанов
кой координат, соответствуют одному и тому же состоянию системы в 
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силу тождественности частиц. Если производить интегрирование по всем 
возможным значениям координат, то каждое состояние будет отмечено 
дважды, а не один раз, как положено. В таком случае для исправления 
ошибки полученный результат следует разделить на 2. В общем случае, 
когда система состоит из произвольного числа N частиц, деление сле
дует производить на число перестановок N величин, каждая из которых 
характеризует состояние одной частицы, т.е. на N\. При этом вместо 
формул (2.60) и (2.62) будем иметь 

J w(t,x)dx=\, (2.63) 

где х - многомерная величина, определяющая состояние системы из N 
тождественных частиц, а интегрирование производится по всем возмож
ным значениям параметров, определяющих состояние одной частицы. 

Функция распределения W — W(t, X ) (или ш = w(t, х)) определяет 
макроскопическое состояние а многочастичной системы. Макросостоя
ние а системы есть совокупность ее микросостояний а, в каждом из ко
торых она может находиться с той или иной вероятностью. Иначе гово
ря, статистическое описание макросостояния а системы осуществляется 
посредством функции распределения W = W(t% X ) . Макроскопические 
параметры состояния а рассматриваются в статистической физики как 
функционалы от функции распределения. Например, такими функцио
налами являются внутренняя энергия и энтропия системы 

U = U{W(t9X))9 S = S{W(t,X)}. 

2.10. Флуктуации 
Если какая-либо система совершает беспорядочные переходы из одно

го микросостояния or в другое, т.е. в ней протекает случайный процесс, 
то физическая величина /, характеризующая состояние этой системы, 
также будет беспорядочно изменяться с течением времени (флуктуиро
вать). Значения, которые наиболее часто принимает случайная величина 
/, группируются в некоторой окрестности ее среднего значения /. От
клонения значений величины / от среднего значения / (флуктуации) 
принято характеризовать положительной величиной 

А / = У(/-/), (2.65) 
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которая называется средним квадратичным, или стандартным откло
нением. Подкоренное выражение в формуле (2.65) 

D = ( / - / ) ' (2.66) 

называется дисперсией случайной величины /. 
Из определения (2.58) среднего значения вытекают следующие два 

его свойства: 1) среднее значение суммы двух случайных величин f\ и 
/з равно сумме средних значений этих величин: 

( / | + Л ) = 7. + 7а . (2-67) 

2) среднее значение произведения случайной величины / на постоянную 
С равно произведению среднего значения / на эту постоянную: 

( С 7 ) = С / . (2.68) 

В самом деле, 

(/1 + /2) = £ ( M X ) + мх)) w(t, х) = 

= £ /i<*) ич<> x ) + £ /2(x) н и x) = 7i + /2 
X X 

ГсТ) = £ ^ 1 -*> = c £ /<*) ^ *) = cf 
x x 

Что и требовалось доказать. 
Используя эти свойства, преобразуем выражение (2.66) следующим 

образом: 
D= ( Я - 2 / / + 7 2 ) = Я - 7 2 - (2.69) 

Насколько мала или велика какая-либо физическая величина, можно 
сказать только, сравнив эту величину с другой величиной той же раз
мерности. Значение стандартного отклонения Д/случайной величины / 
естественно сравнить со средним значением J этой величины. Для этого 
следует вычислить отношение 

(2.70) 

которое называется относительным отклонением. Чем меньше 6, тем 
слабее флуктуации случайной величины. Бели относительное отклоне
ние очень мало, то случайную величину можно считать почти опреде
ленной и равной ее среднему значению. 
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2.11. Флуктуации энергии макросистемы 
Рассмотрим систему, состоящую из N одинаковых частиц. Когда мож

но пренебречь энергией взаимодействия частиц, энергия Е этой системы 
будет равна сумме энергий каждой из частиц в отдельности: 

£ = (2.71) 
i=i 

где £| - энергия i-й частицы. В силу свойства (2.67) среднего значе
ния случайной величины среднее значение энергии системы невзаимо
действующих частиц равно сумме средних значений энергий отдельных 
частиц: 

N 

i=l 
Так как все частицы одинаковы, их средние энергии равны: £, = е, где с 
- среднее значение энергии одной частицы. Поэтому 

£ = (2.72) 

Вычислим среднее значение квадрата энергии системы 

N N N N 

i=l j=l i=l j = l 
N N N 

= E f « + E E ^ - с2-73) 
i=l i=l ; = 1 

Так как частицы не взаимодействуют друг с другом, энергии £, и е} при 
i ф j можно считать статистически независимыми случайными величи
нами. При этом среднее значение их произведения в силу теоремы (2.49) 
будет равно произведению их средних значений, т.е. 

?f?7 = ? l ? i = ? 2 при 

Используя это равенство и свойство (2.68) среднего значения, с учетом 
того, что первая сумма в выражении (2.73) содержит N слагаемых, а 
вторая - N (N — 1), получим: 

~& = N7* + N(N- I ) ? 2 . (2.74) 
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Согласно формуле (2.69) дисперсия случайной величины Е равна 

D = - £ 2 . 

Подстановка выражений (2.72) и (2.74) дает 

D='N ( ^ - ё 2 ) . 

Используя формулы (2.65) и (2.66), найдем среднее квадратичное от
клонение для энергии системы тождественных частиц: 

Д £ = y/NAe, 

где 

- среднее квадратичное отклонение для энергии е одной частицы. При 
этом относительное отклонение 

(2.75) 

Так как для макроскопических систем число N принимает очень боль
шие значения, относительное отклонение для энергии многочастнчной 
системы всегда очень мало. Это утверждение справедливо также в том 
случае, когда энергией взаимодействия частиц пренебрегать нельзя. По
этому энергию Е макроскопической системы можно считать не случай
ной, а вполне определенной величиной, которая с высокой точностью 
равна своему среднему значению ~Е. Это значение отождествляют с вну
тренней энергией макросистемы: 

U =~Е . (2.76) 

2.12. Вывод канонического распределения Гиббса 
Рассмотрим некоторую дискретную макроскопическую систему, нахо

дящуюся в состоянии термодинамического равновесия. Функция распре
деления такой системы не будет зависеть от времени: 

W = W(X)% 

где X - многомерная величина, взаимно однозначно определяющая ми
кросостояние системы. Эта функция должна иметь строение общее 
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для всех равновесных систем. В то же время она должна учитывать 
индивидуальные особенности каждой исследуемой системы. Функцию 
W = W(X)9 обладающую такими свойствами можно найти, если предпо
ложить, что функция распределения равновесной макросистемы являет
ся сложной функцией параметров состояния а, в которой промежуточной 
переменной служит энергия системы: 

W = f(E(X)). (2.77) 

Эта функция образована двумя зависимостями, первая из которых 

Е = Е(Х) 

есть зависимость энергии системы от параметров Л\ определяющих ее 
микросостояние, а вторая 

W = /(£) (2.78) 

- зависимость функции распределения системы от ее энергии. Если пер
вая зависимость для каждой конкретной системы может считаться из
вестной, то зависимость (2.78) требуется установить. 

Пусть рассматриваемая система 
является составной частью / другой, 
большей по размерам, равновесной си
стемы. Выделим в последней систе
ме еще одну какую-либо часть 2 (рис. 
2.3). Микросостояния первой систе
мы вместо величины X будем отме
чать многомерной величиной Х\, а 

Рис. 2.3. Две составные части в т о Р о й " величиной Х2. Эти две си-
макросистемы стемы, несмотря на то, что они могут 

находиться на значительном расстоя
нии друг от друга, будем рассматривать как единую систему, микросо
стояние которой характеризуется совокупностью {Х\} Х2) величин Х\ и 
Х2, а ее энергия Е\2 равна сумме энергий двух рассматриваемых систем: 

Ei2{Xx% Х2) = ЕХ{ХХ) + Е2(Х2), (2.79) 

где Ei(Xi) - энергия i-й системы (г = 1, 2). Равенство (2.79) выражает 
собой принятую в термодинамике аксиому аддитивности энергии, соглас
но которой энергией взаимодействия макроскопических систем можно 
пренебречь. По этой причине случайные величины Х\ и Х2 являются 
статистически независимыми. Вследствие этого функция распределения 
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И71з(Л'|, X*) сложной системы 1+2 будет равна произведению функций 
распределения W\(X\) и WiiXi) ее составных частей 1 и 2: 

Wl2(Xl, X7) = Wl(Xl)-W2(X2). (2.80) 

В силу предположения, выражаемого зависимостями (2.77) и (2.78), 
функция распределения каждой из систем зависит только от ее энергии. 
Поэтому равенство (2.80) можно записать так: 

fu(El7) = МЕХ) f7(E7). 

Логарифмирование обеих частей этого равенства дает 

In fx7(Ex + Е7) = In / , (£ , ) + In f7(E7), (2.81) 

где учтено, что El7 = Е* + Е7. Обе части равенства (2.81) являются 
функциями двух независимых переменных Е\ и Е7. Найдем и прирав
няем друг другу дифференциалы этих функций (так как равны сами 
функции). Получим: 

± Ур. № + <*£,> = | ib. « , + 1 £ т (2.82) 
712 nt\7 fx abx /2 d£*2 

В силу того, что Ех и Е7 - независимые переменные, их дифференциалы 
dE\ и dE7 могут принимать любые значения. Положим в равенстве (2.82) 
сначала dE7 = 0, а затем dE\ = 0. В результате придем к равенству 

1 dfl7 = 1 dfx = 1 df7 

/и dEx7 fx dEx f7 dE7 ' 

в котором каждая часть представляет собой функцию только одного не
зависимого от других аргумента. Такое равенство возможно только в том 
случае, когда каждая из этих функций равна одной и той же постоянной 
величине. Обозначив эту постоянную — будем иметь уравнение 

— — = -/?. (2.83) 
/ dE Р К ' 

которое справедливо для любой из функций fx7% fx или f7% т.е. для любой 
части равновесной макроскопической системы. В этом смысле искомая 
функция (2.78) является универсальной. 

Уравнение (2.83) есть дифференциальное уравнение с разделяющи
мися переменными, т.е. его можно привести к виду 

^=-></* . 
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Интегрирование этого уравнения приводит к функции 

/(£?) = i/exp (-0Е), (2.84) 

где и - постоянная интегрирования. 
Так как энергия любой системы может быть сколь угодно большой, 

параметр 0 в формуле (2.84) должен быть положительным: 0 > 0. Иначе 
вероятность f(E) может стать больше единиц* при Е —* оо. 

При помощи функции (2.84) равновесную функцию распределения 
(2.77) можно записать так: 

W (X) = i/exp ( -0 Е(Х)) (2.85) 

Таким образом получили каноническое распределение Гиббса. 
Равновесная функция распределения (2.85) содержит в себе два не 

зависящих от X параметра и и 0. Нормировочный множитель и может 
быть найден из условия нормировки (2.56): 

Z 1 

где статистическая сумма 
Z = £ « 4 > ( - / ? 2 ? W ) 

(2.86) 

(2.87) 

Что касается параметра fi канонического распределения, то необходимо 
подчеркнуть, что он по своему определению имеет одно и то же значение 
для любой части равновесной макроскопической системы. Физический 
смысл этого параметра выясним в следующем разделе. 

2.13. Каноническое распределение 
и свободная энергия 

Введем величины $ и F при помощи соотношений 

- 7 -
F 

I/ = ехр — 

(2.88) 

(2.89) 

которые дают возможность преобразовать выражение (2.85) к виду 

F (2.90) W{X) = ехр 
в 
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Подстановка этого выражения в условие нормировки (2.56) приводит 
к равенству 

2Z е * р — в — = 1 • 
X 

которое неявным образом задает зависимость F = F ( $ ) . Продиффе
ренцируем обе части этого равенства по 0. С учетом того, что F есть 
функция от 0, получим: 

Суммирование по X с учетом того, что 

£ IV (А) = 1 , Y. ЩХ) = Т, 
х х 

приводит к уравнению 

разрешив которое относительно средней энергии ~Е системы, будем иметь 
равенство 

Сравним это равенство с уравнением Гиббса - Гельмгольца (1.42) 

Это сравнение позволяет сделать заключение, что 1) введенная величина 
F есть свободная энергия системы, 2) средняя энергия системы тожде
ственна ее внутренней энергии: Е = U и 3) параметр в пропорционален 
абсолютной температуре Т: 

0 = * 7 \ (2.91) 
где коэффициент пропорциональности к называется постоянной Больц
мана, численное значение которой 

к= 1,380 10-™Лж/К. 

Из соотношений (2.88) и (2.91) следует, что величина 0 обратно про
порциональна температуре: 

0 = J f (2-92) 
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Разрешив равенство (2.89) относительно свободной энергии, с учетом 
(2.86) получим формулу 

F = - в In Z , (2.93) 

которая позволяет найти свободную энергию равновесной системы как 
функцию температуры, объема и других параметров состояния. Для это
го предварительно необходимо вычислить статистическую сумму (2.87) 
или статистический интеграл. Следует, однако, заметить, что эти вы
числения сопряжены со значительными математическими трудностями 
и могут дать точный результат только в очень немногих сравнительно 
простых задачах. 

Зная свободную энергию, внутреннюю энергию U можно найти из 
уравнения Гиббса - Гельмгольца. Энтропию системы найдем из соот
ношения (1.36): 

U - F 
S = ^jr- • (2 92) 

При помощи формулы ( 1 4 1 ) можно составить уравнение состояния ис
следуемой термодинамической системы. 

2Л4. Каноническое распределение и энтропия 
Энтропию системы можно выразить через ее функцию распределения. 

Для этого преобразуем выражение (2.92) к виду 

х 

Так как в силу (2.90) 

F ~ f X ) =\nW(X)t 

будем иметь формулу 

S{W(X)) = -к £ W(X) \nW(X), (2.93) 
х 

определяющую зависимость энтропии от функции распределения: 

S=-kWW. 
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Эту формулу можно обобщить на случай, когда система находится в 
произвольном неравновесном состоянии <r(t), описываемом зависящей от 
времени функцией распределения W = W(t, X): 

S(<T) = 5{W(t , X)} = - * £ W{t% X) \nW(t%X) = -k In W(t,X) . 
x 

Каждое слагаемое в формуле (2.93) представляет собой выражение 
вида 

<p{W) = W \nW . (2.94) 

График этой функции приведен на рис. 2.4. Как видно из графика, 
функция <p(W) обладает следующими свойствами: 

<p{W) < О при 0 < W < 1 , 

**0) = *>(!) = О, (2.95) 

так как 
lim W In W = О о 

по правилу Лопиталя. В силу этих свойств энтропия является неотри
цательной величиной: 

S > О . (2.96) 

<p(W) 

Рис. 2.4. График функции <p{W) = W In W 

Пусть достоверно известно, что в данный момент времени t исследуе
мая система находится в определенном микросостоянии а0. Это означает, 
что вероятность найти эту систему в состоянии ас равна 1, а вероятность 
найти ее в любом другом состоянии равна нулю: 

W(UXQ)={ \ п р и " = " • ' (2.97) 
v 7 ^ 0 при а ф а 0 . у ' 
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В таком случае в силу свойства (2.95) функции <p(W) энтропия (2.93) 
системы будет равна нулю. И это единственный случай, когда она равна 
нулю. 

Предположим, что дискретная система обладает наименьшей энергии 
Emin только в том случае, когда она находится в одном микросостоянии, 
которое называют основным. Когда абсолютная температура равна ну
лю, система должна находиться в состоянии с наименьшей энергией, те 
в основном состоянии. При этом функция распределения будет иметь вид 
(2.97), а соответствующее значение энтропии согласно формуле (2.93) бу
дет равно нулю. К такому же результату приводит формула (2.30), если 
учесть, что для равновесной системы, находящейся в основном состо
янии, термодинамическая вероятность равна единице. Таким образом, 
доказана теорема Нернста. 

2.15. Большое каноническое распределение 
Рассмотрим систему тождественных частиц, число которых может из

меняться с течением времени случайным образом. Найдем функцию рас
пределения, которая описывает систему с переменным числом частиц в 
состоянии термодинамического равновесия. В этом случае функция рас
пределения не должна зависеть от времени: 

W = W ( N S X ) , (2.98) 

здесь N - число частиц в рассматриваемой системе, X = Х ^ ^ - мно
гомерная дискретная величина, взаимно однозначно характеризующая 
микросостояние системы из N частиц. Величина (2.98) есть вероятность 
того, что рассматриваемая система состоит из N частиц и находится в 
микросостоянии X . 

Предположим, что искомая функция распределения равновесной си
стемы с переменным числом частиц имеет вид 

W(N,X) = f ( N , E ( N , X ) ) , (2.99) 

где / = f(N,E)~ неизвестная функция двух переменных, Е = E(N, X) 

- энергия системы из N частиц. Зависимость 

W = f ( N y Е ) (2.100) 

функции распределения от числа частиц и энергии можно установить 
следующим образом. Рассмотрим две какие-либо макроскопические ча
сти 1 и £ равновесной системы, состоящей из тождественных частиц (рис. 
2.3). Эти две составные части могут обмениваться с общим резервуаром 
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не только теплом, но и частицами. В таком случае числа N\ и N2 ча
стиц в системах / и 2 будут переменными величинами. Так как системы 
У и 2 являются составными частями равновесной системы, каждая из 
них также будет находиться в состоянии термодинамического равнове
сия. Пусть yYi и Х'2 суть переменные, характеризующие микросостояния 
систем 1 и 2 соответственно, a IVj = Wi(N\f Х\) и = И^(#2, X*) ~ 
функции распределения, описывающие эти равновесные системы. 

Будем рассматривать системы / и 2 как единую систему 1+2, микро
состояние которой характеризуется величиной Х\? = {Х\, Х^}. Функция 
распределения системы 1+2 зависит от числа частиц N12 в этой системе и 
от величины Х\2: W12 = ^ 1 2 ( ^ 1 2 , 'V12) . Число частиц N\2 и энергия Е\2 
составной системы 1+2 связаны с числами частиц N\% N2 и энергиями 
Е\, £о систем / и 2 соотношениями 

Nl2 = Nl+N2, (2.101) 

£ i 2 ( N l 2 , Xl7) = Ex(Nu Хх) + E7{N2, Х7). (2.102) 
Равенство (2.102) выражает аксиому аддитивности энергии, согласно ко
торой энергией взаимодействия макроскопических систем можно прене
бречь. Так как системы 1 и 2 не взаимодействуют между собой, каждая 
из этих систем может находиться в том или ином микросостоянии неза
висимо от того, в каком микросостоянии находится другая система. По 
этой причине случайные величины {N\, Х\) и { N 2 , Х 2 ) являются стати
стически независимыми. Согласно определению статистической незави
симости функция распределения W\2 составной системы 1+2 будет равна 
произведению функций распределения W\ и W2 ее составных частей / и 
2-. 

Wl2(Nl2% Х12) = WxWuXx) • W2(N2i Х2). (2.103) 
Представим функции распределения Wi2i W\ и W2 в виде (2.100): 

WX2 = /12(^2, £12), Wx = fi(Nl4Ei), W2 = /2(^2, £2) • 
При этом равенство (2.103) можно записать так: 

/ 1 2 ( ^ 1 2 , E l 2 ) = / 1 ( Л Г Ь Ех) • / 2 ( Л Г 2 , Е 2 ) . 

Логарифмирование обеих частей этого равенства дает 

ln/i2 = I n / i + l n / 2 . (2.104) 

Как видно из соотношений (2.101), (2.102) и (2.104), число частиц /V, 
энергия Е и логарифм функции распределения In / суть аддитивные ве
личины. И если существует связь между ними, то она может быть опи
сана только линейной зависимостью 

In f(N, Е) = 7 N - 0 Е + In //. (2.105) 
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где 7, /? и i/ - величины, не зависящие от N и Е. Зависимость (2.105) 
дает общее решение функционального уравнения (2.104) при условиях 
(3.101) и (3.102). Причем параметры у л 0 должны быть одинаковы
ми для всех частей равновесной системы. В справедливости сказанного 
легко убедиться, подставив выражение (2.105) в уравнение (2.104). 

Итак, равенство (2.104) будет находится в согласии с равенствами 
(3.101) и (2.102) только при условии, что логарифм каждой из функций 
/i2, / i и f2 линейно зависит от ее аргументов, т.е. имеет вид (2.105). 
Проверим правильность этого утверждения. С этой целью преобразуем 
равенство (2.104) при помощи соотношений (1.101), (2.102) и выражения 
(2.105). Получим: 

712 (Ni + N7) - 0x2 {Ex + Е2) + In V12 = 

= 7i N\ " 0i Ei + In */a + 72 # 2 - & £2 + In u7 . 

Если выражение (2.105) правильно, то это равенство должно превратить
ся в тождество. В самом деле, так будет при условии, что величины у 
и 0 для любой части равновесной макросистемы принимают одинаковые 
значения, т.е. являются интенсивными параметрами: 

712 = 71 = 72 = 7» 0\1 = 01 = 02 = 0* 

а величины 1/12, vi и таковы, что 

1/12 = viv2. 

Равенство (2.105) приводит к искомой зависимости (2.100) функции 
распределения равновесной системы с переменным числом частиц от чи
сла частиц и энергии системы: 

W = f(N9 Е) = i , e y N - f i E . (2.106) 

При этом функция распределения (2.98) равновесной системы с перемен
ным числом частиц будет иметь вид 

W(N, X) = и ехр (7 N - 0 E(N, X ) ) . (2.107) 

Это выражение называется большим каноническим распределением Гибб
са. Следует заметить, что при постоянном значении числа частиц в си
стеме это выражение превращается в распределение Гиббса. 

Условие нормировки вероятности (2.98) имеет вид 
оо 

£ £ W(N, X) = l. (2.108) 
лг=о х 
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Подстановка выражения (2.107) в это равенство приводит к соотношению 

" £ £ ехр ( 7 ЛГ -/? Е(ЛГ, X ) ) = 1 . 
лг=о X 

которое связывает нормировочный множитель и и параметры у и 0. Из 
этого соотношения следует, что 

1 
"= Z 

где величина 
оо 

Z = J ! £ « р ( т Л Г - 0 Д Л Г . * ) ) (2.110) 
7V=0 X 

называется большой статистической суммой. 
Если микросостояния многочастичной системы характеризуются не

прерывной многомерной величиной х, то большое каноническое распре
деление, которое описывает равновесное макросостояние такой системы, 
будет представлять собой плотность вероятности 

w(N, х) = и ехр ( 7 N - 0 E(N, х)) , 

которая удовлетворяет условию нормировки 

£ / w(N, x)dx=l. 
Л' J 

Из этого условия вытекает равенство (2.109), в котором 
ОО -

Z=J2 I exp(jN-0E(N9 x))dx. 
v=o 

Имеются основания полагать, что вообще все материальные системы 
являются дискретными, а наблюдаемая непрерывность состояний мно
гих реальных систем есть следствие того, что разность /(* +1) — f(i) двух 
соседних значений дискретной величины /, характеризующей состояние 
системы, часто бывает так мала по сравнению со значением /(*), что эта 
величина воспринимается как непрерывная. Поэтому формулы, отно
сящиеся к дискретным системам, следует считать более точными, чем 
аналогичные форм>лы для непрерывных систем, и более содержатель
ными с точки зрения физического смысла. 

(2.109) 

77 



2.16. Большое каноническое распределение 
и термодинамика систем 

с переменным числом частиц 
Пусть некоторая термодинамическая система, число частиц в которой 

изменяется со временем случайным образом, находится в равновесном 
макросостоянии а при температуре Т. Вероятность W(X% X) того, что 
система в произвольный момент времени t будег содержать в себе N 
частиц и находится в микросостоянии X с энергией Е = E ( N , X ) , может 
быть найдена по закону Гиббса (2.107). Запишем этот закон в другой 
форме. Для этого введем величины 0, П и /л посредством формул 

" = е х р -

(2.111) 

(2.112) 

(2.113) 

При помощи этих формул большому каноническому распределению мож
но придать вид 

W(N, X) = ехр 
Q + fiN - R(N, X) 

в 
(2.114) 

Подставив выражение (2.114) в условие нормировки (2.108), получим 
равенство 

£ £ е , р П + " " - Е < " ' Х > = 1 . (2.1.5) 
ЛГ X 

Правая часть этого равенства содержит параметры 0, Q и / i . При этом 
энергия системы зависит от ее объема и других внешних параметров. 
Поэтому можно считать, что равенство (2.115) неявным образом задает 
зависимость 

П = О(0, V, /i ) . (2.116) 
Физический смысл параметров 0, Q и ц большого канонического рас

пределения можно выяснить следующим образом. Продифференцируем 
обе части равенства (2.115) по параметру 0. С учетом формулы (2.114) 
и зависимости (2.116) получим: 

о 

78 



Так как 

£ £ W(N% X) = 1 , 52Y,N wlN> X ) = " y 

NX N X 

52^2 E(N, X) W(N, X ) = £ , 
N X 

суммирование no N и X дает 

Это равенство удобно записать так: 

Сравним это равенство с термодинамическим тождеством (1.65). Такое 
сравнение позволяет сделать выводы, что 1) средняя энергия ~Е системы 
равна ее внутренней энергии U: 

U =~Е = 5252 E(N> Х ) W(N' Х) • (2.117) 
N X 

2) 9 — к Т, 3) /i есть химический потенциал н 4) - термодинамический 
потенциал, определенный формулой (159), которую теперь следует за
писать так: 

Q = U-TS-nW. (2.118) 
Равенства (2.109) и (2.113) приводят к формуле 

П = -0 I n Z . (2.119) 

При этом большую статистическую сумму Z, определенную формулой 
(2.110), при помощи соотношений (2.111) и (2.112) можпо преобразовать 
к виду 

г = Е Е « Р . (2.120) 
N X 

Вычислив термодинамический потенциал Q по формуле (2.119), мож
но затем по формулам (1.62) - (1 64) найти энтропию системы, давление 
и среднее число частиц, а из соотношения (2.118) - внутреннюю энергию. 

Нетрудно показать, что дифференцирование функции (2.118) по /д 
дает 
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Представим энтропию как функционал от функции распределения 
W = W(N> X ) . С этой целью разрешим равенство (2.118) относитель
но энтропии. В результате придем к выражению 

5 = - Т 

которое можно подробнее записать так: 

N X 

Q + ftN-EjN, X) 

0 
W(Nt X ) . 

Так как согласно формуле (2.114) 

Q + ц N — E(N, X) 

В 
= In W(N, X), 

придем к следующей функциональной зависимости: 

S{W(N, X)) = - k J 2 T , W(N> Х ) , n wlN> X ) • <2121) 

Следует отметить практическое значение формулы (2.119) для про
ведения конкретных расчетов термодинамических свойств систем с пе
ременным числом частиц. Достаточно вычислить большую статистиче
скую сумму (2.120) и установить по формуле (2.119) зависимость (2.116) 
потенциала О от температуры Л объема V и химического потенциала 
/ i 9 чтобы затем при помощи дифференцирования найти все термодина
мические соотношения, характеризующие исследуемую многочастичную 
систему. Однако вычисления статистической суммы встречают на сво
ем пути значительные математические трудности, преодолеть которые 
можно только в очень редких случаях. 

N X 

В сжатой форме это равенство можно записать так: 

5= - fcElV . 



Ч А С Т Ь 2 

ГАЗЫ И ЖИДКОСТИ 

Г Л А В А 3 

К И Н Е Т И Ч Е С К А Я ТЕОРИЯ 
РАВНОВЕСНОГО ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

3.1. Концентрация 

В основании молекулярно-кинетической теории вещества лежит пред
ставление о том, что оно состоит иэ очень большого числа взаимодей
ствующих друг с другом частиц (атомов и молекул), которые находятся 
в непрерывном движении. В этой главе для обозначения частиц веще
ства ради определенности будем употреблять термин "молекула", имея 
в виду, что отдельный атом называют одноатомной молекулой. 

Рассмотрим систему из N молекул, заполняющих некоторый объем 
пространства V. Из-за их взаимодействия эта система может находить
ся в различных агрегатных состояний вещества (называемых также фа
зовыми состояниями, или просто фазами): твердом, жидком или газо-

Z 
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образном. Данная глава посвящена изучению идеализированной систе
мы невзаимодействующих молекул. Такая система может существовать 
только в газообразном состоянии и называется идеальным газом. 

Распределение молекул в пространстве описывается посредством функ
ции 

n = n ( t , r ) , (3.1) 
зависящей от времени и координат, которая называется концентрацией и 
определяется следующим образом. Разобьем пространство, заполненное 
молекулами, на малые части и рассмотрим одпу из этих частей, объем 
которой обозначим dV. Объем dV называется физически бесконечно ма
лым, если число dN молекул внутри него существенно меньше полного 
числа N молекул в объеме К, но во много раз больше единицы: 

К dN < N . 

Положение объема dV в пространстве можно задать при помощи 
радиус-вектора годной из его точек (рис. 3.1). Концентрацией молекул 
в данном месте пространства называется отношение числа dN молекул 
в объеме dV к величине этого объема: 

n(«, г) = ^ • (3.2) 

Так как молекулы могут при своем движении входить в объем dV и 
выходить из него, их число dN в этом объеме, вообще говоря, будет из
меняться со временем. Поэтому концентрация является функцией не 
только от радиус-вектора г, но и от времени t. 

Запишем формулу (3.2) так: 

dN = n(tt r)dV. (3.3) 

Очевидно, что сумма всех чисел dN равна числу N молекул в объеме V: 

N = J n{t%?)dV . (3.4) 
v 

Когда молекулы распределены по занимаемому ими объему в среднем 
равномерно, их концентрация всюду одинакова и формула (3.4) прини
мает вид 

N = nV. 

Говоря о физическом смысле концентрации, ее определяют как число 
молекул в единичном объеме. В самом деле, положив V = 1 мг, получим 
п = N. 
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Элементарный объем dV может иметь форму параллелепипеда, ребра 
которого параллельны осям координат. При этом его величина будет 

dV = dxdydz> (3.5) 

где dx.dyndz- длины ребер параллелепипеда, параллельные осям коор
динат х, у и z соответственно. Подстановка выражения (3.5) в интеграл 
(3.4) превращает его из объемного в так называемый тройной интеграл: 

N = JJJ n(t> У» z)dxdydz, 

где интегрирование производится по всем допустимым значениям коор
динат х, у и z, которые соответствуют точкам из объема V. 

Согласно определению вероятности отношение 

dW=™ 
N 

есть вероятность того, что одна произвольно выбранная молекула газа 
в момент времени t окажется в объеме dV. 

Отношение 

r ) = lv 
есть плотность вероятности, или функция распределения молекул в 
пространстве. Нетрудно видеть, что эта функция связана с концен
трацией молекул простым соотношением 

n(t%r) = Nw(t,r). 

Концентрация молекул также просто связана с еще одной характе
ристикой вещества - плотностью Q. По определению масса вещества в 
объеме dV равна 

dM = gdV . 

Бели все молекулы имеют одинаковую массу т , то 

dM = m dN . 

Используя формулу (3.3), придем к соотношению 

Q(t, г) = mn(t, г ) . 
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3.2. Функция распределения 
Рассмотрим вещество, находящееся в газообразном состоянии. Моле

кулы газа большую часть времени движутся свободно, не взаимодействуя 
друг с другом. Они взаимодействуют только при столкновениях, в ре
зультате которых скорость и направление движения каждой из сталкива
ющихся молекул изменяются. Поэтому траектория движения молекулы 
в газе представляет собой ломаную линию. 

которая зависит от времени *, радиус-вектора г и вектора скорости г/, 
называется функцией распределения и определяется следующим обра
зом. Рассмотрим молекулы, которые в момент времени t оказались в 
объеме dV при радиус-векторе г. Число таких молекул - dN. Движе
ние каждой молекулы характеризуется некоторым вектором скорости и,, 
где t - номер молекулы (рис. 3.2). 

Построим воображаемую прямоугольную систему координат, на осях 
которой будем откладывать значения проекций v r , vy и v2 вектора ско
рости каждой из молекул в объеме dV'. Образованное при помощи этой 
системы координат пространство называется пространствам скоростей. 
Изобразим векторы скоростей молекул из объема dV в простран
стве скоростей так, чтобы их начала находились в начале координат 
(рис. 3.3). 
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Выделим в пространстве скоростей небольшой (физически бесконечно 
малый) объем, величину которого обозначим d3v. Положение этого объ
ема в пространстве скоростей зададим вектором tJ, который начинается в 
начале координат и заканчивается в какой-нибудь точке внутри объема 
d3v. 

Рис. 3.3. Пространство скоростей 

Скорости некоторых молекул из числа dN заканчиваются в этом объ
еме: i7j 6 d3v (рис. 3.4). Пусть их число равно dN'. Причем это число 
удовлетворяет неравенствам 

1 < dN' < dN . 

Рис. 3.4- Элементарный объем в пространстве скоростей 
и скорости некоторых молекул газа 

Функция распределения (3.6) определяется как отношение числа мо
лекул dN' к произведению объемов dV и d3v : 

dN' 
dV d3v 

(3.7) 
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Из этого определения следует, что число dN' молекул, которые в момент 
времени t оказались в объеме dV при радиус-векторе г, а скорости ко
торых заканчиваются в объеме d3v при векторе 7, можно вычислить по 
формуле 

dN' = f(t9f9v)dV d3v9 (3.8) 
если известна функция распределения (3.6). 

Так как сумма чисел dN' равна числу dN всех молекул в объеме dV\ 
справедливо равенство 

dN = dV J/(t,r, v)d3v, 

где интегрирование производится по пространству скоростей. Разделив 
обе части этого равенства на dV 9 с учетом (3.2) получим соотношение 

п(<, г) = J/(<, г, v)d3v, (3.9) 

связывающее концентрацию молекул с их функцией распределения. 
Элементарный объем d3v в пространстве скоростей может иметь про

извольную форму. Если он имеет форму параллелепипеда с ребрами, 
параллельными осям координат, то его величина будет равна произведе
нию дифференциалов проекций вектора скорости v на оси координат: 

d3v = dvx dvy dv2 . (3.10) 

Подстановка произведения (3.10) в интеграл (3.9) превращает его в трой
ной интеграл 

•f оо +оо +оо 

п((, х, у, z) = J j J f(t, x, у, z9 vr% vyi vg)dvr dvy dvt , 
— oo — oo — oo 

где интегрирование производится по всем возможным значениям величин 
vX9 vy и vz. 

Если в формуле (3.8) произвести интегрирование по всем значениям 
vy и v2 при неизменном значении vX9 то получим выражение 

+оо +оо 

dV dvx j J /(*, г, vr% Vy, v2) dvy dv2 , 
- o o - o o 

равное числу молекул в объеме dV в момент времени t, значения скоро
стей которых вдоль оси х принадлежат интервалу (t/x, vz + dvx). 
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Согласно определению вероятности отношение 
dN' dW = —— N 

есть вероятность того, что одна произвольно взятая молекула газа в мо
мент времени t находится в объеме dV> а ее скорость - в объеме d3v 
пространства скоростей. Соответствующая плотность вероятности опре
деляется как отношение 

Из формулы (3.8) следует, что плотность вероятности связана с функ
цией распределения (3.6) соотношением 

/(*,г, i7) = ЛГ ti/(<, г, V). (3.11) 

Распределение молекул по скоростям называется изотропным, если 
функция распределения зависит только от модуля v вектора скорости v, 
и не зависит от его направления: / = /(*, г, v) . При таком распреде
лении молекул по скоростям потоки молекул, летящих в различных на
правлениях, одинаковы. Другими словами, все направления движения 
молекул в пространстве равноценны. В таком случае средняя скорость 
направленного движения молекул, очевидно, должна быть равна нулю: 
iF = 0, т.е. направленное движение молекул отсутствует. 

3.3. Средние скорости 
Пусть dN есть число молекул в объеме dV. Найдем среднее значение v 

модуля t/ вектора скорости молекул. Для этого следует сложить модули 
скоростей всех молекул в объеме dV п полученную сумму разделить на 
их число: 

й = ^ £ > , (3.12) 
I 

где индекс i обозначает номера молекул, находящихся в объеме dV. 
Так как объем d3v в пространстве скоростей достаточно мал, для тех 

молекул, скорости {?, которых заканчиваются в этом объеме (рис. 3.4), 
можно положить 

Vi = V при Hi € d3v , 
где г; - произвольный вектор, заканчивающийся в объеме d3v. Поэтому 
сумма модулей скоростей этих молекул будет равна произведению моду
ля г скорости одной молекулы на их число dN': 

vdN' = v /(*, r, v)dVd*v, 
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Сумма модулей скоростей всех молекул в объеме dV будет равна инте
гралу по пространству скоростей от этого выражения: 

Vi=dV I vf(ttr,v)d3v. 

Подстановка этой суммы в формулу (3.12) с учетом (3.2) дает 

1 7 = 1 Jvf(i%r9 v)d3v. 

Аналогичным образом можно вывести формулу для среднего значения 
Тр произвольной функции <p{v) аргумента v: 

? = i J<p(v)f(t%r,v)d3v (ЗЛЭ) 

Например, для средних значений v и v2 вектора скорости и квадрата 
его модуля будем иметь формулы 

T = u ( t , r ) = i J tJ/(t,r, v)d3v, (3.14) 

"^=^ J v 2 f(t,r,v)d*v. (3.15) 

В общем случае вектор и средней скорости молекул не равеп пулю 
и является функцией от времени и радиус-вектора. Это означает, что 
в данный момент времени в данном месте пространства вся масса газа 
перемещается как целое в определенном направлении. Образно выража
ясь, дует ветер. При решении некоторых задач удобно считать, что мо
лекулы газа участвуют сразу в двух движениях: хаотическом тепловом 
и направленном, которое характеризуется вектором средней скорости й. 

Заметим, что интегрирование в формулах (3.13) - (3.15) производится 
по пространству скоростей при заданных значениях / и г. Поэтому по
лученные после интегрирования выражения в общем случае будут пред
ставлять собой некоторые функции от времени и координат. 

Величина 
1'ср.ке = (v) = (3.16) 

называется средней квадратичной скоростью молекулы. 
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3.4. Давление газа 
Для того чтобы найти давление Р в некоторой точке заполненного 

газом пространства, необходимо поместить в эту точку небольшую плос
кую пластинку, вычислить или измерить силу F9 с которой газ действует 
на одну из ее сторон, а затем разделить эту силу на площадь пластинки 
5: 

Р = J - (317) 

В общем случае давление в газе является функцией от времени и коор
динат. Например, всем хорошо известно, что давление воздуха в земной 
атмосфере изменяется со временем и зависит от высоты точки, где оно 
измеряется, над поверхностью Земли. 

Выражение для давления можно получить, исходя из некоторых упро
щенных представлений и приближенных формул. Сила, с которой газ 
давит на пластинку, есть результат многочисленных ударов молекул о 
пластинку. Величина этой силы определяется импульсом, который при
обретает пластинка после удара молекулы. Пусть pi есть импульс моле
кулы, подлетающей к пластинке, а р2 - импульс молекулы после удара 
(рис. 3.5). 

Рис. S.5. Удар молекулы о пластинку 
Закон сохранения импульса системы, состоящей из молекулы и пла

стинки, выражается равенством 

Pi = Р 2 + Ьр, (3.18) 

где Ар - импульс, приобретенный пластинкой. Импульсы молекулы и 
пластинки, удовлетворяющие этому равенству, показаны на рис. З.б. 

Рис. 8.6. К закону сохранения 
импульса молекулы и пластинки 
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Если импульс pi направлен перпендикулярно к пластинке, то после 
упругого удара молекулы о пластинку последняя получит импульс 

Ар = 2 rn v , 

где m - масса молекулы, г; - ее скорость. 
Силу, с которой молекулы давят на пластинку, найдем по закону 

dt ' (3.19) 

где dp - импульс, приобретенный пластинкой от молекул, которые па
дали на нее в течение времени dt. Импульс dp приближенно равен про
изведению среднего значения импульса, полученного пластинкой после 
удара одной молекулы, на число ударов за время dt. 

Будем считать, что каждая молекула передает пластинке импульс в 
среднем равный 

2т (v)} 

где (t/) - средняя квадратичная скорость молекулы, определяемая фор
мулой (3.16). 

Число ударов молекул о поверх
ность прямоугольной пластинки за 
время dt можно оценить следующим 
образом. Направим ось х перпенди
кулярно к пластинке и построим у 
ее поверхности воображаемый пря
моугольный параллелепипед, длина 
параллельного оси х ребра которого 
равна (v) dt (рис. 3.7). Все молеку
лы в объеме этого параллелепипеда 
разделим на три потока, в каждом 
из которых молекулы движутся пре
имущественно вдоль одной из осей 
координат. Если молекулы распре
делены по скоростям изотропно, то 
количества молекул в этих потоках 

У 

\ \ \ 
\ 

X 

\ 
(v)dt 

Рис. 3.7. К вычислению 
числа молекул, падающих 

на стенку за время dt 

будет примерно одинаковы. Так как всего внутри параллелепипеда име
ется п S (v) dt молекул, только треть от этого числа молекул будет дви
гаться вдоль оси х. Причем половина этих молекул будет двигаться по 
направлению к пластинке, а половина - от нее. За время dt молекула в 
среднем пролетает путь (v) dt. Поэтому все молекулы внутри паралле
лепипеда, движущиеся к пластинке, за время dt упадут на нее. Их число 
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равно 
i n S (v) dt. (3.20) 

Умножив импульс, переданный пластинке одной молекулой, на число 
ударов (3.20) молекул о пластинку, найдем импульс 

dp=2m(v)^nS(v)dty (3.21) 
о 

полученный пластинкой за время dt. Разделив это выражение на dt и на 
площадь S поверхности пластинки, придем к формуле 

P=^nm(v)2. 

Это выражение представляет редкий случай, когда перемножение двух 
приближенных выражений дает точный результат. С учетом определе
ния (3.16) можно записать 

(3.22) 

Согласно этой формуле давление газа тем больше, чем выше концентра
ция молекул и чем быстрее они движутся. 

Давление есть объективная характеристика состояния газа. Казалось 
бы, давление не должно зависеть от свойств поверхности, при помощи 
которой оно измеряется. Отчасти это так и есть. Если поверхность не 
поглощает падающие на нее молекулы, то формула (3.22) справедлива 
даже в том случае, когда эта поверхность не является плоской и идеаль
но гладкой. 

3.5. Основное уравнение кинетической теории газа 
Величину 

_ 1 2 £ пост — 2" m v 

называют кинетической энергией поступательного движения молекулы 
для того, чтобы отличить ее от той части кинетической энергии молеку
лы, которая связана с движением атомов внутри нее. Среднее значение 
энергии поступательного движения молекулы будет 

Споет = 77 m v2 . (3.23) 

Р = — л rn V2 . 
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Используя это равенство и формулу (3.22), придем к уравнению 

Р — у попоет у (3.24) 

которое называется уравнением Клаузиуса, или основным уравнением 
моАСкулярно-кинстичсской теории идеального газа. Это - первое соот
ношение, которое было получено на основе представления о газе как со
вокупности быстро и хаотически движущихся частиц. Поэтому его на
зывают основным уравнением. 

3.6. Распределение Максвелла - Больцмана 
Рассмотрим идеальный газ, находящийся в состоянии термодинамиче

ского равновесия. Функцию (3.6), описывающую распределение молекул 
газа в пространстве и по скоростям, можно найти при помощи распре
деления Гиббса. Для этого идеальный газ следует рассматривать как 
ансамбль, каждая система которого является одной из молекул газа. 
При этом величину х в формуле (2.35) следует понимать как совокуп
ность пространственных координат г, у, : и проекций v r , v f , vg вектора 
скорости молекулы: 

х = (х, у, г, v r , t/y, vg} = {г, v) . 

Согласно закону Гиббса (2.35) плотность вероятности для одной из 
молекул идеального газа, находящегося в состоянии термодинамического 
равновесия, будет иметь вид 

u/(r, v) = и ехр ( - 0 г ( г , £)) , (3.25) 

где 0 = ( fcT)" 1 - обратная температура, 

е(?, v) = lmv7 + U(r) (3.26) 

- та часть энергии молекулы, которая зависит от ее координат и скоро
сти, т.е. сумма кинетической энергии поступательного движения моле
кулы и ее потенциальной энергии U = U(r), если в пространстве имеется 
внешнее поле консервативной силы (например, на молекулы действует 
сила тяжести). Кроме энергии (3.26), молекула обладает также внутрен
ней энергией, которая принимает дискретные значения. Если молекула 
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состоит более, чем из одного атома, то она может совершать колебатель
ные и вращательные движения. В атоме имеются движущиеся вокруг его 
ядра электроны. Каждому из этих видов движения соответствуют опре
деленные энергии, которые в сумме и составляют внутреннюю энергию 
молекулы. 

Зная плотность вероятности (3.25), функцию распределения найдем 
по формуле (3.11): 

/(г, v) = N»exp {-/? ( i r n t / 2 + £/(r ) ) } . (3.27) 

Функции (3.25) и (3.27) носят названия распределений Максвелла - Болъц-
мана (Джеймс Максвелл (1831 - 1879) - английский физик). Одной из 
характерных особенностей этих функций является то, что они зависят 
только от модуля вектора скорости и не зависят от его направления в 
пространстве. Иначе говоря, эти функции описывают изотропное рас
пределение молекул по скоростям. 

Функцию распределения (3.27) удобно представить в виде произведе
ния двух функций: 

/(г, V) = n(r) w(v) 9 (3.28) 

первая из которых 

п(г) = пс exp (-0U(r)) (3.29) 

- концентрация молекул, а вторая - плотность вероятности 

W (v) = А ехр(— a v7) , 

где А - нормировочная постоянная, 

1 т 
2 2kT 

Постоянные пс и А связаны соотношением 

(3.30) 

(3.31) 

п0 А = N У . 

Функцию (3.29) называют распределением Больцмана, а функцию (3.30) 
- распределением Максвелла. Первая описывает распределение молекул 
в пространстве, а вторая - их распределение по скоростям. 
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Подстановка функции (3.28) в равенство (3.9) приводит к условию нор
мировки для функции (3.30): 

J w(v)d*v = 1 . (3.32) 

Именно в силу этого условия функцию (3.30) следует считать плотностью 
вероятности распределения молекул по скоростям. 

Подстановка функции распределения (3.28) в формулу (3.13) для сред
него значения <р функции <p(v) дает 

<р = J <p(v)w(v)d3v. (3.33) 

Прежде чем можно будет пользоваться этой формулой, необходимо вы
числить постоянную А. Для этого подставим выражение (3.10) и функ
цию (3.30) под знак интеграла в условии (3.32). С учетом того, что ква
драт модуля скорости 

v7 = v* + v* + v*9 

запишем это условие так: 
+ о о -f о о + о о 

A J e-ov?dvx J e-0^dv„ J e-°v-dvt = l. (3.34) 
— oo 

Очевидно, что все три интеграла в левой части этого равенства равны 
друг другу. Обозначим каждый из них буквой J. Сменив обозначение 
переменной интегрирования, можно записать 

+ о о 

J= J c-az*dz. (3.35) 
— о о 

В математике этот интеграл называют интегралом Пуассона (Симеон 
Пуассон (1781 - 1840) - французский математик и физик). 

Используя принятое обозначение (3.35), из условия (3.34) найдем, что 

А = J~3. 

Для отыскания нормировочной постоянной А необходимо вычислить ин
теграл Пуассона. Вычисления этого интеграла приводят к формуле 

• о о + 0 0 

(3.36) 
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3. 
2 (3.37) 

Таким образом, найдем нормировочную постоянную 

- ( f ) 

3.7. Средние скорости распределения Максвелла 
Используя полученное выражение (3.37) для нормировочной постоян

ной, запишем распределение Максвелла (3.30) следующим образом: 

w(v) = (^-j 3 exp(-crt/ 2 ) . (3.38) 

Эту функцию можно представить в виде произведения трех функций: 

w(t?) = 9(vx)g(vv)g(vt), (3.39) 

где 
9(v*) = y^exp(-awjf ) (3.40) 

есть так называемая функция Гаусса (Карл Гаусс (1777 - 1855) - немец
кий математик). График этой функции приведен на рис. 3.8. 

у/Т' 
»(»«) 

1 о 1 
у/Та у/Та 

Рис. S.8. Функция Гаусса 
Функция Гаусса является четной и положительной. Опа принимает 

максимальное значение при vx — 0 и стремится к нулю, когда | vx \ —» ос. 
Из равенства (336) следует, что 

J g{vr)dvt = 1 , (3.41) 
- О О 
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т.е. площадь под кривой на рис. 3.8 равна единице. 
Вычислим среднюю скорость й направленного движения молекул рав

новесного газа по формуле (3.14), которая для функции распределения 
Максвелла - Больцмана принимает вид 

й = IT = J у w(v) d3v . 

Используя функцию (3.39), будем иметь для среднего значения проекции 
вектора скорости на ось х следующее выражение: 

+ 0 0 + 0 0 + 0 0 

ux = vx = J vxg(vx)dvx J g(v9)dvy J g(v,)dv, 
—oo - o o - o o 

Как и следовало ожидать для изотропного распределения молекул по 
скоростям, это выражение равняется нулю потому, что равен нулю ин
теграл от нечетной функции vx g(vr). Таким образом, средняя скорость 
направленного движения молекул, скорости которых распределены по 
закону Максвелла, равна нулю: и = 0. 

Согласно формуле (3.33) среднее значение квадрата проекции вектора 
скорости на ось х 

»2 = J v^w(v) d3v. 

Подстановка в этот интеграл выражений (3.10) и (3.39) дает 
+ 0 0 + 0 0 + 0 0 

t>|= J v^g(vx)dvx J g(v,)dvy J g(vz)dv2. 
—oo —oo —oo 

Вычисления приводят к формуле 

^J=4ir- (3-42) 
m 

В силу свойства (2.67) среднее значение квадрата модуля скорости 
будет 

у* = (t/2 + ttf + v») = v* + v* + v* . 
Равновесная фупкция распределения (3.27) зависит от модуля вектора 
скорости и не зависит от его направления, т.е. описывает изотропное 
распределение молекул по скоростям, все направления которых равно
ценны. Поэтому среднее значение квадрата проекции вектора скорости 
на любую ось не зависит от направления этой оси в пространстве: 

v2 = vy = v? • 
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При этом 

а с учетом формулы (3.42) будем иметь 

тп 
(3.43) 

Используя определение (3.16), найдем среднюю квадратичную ско
рость молекулы: 

(3.44) 

3.8. Функция Максвелла 
В силу того, что функция распределения Максвелла (3.30) зависит 

только от модуля вектора скорости и не зависит от его направления, на 
поверхности сферы 

v2 + v2 + v2 = v2 = const 
радиуса и в пространстве скоростей эта функция всюду принимает одно 
и то же значение (рис. 3.9). Построим еще одну сферу радиуса t/ + dv. 
Векторы скоростей молекул, концы которых попадают внутрь сфериче
ского слоя между этими сферами, таковы, что их модули принадлежат 
интервалу (v, v + dv). 

Число dN' молекул в объеме dV> мо
дули скоростей которых принадлежат 
интервалу (v, v + dv) можно найти по 
формуле (3.8). Для этого подставим в 
эту формулу функцию (3.28) и объем 

d3v = 4nv2 dv 

сферического слоя. Получим: 

dN' = nw(v)dV-4rv2dv. 

Величина 

dN = n dV 
Рис. 3.9. Сферический слой 
в пространстве скоростей 

есть число молекул в объеме dV. По определению отношение 

d N ' (~\А 
—г— = wiv) 4 п V dv dN 
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есть вероятность того, что одна из молекул имеет скорость, модуль ко
торой лежит в интервале от v до v + dv. 

Введем функцию F = F(v)% зависящую от модуля вектора скорости, 
при помощи соотношения 

F(v) dv = w(v)4w V2 dv 

Используя выражение (3.38), будем иметь 

(3.45) 

F(t;) = 4 * V
2 e x p ( - a t ; 2 ) (3.46) 

Зависимость (3.46) называют функцией Максвелла. График этой функ
ции приведен на рис. 3.10. При v = 0 функция (3.46) равна нулю: 
F(0) = 0. При значении ve модуля скорости, которое называется наибо
лее вероятной скоростью молекулы, функция Максвелла имеет макси
мум. В интервале (0, i?0) она монотонно возрастает, а в интервале (и а, оо) 
монотонно убывает, стремясь к нулю при v — оо. 

0 ve Vo v0 + Д t; v 

Рис. 3.10. Функция Максвелла 

Так как выражение F(v) dv есть вероятность, интеграл от этого выра
жения должен быть равен единице: 

оо 
F(v)dv = 1 (3.47) 

Поэтому площадь под кривой на рис. 3.10 также равна единице. 
Физический смысл функции Максвелла можно пояснить следующим 

образом. Согласно определению вероятности выражение F(v) dv есть до
ля молекул, модули скоростей которых лежат в интервале (t/, v + dv). 
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При этом относительное количество молекул, скорости которых лежат в 
интервале от v\ до v2, будет выражаться интегралом 

где N - полное число рассматриваемых молекул, N{v € v2]} - число 
молекул, модули скоростей которых лежат в интервале [v\, v2]. Этот 
интеграл равен площади криволинейной трапеции под кривой F = F(v), 
основанием которой служит отрезок [v\9 v2] на оси v. При помощи этого 
выражения можно следующим образом интерпретировать график зави
симости F = F(t/). Из рис. 3.10 видно, что относительное количество 

молекул со скоростями v € (v0, vc + Av) мало при малых и больших 
скоростях (т.е. для vc ~ 0 или v0 —• оо при At; = const), а наибольшее 
число молекул имеет скорость в окрестности значения ve (т.е. когда 
v0 + \ Av ~ ve). 

Найдем наиболее вероятную скорость ve- Согласно необходимому 
условию экстремума функции при этом значении производная функции 
F = F(v) обращается в ноль. Приравняем нулю производную от выра
жения (3.46) по v. Придем к уравнению 

t/(l - a t i 2 ) e - ° * a = 0, 

из которого найдем, что искомое значение наиболее вероятной скорости 
молекул 

1 ГТРг 
ve=-= = J . (3.48) 

у/а V т 

Подставив это значение в формулу (3.46), получим максимальное значе
ние функции Максвелла 

Fm.r = = 1 Д = i „ (3.49) 

Функция Максвелла (3 46) содержит в себе в качестве параметра ве
личину о, которая согласно формуле (3.31) зависит от температуры газа. 
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Поэтому сама функция Максвелла и описываемое ею распределение мо
лекул по скоростям изменяются при изменении температуры газа. Наи
более вероятная скорость молекул (3.48) увеличивается при возрастании 
температуры. Тогда как максимальное значение (3.49) функции Макс
велла с ростом температуры уменьшается. При этом график функции 
Максвелла при возрастании температуры видоизменяется так, что мак
симум кривой смещается вправо (в сторону больших скоростей) и стано
вится ниже, но площадь под кривой при этом остается равной единице. 

F(v) 

О f 6 | v*i v 0 v 

Рис. 8.11. Функция Максвелла 

На рис. 3.11 для сравнения приведены два графика функции Макс
велла, соответствующие различным температурам Т\ иТ2 > Т\. Рассмо
трим, как изменяется с температурой распределение молекул по скоро
стям. С этой целью выберем некоторое произвольное значение скорости 
v0. Относительные количества молекул N(v < v0)/N и N(v > v0)/N со 
скоростями соответственно меньшими и большими, чем v0% выражаются 
интегралами от функции Максвелла: 

N(v < bp) /* w N(v > vQ) 7' 
= / F(v) dv и = / F(v) dv . 

0 

Нетрудно видеть, что с ростом температуры количество N(v < v0) 
молекул со скоростями v < va монотонно уменьшается, а количество 
N(v > иф) молекул со скоростями v > va увеличивается. Короче говоря, 
при возрастании температуры молекулы начинают быстрее двигаться. 
К такому же выводу можно прийти, анализируя формулы (3.44) и (3.48) 
для среопих скоростей молекул. 



Г Л А В А 3 * 

К И Н Е Т И Ч Е С К А Я ТЕОРИЯ 
РАВНОВЕСНОГО ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

(продолжение) 

3.9. Вывод формулы для давления газа 
Зная функцию распределения f(v) молекул газа по скоростям, можно 

вычислить давление газа. Для этого сначала необходимо найти силу, с 
которой газ давит на поверхность пластинки, расположенной в том месте, 
где требуется знать давление. 

Выберем декартову систему коор
динат так, чтобы ось х была перпен
дикулярна к плоскости пластинки 
(рис. 3.12). Рассмотрим молекулы га
за, падающие на левую сторону этой 
пластинки, которую будем считать аб
солютно гладкой, а удар каждой мо
лекулы о пластинку - абсолютно упру
гим. Пусть pi есть импульс одной 
из молекул, падающих на пластинку, 
а р2 - импульс этой молекулы после 
удара о пластинку. Отсутствие шеро
ховатостей на поверхности пластинки 
приводит к тому, что возникающая при ударе молекулы о пластинку 
сила взаимодействия перпендикулярна к ее поверхности, т.е. нет силы 
трения. По этой причине касательная к поверхности пластинки соста
вляющая вектора импульса молекулы сохраняется, т.е. имеет одно и то 
же значение до и после удара: 

J 

\ 
X 

Рис. 8.12. 
Удар молекулы о стенку 

Ри = Рг, (3.50) 

По определению при абсолютно упругом ударе сохраняется кинетиче
ская энергия соударяющихся тел. Так как пластинка неподвижна до и 
после удара, кинетическая энергия молекулы до удара равна ее энергии 
после удара: 

2 m P l 2 m P j ' 
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Вследствие этого сохраняется квадрат импульса молекулы: 
2 2 

Pi = Р 2 . 

Это равенство можно записать следующим образом: 

Отсюда с учетом (3.50) следует, что 
2 2 Рт г = Рг, 

Так как после удара изменяется направление движения молекулы, про
екция на ось х ее импульса должна изменить знак. Поэтому будем иметь 

Р*, = - Р п • (351) 

Запишем закон сохранения импульса для системы, состоящей из па
дающей на пластинку молекулы и самой пластинки: 

Pi = й + АР, (3.52) 

где А р - импульс пластинки после удара. В силу равенства (3.50) им
пульс 

Др = Pi " Р2 , 

полученный пластинкой от молекулы, перпендикулярен к поверхности 
пластинки ( А р т = 0) и в выбранной системе координат имеет только одну 
отличную от нуля составляющую Др г , которая с учетом (3.51) равна 

Др г = 2 р х , = 2 m vr , (3.53) 

где rn - масса молекулы, a vr - ее скорость до удара о пластинку; vr > 0. 
Рассмотрим однородный поток одинаковых молекул, летящих к пла

стинке с одной и той же скоростью iJ (рис. 3.13). Концентрацию п' моле
кул в таком потоке найдем по формуле (3.2), если вместо dN подставим 
в нее выражение (3.8). В результате получим: 

п' = /(*, г, v)d3v. (3.54) 

Составим выражение для числа молекул, падающих на пластинку за 
время от некоторого момента t до момента t + dt. Для этого построим 
воображаемый наклонный параллелепипед, одно основание которого со
впадает с поверхностью пластинки, а четыре ребра параллельны вектору 
скорости V и имеют длину v dt. Так как за время dt каждая молекула 
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преодолевает путь v dt, все молекулы, заполнявшие объем параллелепи
педа в момент времени к моменту времени t + dt упадут на пластинку. 
Согласно формуле (3.3) их число равно произведению концентрации л' 
на объем параллелепипеда, который в свою очередь равен произведению 
площади основания S на высоту, т.е. его объем равен Svdt cos в, где 
в - угол, образуемый вектором скорости с осью х. Так как v cos в = vX} 

для числа молекул, падающих на пластинку за время dt со скоростью v, 
будем иметь следующее выражение: 

n'vxSdt. (3.55) 

Каждая из этих молекул сообщает пластинке импульс (3.53). Поэтому 
за время dt от таких молекул пластинка получит импульс 

dpr = 2 m v% n'S dt. 

Эта формула справедлива только при условии, что молекулы не "меша
ют" друг другу ударяться о пластинку. Такое возможно, если молекулы 
не взаимодействуют между собой, т.е. образуют идеальный газ. 

По закону Ньютона сила, действую
щая на пластинку, 

dpr 

dt 
Используя эту формулу, найдем давле
ние Р\ оказываемое на пластинку од
нородным потоком молекул: 

P' = 2m v l и'. (3.56) 

Если на пластинку падают молеку
лы, имеющие различные по величине и 
направлению скорости t/, то для того, 
чтобы найти давление всех молекул на 
пластинку, необходимо мысленно раз
делить их на однородные потоки, а за-

F = 

Рис. 3.13. 
Однородный поток молекул 

тем вычислить и сложить оказываемые этими потоками на пластинку 
давления. С учетом формул (3.54) и (3.56) будем иметь 

Р = 2т J v^fi<t,r}v)d^% (3.57) 
i>*>0 

где интегрирование по vr следует производить в пределах от 0 до +оо, 
так как для падающих на пластинку молекул v r > 0. Вследствие того, 
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что удары молекул о пластинку являются абсолютно упругими, число 
молекул, падающих на пластинку со скоростью t/r, равно числу молекул, 
летящих от пластинки со скоростью — v r . Это утверждение выражается 
равенством 

/(<, г, - V , , v9t vz) = /(t, г, vX4 v y , vz). (3.58) 

С учетом этого равенства формуле (3.57) можно придать вид 

P = rn J**/(*, г, v)d*v, 

или 
P = m n v r

2 , (3.59) 

где интегрирование производится по всем значениям координат вектора 
скорости. Согласно этой формуле в общем случае давление зависит от 
времени t и радиус-вектора г точки в пространстве. 

Предположим, что распределение молекул по скоростям является изо
тропным, т.е. функция распределения зависит только от модуля вектора 
скорости и не зависит от его направления. Так как при этом все на
правления движения молекул в пространстве равноценны, справедливы 
равенства 

Jvlfd*v = JvZfd*v = Jvjfd*vy 

в которых интегрирование производится по всему пространству скоро
стей. Сумма этих интегралов с одной стороны равна 

1 * 
fd*v, 

а с другой - интегралу 

/ v2fd3v, 

который, в свою очередь, согласно формуле (3.15) равен n v* . В резуль
тате будем иметь 

3 
При помощи этой формулы выражению (3.59) можно придать вид 

Р = у п m~t/~̂ . 

Таким образом, пришли к формуле (3.22), которую ранее получили пу
тем приближенных вычислений. 
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ЗЛО. Среднее число ударов молекул о поверхность 
Получим теперь формулу для среднего числа молекул, падающих на 

площадку S за время dt. Для этого следует проинтегрировать выражение 
(3.55), где концентрация п' молекул в потоке определяется выражением 
(3.54). Искомое число будет равно 

V Sdt-Sdt j vxf(t,r,v)d3v. (3.60) 
«*>o 

Величина V есть среднее число ударов, совершаемых молекулами о еди
ничную площадку за единицу времени. 

Подставим функции (3.28) и (3.39) в формулу (3.60). Получим сле
дующее выражение для среднего числа V ударов молекул о единичную 
площадку за единицу времени: 

ОО 0 0 

= п J vTg(vr)dvT J g(v9)dv9 J g(vz)dv2. 
— oo 

Последние два интеграла в силу условия (3.41) равны единице. Подста
новка функции (3.40) в первый интеграл дает 

. оо 

и =. п yl — I vT e~aVa dvr 

о 

Введем новую переменную интегрирования 

и преобразуем этот интеграл к виду 
о о 

2 y/iTa J 
о 

В результате с учетом формулы (3.31) будем иметь 

п Гк (3.61) 

Как видно, правильное выражение и S dt для среднего числа ударов мо
лекул о площадку S за время dt несколько отличается от приближенного 
выражения (3.20). Тем не менее в дальнейшем будем использовать имен
но это приближенное выражение. 
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3.11. Интеграл Пуассона 
Вычислим интеграл Пуассона 

(3.62) 
— ОО 

Изменим обозначение переменной интегрирования и запишем эту фор
мулу так: 

+ оо 

(3.63) 
— оо 

Перемножив равенства (3.62) и (3.63), получим: 

+ ОО + 0 0 

— ОО — ОО 

Двойной интеграл в правой части этого равенства нетрудно вычислить, 
если ввести полярные координаты г н <р при помощи соотношений 

х = г сое <р , у = г sin <р , 

в которых 
О < г < оо, 0 < ^ < 2 * 

Имея в виду, что произведение dx dy есть площадь прямоугольника на 
плоскости х-у, будем иметь 

7 2 = JJ t-Qr* dS, (3.64) 

где dS - площадь элементарного участка координатной плоскости х-у, 
который может иметь произвольную форму. Когда используются по
лярные координаты, в качестве такого участка следует взять элемент 
плоскости, окаймляемый кусками двух лучей (т.е. прямых, проходящих 
через начало координат), соответствующих углам <р и <р + d<p, и двух 
окружностей радиусов г п r + dr (рис. 3.14). Стороны этого прямоуголь
ного четырехугольника равны г dtp и dr, а его площадь 

dS = rdrd<p. 
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Подставив это выражение в (3.64), получим двойной интеграл 
2 ж о о 

J 7 = J d<p J e~ar' rdr 

Интеграл по переменной г можно вычислить методом внесения под знак 
дифференциала и введением новой переменной интегрирования: 

ОО 

2а J ^ 2 а 

оо 

где 
£ = а г 2 . 

В результате получим 

Подробнее это равенство запишем так: 

J e-a*2d*=yl^' (3.65) 

Рис. 8.Ц. 
К вычислению площади dS 

- О О 

Обе части этого равенства являются функциями аргумента а. Продиф
ференцировав эти функции по а, придем к равенству 

+ 0 0 

J x2e-°*'dz = (З.бб) 
-оо 

3.12. Вывод формул для средних скоростей 
распределения Максвелла 

Согласно формуле (3.33) среднее значение квадрата проекции вектора 
скорости на ось х 

v j = j v*w(v)d3v. 
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Подстановка в этот интеграл выражений (3.10) и (3.39) дает 
•foo -foo -foo 

v j = J v2g(vx)dvs J g(v9)dv, J g(vz)dvx. 
—oo - o o 

Два последних интеграла равны единице согласно условию (3.41). Под
становка функции (3.40) приводит к выражению 

С учетом соотношения (З.бв) будем иметь 

Подстановка (3.31) дает 
кТ 
m 

Таким образом, пришли к формуле (3.42), которая ранее была исполь
зована без вывода. 

При помощи функции Максвелла можно вычислить так называемую 
среднюю арифметическую скорость молекул 

оо 

v = j V F(v) dv , (3.67) 
о 

т.е. среднее значение модуля скорости. Подстановка в эту формулу 
функции (3.46) дает 

оо 

v = 4 « ( i y Jv'c — 'dv. 
О 

Переход к переменной интегрирования 

£ = av2 

преобразует этот интеграл к виду 

оо 
2 

V = —= т а 
о 
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а интегрирование по частям приводит к следующему результату: 

t; = 7 ^ = 2 / 
2кТ 
ж га 

(3.68) 

При помощи выражения (3.68) формуле (3.61) для среднего числа уда
ров молекул о поверхность можно придать вид 

Для изучения свойств газов и, в частности, для исследования распре
деления молекул газа по скоростям используют молекулярные пучки, 
т.е. потоки молекул, летящих в одном направлении. При помощи моле
кулярных пучков можно также исследовать состояния отдельных атомов 
и молекул, что позволяет установить их фундаментальные свойства и 
измерить характеризующие эти свойства величины. 

Направленные потоки молекул могут существовать только в услови
ях достаточно высокого вакуума, когда посторонние частицы не препят
ствуют распространению молекул в пучке н не рассеивают его. Для 
создания молекулярных пучков применяется установка, схема которой 
изображена на рис. 3.15. В сосуде, содержащем газ из исследуемых моле
кул, имеется небольшое отверстие i , через которое молекулы вылетают 
в окружающий вакуум. Чтобы получить узкий пучок молекул, летящих 
почти в одном направлении, на пути вылетевших из сосуда молекул по
мещают экран с отверстием 2. Если отверстие 1 достаточно мало (т.е. его 
размеры малы по сравнению с длиной Л свободного пробега молекулы), 
то оно не будет оказывать существенного влияния на состояние газа в со
суде. Поэтому молекулы, вылетающие через отверстие i , образуют газ, 
состояние которого мало отличается от состояния газа в сосуде. Такое 
истечение молекул из отверстия в вакуум называется эффузией. 

1 (3.69) п V . 

3.13. Экспериментальная проверка 
закона распределения Максвелла 

X 

Рис. 3.15. Эффузия молекул 
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Пусть f(v) есть равновесная функция распределения (3.28): 

f(v) = nw{v), (3.70) 

описывающая распределение молекул газа по скоростям при их равно
мерном в среднем распределении в пространстве внутри сосуда. Исходя 
из этой формулы, найдем функцию распределения молекул по скоростям 
в пучке за отверстием 2. Затянем отверстия / и 2 воображаемыми плос
костями S\ и 52 и направим ось х перпендикулярно к этим плоскостям. 
Число молекул со скоростями € d3v при векторе tT, которые падают 
за время dt на поверхность Si, согласно формулам (3.54) и (3.55) равно 

f(v)d3vv£Sidt, (3.71) 

где проекция vr вектора скорости v на ось х неотрицательна: vx > 0, S\ -
площадь отверстия 1. Молекулы вылетают из отверстия / в различных 
направлениях. И только некоторые из них попадают в отверстие 2. Если 
совместить начала векторов скорости молекул, попадающих в отверстие 
2, то все эти векторы окажутся внутри конуса О, называемого телесным 
углом, под которым отверстие 2 видно из какой-либо точки отверстия 1 
(рис. 3.16). По определению величина телесного угла О равна отноше
нию площади 5г куска, который вырезается конусом из сферы радиуса 
/, к квадрату радиуса этой сферы: 

а* /2 ' 

В данном случае 5г есть площадь отверстия 2, а / - расстояние между 
отверстиями. 

/ 

Рис. 3.16. Молекулярный пучок 

Число молекул dN со скоростями в интервале (v, v+dv), пролетающих 
за время dt в отверстие 2, можно найти по формуле (3.71). Для этого в 
этой формуле следует положить vr = v и в качестве объема d3v взять 
объем той части сферического слоя радиуса v и толщины dv, которая 
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вырезается из него конусом Q (рис. 3.16): 

d3v = Qv7dv=^v7dv. 

В результате с учетом формул (3.38) и (3.70) получим: 

dN^El^.n (2-ye-°»\*dvdt. (3.72) 

Измеряя число dN молекул в пучке, можно проверить правильность фор
мулы (3.72) и тем самым убедиться в справедливости закона распреде
ления Максвелла, на котором она основана. 

Установка, которая позволяет выделить из пучка и зарегистрировать 
молекулы, имеющие скорости в некотором интервале, изображена на рис. 
3.17. В конце установки расположена ловушка для молекул, представля
ющая собой охлаждаемую жидким азотом стеклянную пластинку. Число 
осевших на пластинке молекул можно определить, например, по степени 
ее прозрачности методом фотометрирования. 

1 

3 3 
Рис. 3.17. Схема установки для изучения распределения молекул газа по 
скоростям: 1 - печка, 2 - экраны с отверстиями, формирующие пучок 
молекул: 3 - устройство для отбора молекул, скорости которых лежат 
в заданном интервале; 4 " ловушка молекул 

Между источником молекул и ловушкой помещается устройство для 
отбора молекул. В простейшем случае это два диска, закрепленные на 
одной оси на расстоянии s один от другого. На краю каждого диска 
имеется вырез, через который могут пролетать молекулы. При враще
нии дисков с определенной угловой скоростью ы пролететь через вырезы 
обоих дисков и попасть в ловушку могут только те молекулы, для кото
рых время s / V движения между дисками равпо времени оборота дисков 
27г/ы. Остальные молекулы будут поглощены вторым диском. Изменяя 
скорость вращения дисков, можно выделять пучки молекул с различ
ными скоростями. Измеряя число попавших в ловушку за определен
ное время молекул для различных значений скорости, можно установить 
действительную зависимость числа молекул dN от скорости v. Подоб
ные измерении доказывают справедливость формулы (3.72) и открытого 
Максвеллом закона распределения молекул по скоростям. 



Г Л А В А 4 

ТЕРМОДИНАМИКА ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

4.1. Молярная масса. Число Авогадро 
В атомной физике за единицу массы принята так называемая атом

ная единица массы (а.е.м.) m i , которая равна 1/12 массы атома углерода 

Отношение массы т молекулы (или атома) к атомной единице мас
сы т\ называется относительной молекулярной (или атомной) массой 
данного вещества и обозначается как 

mi 

Так как масса атома углерода С12 по определению равна 12 а.е.м.: 
тс = 12mi, его относительная атомная масса /i r (С 1 2 ) = 12. 

Количество вещества, в котором содержится столько же частиц (ато
мов или молекул), сколько их имеется в массе fi(C12) = 0,012 кг углеро
да, называется молем. Соответственно, киломолем (сокращенное обозна
чение - кмоль) называется количество вещества, в котором содержится 
число частиц, равное числу атомов в массе //(С1 2) = 12 кг углерода. 
Масса одного моля обозначается /i н называется молярной массой. Чи
сло частиц в одном моле называется числом Авогадро (Амедсо Авогадро 
(1776 - 1856) - итальянский физик и химик) и обозначается NA. Экспе
риментально установлено, что в одном кил о мол с содержится частиц 

NA = 6,023- 10 2 6 кмоль - 1 

По определению молярная масса /i равна произведению массы m од
ной молекулы на число Авогадро: 

fi = mNA, (4.2) 

или с учетом соотношения (4.1) 

/i = Иг mi NA . (4.3) 
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Для киломоля углерода С 1 2 последнее равенство можно записать так: 

1 2 — — = 12 mi NA . кмаль 

Из этого равенства следует, что произведение m i NA численно равно еди
нице. Вследствие этого равенству (4.3) можно придать вид 

/1 = fir кг/кмаль, (4.4) 

т.е. масса одного киломоля fi численно равна выраженной в килограммах 
относительной молекулярной массе fir данного вещества. 

Используя периодическую таблицу элементов Менделеева (Дмитрий 
Иванович Менделеев (1834 - 1907) - русский ученый), можно найти от
носительную атомную или молекулярную массу fir- Затем по формуле 
(4.4) находят молярную массу / i . И наконец, из соотношения (4.2) может 
быть найдена масса одной молекулы: 

m = -JL. (4.5) 

Бели некоторое количество вещества состоит из N одинаковых моле
кул, то его масса 

М = mN . (4.6) 

Разделив это равенство на (4.2), получим величину 

" = 7 = * 7 ' ( 4 7 ) 

которая называется числом молей (или киломолей), содержащихся в 
данном количестве вещества. 

4.2. Уравнение состояния идеального газа 
Зависимость давления от температуры и объема для идеального газа 

можно установить следующим образом. Когда газ находится в состоянии 
термодинамического равновесия, которое, как было установлено, описы
вается функцией Максвелла - Больцмана (3.27), среднее значение ква
драта скорости молекулы определяется формулой (3.43). Подстановка 
этой формулы в выражение (3.22) для давления газа приводит к уравне
нию 

Р = пкТ. (4.8) 
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Так как газ находится в равновесном состоянии, его температура во всех 
точках занимаемого им объема одинакова. Однако концентрация моле
кул, как это видно из формулы (3.29), в общем случае является функци
ей от координат. Поэтому и давление газа согласпо формуле (4.8) может 
изменяться от одной точки пространства к другой. 

В том случае, когда внешнее силовое поле отсутствует, молекулы газа 
будут равномерно распределены по объему. При этом их концентрация 
будет всюду одинакова и равна отношению числа молекул N к объему 
газа V: 

(4.9, п = 

Подстановка отношения (4.9) в уравнение (4.8) приводит к уравнению 
состояния 

PV = NkT (4.10) 

Важно отметить, что уравнения (4.8) и (4.10) справедливы как для 
чистого газа, состоящего из одинаковых молекул, так и для смеси раз
личных газов. Покажем, что это в самом деле так и есть. Число частиц 
в газовой смеси равно сумме чисел молекул, входящих в состав каждого 
из газов: 

N = Nx + N7 + ... 
Разделив это равенство на объем V, получим: 

п = П\ + п7 + ... 

т.е. концентрация молекул в газовой смеси равна сумме концентраций 
чистых газов. 

Давление, создаваемое молекулами одного газа, 

Pj^njkT ( i = l , 2 , . . . ) 

называется парциальным давлением. Так как давление есть сила, от-
песенная к площади поверхности, на которую она действует, давление в 
смеси газов равно сумме парциальных давлений: 

Р = рх + Р7 + ... (4.11) 

Это утверждение называется законом Дальтона (Джон Дальтон (1766 -
1844) - английский химик и физик). Нетрудно видеть, что этот закон 
приводит к уравнению (4.8). 
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При помощи соотношения (4.7) выразим число молекул через число 
молей: 

N = vNA. (4.12) 

Подставив это выражение в равенство (4.10), получим уравнение Кла
пейрона - Менделеева (Бенуа Клапейрон (1799 - 1864) - французский 
физик) 

PV = uRT> 

где 
R = NAk 

(4.13) 

(4.14) 

-так называемая универсальная газовал постоянная, численное значение 
которой 

R = 8,31 • 10 3 Дж/{кмоль • К). 
< 

Полученные в этом разделе уравнения справедливы только в том слу
чае, когда молекулы не взаимодействуют друг с другом. Поэтому эти 
уравнения правильно описывают состояния реальных газов только при 
условии, что энергия взаимодействия молекул мала по сравнению с их 
средней кинетической энергией. Это условие выполняется только при 
достаточно низких значениях концентрации молекул, когда среднее рас
стояние / = 1/^п между молекулами достаточно велико. 

Простая форма уравнения состояния идеального газа делает удобным 
его использование в качестве термометрического тела. Термометр, пока
зания которого пропорциональны давлению идеального газа при посто
янном объеме, обладает в силу равенства (4.13) идеально линейной тем
пературной шкалой. Такая шкала называется идеальной газовой шкалой 
температур. По международному соглашению в качестве термометри
ческого тела решено использовать водород. Установленная при помощи 
водородного термометра шкала называется эмпирической шкалой тем
ператур. 

4.3. Средняя энергия молекулы. 
Внутренняя энергия идеального газа 

Сочетание формул (3.23) и (3.43) дает следующее выражение для 
среднего значения энергии поступательного движения молекулы идеаль
ного газа: 

^пост — 2" ^ (4.15) 
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Как известно, каждый атом состоит из "тяжелого" ядра и нескольких 
вращающихся вокруг него "легких" электронов. Движению электронов 
соответствует некоторая значительная по абсолютной величине отрица
тельная энергия £ад. При не очень высоких температурах, когда выпол
няется неравенство к Т <С \еэл |> энергия электронов в атомах не изме
няется с течением времени и ее можно вообще не учитывать, а сам атом 
можно рассматривать как материальную точку, не имеющую внутренней 
структуры. Тогда средняя энергия атома будет равна выражению (4.15). 
Энергия многоатомной молекулы равна сумме кинетической энергии по
ступательного движения ее центра масс и энергий внутримолекулярных 
движений, т.е. энергии вращения молекулы и энергии колебаний входя
щих в ее состав атомов: 

£ = Споет + Свращ + £Колеб • 

Связь атомов в молекуле осуществляется посредством электронов. 
Поэтому колебательная энергия молекулы представляет собой сумму ки
нетической энергии движения атомов относительно центра масс молеку
лы и потенциальной энергии взаимодействия заряженных частиц (элек
тронов и ядер), входящих в состав молекулы. 

Поступательному движению молекулы соответствуют три степени 
свободы, так как положение ее центра масс в пространстве определяется 
тремя независимыми координатами. На основании формулы (4.15) мож
но утверждать, что на каждую степень свободы поступательного движе
ния приходится в среднем энергия £ к Т. Это утверждение можно обоб
щить для определения средней энергии движений, происходящих внутри 
молекулы, т.е. можно предположить, что среднее значение полной энер
гии молекулы также прямо пропорционально абсолютной температуре: 

(4.16) 

где коэффициент t называется числом степеней свободы молекулы. Со
гласно этой формуле на каждую степень свободы молекулы также при
ходится в среднем энергия j к Т. Это утверждение называется теоремой 
о равномерном распределении энергии по степеням свободы. 

Так как молекулы идеального газа не взаимодействуют друг с другом, 
внутренняя энергия идеального газа равна сумме средних энергий от
дельных молекул. Если все молекулы одинаковые, то внутренняя энер
гия идеального газа будет равна произведению средней энергии одной 
молекулы на их число: 

U-IN. (4.17) 
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При помощи формул (4.12) и (4.16) это выражение можно преобразовать 
к виду 

U = -uRT (4.18) 

Как видно из этой формулы, внутренняя энергия идеального газа пря
мо пропорциональна абсолютной температуре и не зависит от объема, 
занимаемого газом, 

4.4. Изохорический процесс 
Термодинамический процесс, в ходе которого объем вещества остается 

неизменным, называют изохорическим. Для идеального газа уравнение 
изохорического процесса в переменных Р и Т можно получить из урав
нения Клапейрона - Менделеева, положив V = const и разрешив его 
относительно давления: 

Как уже отмечалось, в этом случае давление будет прямо пропорцио
нально температуре. График этой зависимости представляет собой про
ходящую через начало координат прямую линию, которая называется 
изохорой (рис. 4.1). 

Теплоемкость идеального газа при Р 
постоянном объеме найдем по форму
ле (1.17). Дифференцирование функ
ции (4.18) дает 

Су = ^uR (4.19) О Т 
Рис. 4.1. 

Изохора идеального газа Положив в этой формуле и = 1, полу
чим выражение для молярной тепло-
емкости (т.е. теплоемкости одного моля или киломоля) идеального газа 
при постоянном объеме: 

(4.20) 

Согласно этой формуле теплоемкость идеального газа при постоянном 
объеме не зависит от температуры и определяется для каждого вещества 
только числом i степеней свободы молекулы. 
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Су 

О T 

Рис. 4.2. Экспериментальная зависимость 
молярной теплоемкости двухатомного газа от температуры 

Экспериментально установленная температурная зависимость моляр
ной теплоемкости С у водорода, молекула которого образована двумя 
атомами, представлена на рис. 4.2. Аналогичные зависимости получены 
и для других газов, состоящих из двухатомных молекул. Графики этих 
зависимостей имеют вид ступенек. Причем горизонтальные участки этих 
кривых соответствуют значениям молярной теплоемкости 

Таким образом, если в формуле (4.20) рассматривать i как целое число, 
то эта формула будет иметь ограниченную область применения. Она 
будет справедлива только для тех температурных интервалов, где те
плоемкость С у постоянна. В этих интервалах число t принимает одно 
из трех значений 3, 5 или 7. Согласно экспериментальным зависимостям 
С у = С у ( Т ) число I степеней свободы есть монотонно возрастающая 
функция от температуры. Явление, отражаемое такой зависимостью, 
называется "размораживанием" степеней свободы молекулы. При низ
ких температурах двухатомная молекула ведет себя как материальная 
точка, которая обладает только кинетической энергией поступательного 
движения (t = 3). При температурах, для которых t = 5, двухатомная 
молекула подобна двум жестко связанным материальным точкам. Та
кая молекула, кроме энергии поступательного движения, обладает еще 
вращательной энергией, среднее значение которой 

и 

Соращ — к Т . 
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Поэтому энергия молекулы будет 

5 
£ = f пост + ^вращ = у ^ ^ • 

Увеличение теплоемкости при дальнейшем повышении температуры оэнаг 
чает, что внутренняя энергия молекулы возрастает за счет того, что она 
начинает совершать еще один вид движения - колебания. Если этому 
виду внутримолекулярного движения также отвечает средняя энергия 

^колеб = , 

то энергия молекулы 
7 

£ = Znocm + %оращ + ^колеб = у ^ ^ » 

а число степеней свободы i = 7. 
Ступенчатый характер температурной зависимости С у = С у ( Т ) для 

многоатомных молекул можно рассматривать как доказательство того, 
что энергия внутримолекулярных движений имеет дискретный спектр 
значений. Исследованию этого вопроса будет посвящен следующий раз
дел. 

Подводя итоги этого раздела, напомним, что формулы (4.18) и (4.20) 
можно считать справедливыми, когда температура газа изменяется так, 
что ее значения не выходят за пределы некоторого ограниченного интер
вала. При этом с учетом (4.19) формулу (4.18) можно записать следую
щим образом: 

U = СуТ, (4.21) 

где теплоемкость С у рассматривается как постоянная величина. 

4.5. Изобарический процесс 
Процесс, в течение которого давление газа не изменяется, называется 

изобарическим. Из уравнения Клапейрона - Менделеева найдем уравне
ние этого процесса в переменных Т и V: 

и RT 
V(T) = , (4.22) 

где Р = const. Как видно из этой формулы, объем идеального газа при 
постоянном давлении прямо пропорционален его температуре. 
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Используя формулу (1.18), вычислим теплоемкость Ср идеального 
газа при постоянном давлении. Так как внутренняя энергия идеально
го газа, как было показано в предыдущих разделах, зависит только от 
температуры: U = U(T), ее частные производные будут 

Подстановка выражений (4.22) и (4.23) в (1.18) приводит к формуле Май-
ера 

Cp = Cv + I/ Я . (4.24) 

Найдем по формуле (1.10) работу идеального газа при изобарическом 
расширении, когда объем газа увеличивается от значения V\ до значения 
V7: 

У* У* 

A = J PdV = P J dV = P{V7- Vx). 
Vx Vi 

При помощи уравнения состояния (4.13) это выражение можно преобра
зовать к виду 

A = i/R(T7-Ti). (4.25) 

Из этой формулы следует, что работа, совершаемая идеальным газом 
при изобарическом расширении, когда его температура увеличивается 
на один градус, равна и R: 

A = i/R при Д Т = 1 К . (4.26) 

Именно на эту величину отличаются друг от друга теплоемкости Ср 
и Cv Формулы (4.24) и (4.26) позволяют понять физический смысл 
универсальной газовой постоянной R. Положив в (4.24) и = 1, получим 
формулу Майера для молярных теп л оем костей: 

Ср = Су + R. 

Согласно этой формуле универсальная газовая постоянная равна разно
сти молярных теплоемкостей идеального газа прн постоянных значениях 
давления и объема соответственно. С другой стороны, в силу равенства 
(4.26) 

A — R при и - 1 и ДТ = 1 К , 
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т.е. универсальная газовая постоянная равна работе, которую соверша
ет к и лом оль идеального газа при изобарическом расширении, когда его 
температура увеличивается на один кельвин. 

Единицей измерения теплоты служит калория. Измерив молярные 
теплоемкости Су и Ср некоторого газа, который можно считать идеаль
ным, по формуле Майера можно вычислить универсальную газовую по
стоянную R в тепловых единицах, т.е. в калориях, деленных на кельвин. 
Согласно формуле (4.26) постоянную R можно измерить в механических 
единицах, т.е. в джоулях, деленных на кельвин. Приравняем зти две ве
личины. Получим так называемый механический эквивалент теплоты: 
1 калория = 4,19 Дэн:. 

4.6. Изотермический процесс 
Термодинамический процесс, в ходе которого тепература вещества не 

изменяется, называют изотермическим. Из уравнения Клапейрона -
Менделеева найдем уравнение изотермического процесса в переменных 
Р н V: 

P(V) = , (4.27) 

где Т = const. Согласно формуле (4.27) давление идеального газа при 
постоянной температуре обратно пропорционально его объему. График 
зависимости (4.27) представлен на рис. 4.3. Кривая линия, представля
ющая изотермический процесс, называется изотермой. В данном случае 
изотермой является гипербола. 

Найдем работу идеального газа при 
изотермическом расширении. Для это
го подставим функцию (4.27) в формулу 
(1.10). Получим: 

А = [ / Я Г J ^ = 1 / Д Т 1 п - ^ . 

Так как внутренняя энергия идеаль
ного газа зависит только от температу
ры, в изотермическом процессе она не из
меняется: 

U = const или AU — 0 

О V 
Рис. 4.3. 

Изотерма идеального газа 

при Т = const 
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Теплоем кость 

C-~df 
любой макроскопической системы, в которой протекает изотермический 
процесс, бесконечно велика, так как dT = 0. 

4.7. Адиабатический процесс 
Равновесный процесс, протекающий в какой-либо системе без тепло

обмена с окружающей средой, называется адиабатическим. Уравнение 
этого процесса можно получить при помощи первого начала термодина
мики (1.4). Так как по определению в адиабатическом процессе 

6Q = 0, 

будем иметь 
dU + 6А = 0 , (4.28) 

где согласно формуле (1-5) работа 6А = Р dV. Можно доказать, что для 
адиабатического процесса, протекающего в идеальном газе, уравнение 
(4.28) приводит к уравнениею Пуассона 

PV1 = const, (4.29) 

где отношение 
7 = % ( 4 3 0 ) 

теплоемкостей Ср к CV называют показателем адиабаты. При помощи 
формул (4.19) и (4.24) показатель адиабаты можно выразить через число 
степеней свободы молекулы: 

t + 2 
у = — — . (4.31) 

Уравнение адиабатического процесса в переменных Т и V можно по
лучить из уравнения (4.29) при помощи уравнения Менделеева - Кла
пейрона 

TV1'1 = const . (4.32) 
Согласно уравнению (4.28) работа газа в адиабатическом процессе 

равна с обратным знаком приращению внутренней энергии: 

6А = - dU , или А = - AU . 

Работа при адиабатическом расширении совершается газом за счет умень
шения его внутренней энергии. При этом температура газа понижается. 
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Из этого следует, что кривая, изображающая адиабатический процесс и 
называемая адиабатой, на плоскости переменных Р и V должна прохо
дить круче, чем изотерма (рис. 4.4). 

О V 
Рис. 4 4- Адиабата и изотерма идеального газа 

Адиабатический процесс является обратимым. Для его осуществле
ния необходимо, чтобы он протекал достаточно медленно во времени. 
Только при этом условии в газе будет восстанавливаться термодинамиче
ское равновесие и процесс будет равновесным. Вместе с этим, поскольку 
теплоизоляция газа в реальных экспериментах не может быть идеальной 
и всегда существует возможность теплообмена между газом и окружаю
щими телами, адиабатический (или близкий к таковому) процесс должен 
протекать достаточно быстро для того, чтобы количество тепла, отдан
ного или полученного газом в этом процессе, было как можно меньшим. 

4.8* Энтропия идеального газа 
Используя определение энтропии (1.12), первое начало термодинами

ки (1.4) и формулу (1.5) для элементарной работы, получим выражение 
для приращения энтропии в некотором равновесном процессе 

</s= (̂<tf/ + / w ) . 

При помощи законов идеального газа (4.13) и (4.21) это выражение можно 
преобразовать к виду 

Нетрудно проверить, что функция 5 — 5(Т, V), имеющая такой диффе
ренциал, есть 

S = CV In Т + и R In V + const, (4.33) 
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здесь символ const обозначает слагаемые, не зависящие от Т и V, но они 
могут зависеть от числа частиц N или от числа молей i/. 

При адиабатическом процессе по определению энтропия должна оста
ваться постоянной. Чтобы убедиться в том, что функция (4.33) удовле
творяет этому условию, достаточно преобразовать ее к виду 

S = Cv In ( Т К 7 ~ ! ) + const . 

Так как в силу равенства (4.32) выражение TV1'1 не изменяется со 
временем в адиабатическом процессе, энтропия при этом также будет 
оставаться постоянной. 

4.9. Барометрическая формула 
Рассмотрим идеальный газ, находящийся в состоянии термодинамиче

ского равновесия в однородном поле силы тяжести. Если газ состоит из 
одинаковых молекул, то потенциальная энергия U каждой из них будет 

U(z) = m y z , 

где т - масса молекулы, д - ускорение свободного падения, z - высота, 
на которой находится молекула над поверхностью Земли. Для опнеаг 
ния распределения молекул газа в пространстве можно применить закон 
Больцмана (3.29), который теперь будет иметь вид 

n(z) = п0 ехр (—(J тпд z) . (4 34) 

При г = 0 концентрация п(0) = п 0 , т.е. параметр п0 есть значение кон
центрации молекул у поверхности Земли. С увеличением z концентрация 
молекул убывает экспоненциально при Т = const. 

Формулу (4.34) можно применять для описания распределения моле
кул воздуха над земной поверхностью, но только к сравнительно неболь
шим объемам атмосферы, где поле силы тяжести и температура воздуха 
однородны. 

Для воображаемой модели изотермической атмосферы Земли графи
ки функции (4.34), соответствующие различным значениям температу
ры, приведены на рис. 4.5. Площадь 

оо 

J n(z)dz 
о 

под каждой из этих кривых одна и та же, и равна числу молекул воздуха, 
приходящихся на квадратный метр земной поверхности. 
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л 

0 z 
Рис. 4.5. Зависимость концентрации молекул 

в земной атмосфере от высоты 

При увеличении температуры концентрация п0 молекул у поверхно
сти Земли уменьшается, а кривая зависимости л = n(z) становится более 
пологой, т.е. молекулы более равномерно распределяются в простран
стве. На характер распределения молекул в пространстве и вид зависи
мости л = n(z) оказывают влияние две тенденции в поведении молекул 
газа: 1) под действием силы тяжести молекулы стремятся опуститься 
на земную поверхность, 2) в результате теплового движения молеку
лы стремятся расположиться равномерно в пространстве. При низких 
температурах преобладает первая тенденция и атмосфера уплотняется 
и становится тоньше. При высоких температурах доминирует вторая 
тенденция и концентрация молекул медленнее убывает с высотой. 

Подставив выражение (4.34) в формулу (4.8), получим соотношение 

P(z) = Poexp(-0mgz), (4.35) 

где Р0 = т*о к Т. Формула (4.35) описывает зависимость атмосферного 
давления от высоты и называется барометрической формулой. 



Г Л А В А 4 * 

ТЕРМОДИНАМИКА ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 
(продолжение) 

4 Л О. Средняя энергия 
колебаний многоатомной молекулы 

Предположим, что энергия колебаний многоатомной молекулы имеет 
дискретный спектр значений вида 

еп = с п , (4.36) 

где с - некоторое постоянное значение энергии, которое называют иногда 
квантом энергии] п = О, 1,2, ... Натуральное число п называют кван
товым числом. Будем рассматривать это число как номер внутреннего 
квантового состояния молекулы. 

Для наглядности отложим на числовой оси значения энергии молеку
лы, даваемые формулой (4.36), и отметим их вертикальными прямыми 
линиями (рис. 4.6). Эти линии и отмечаемые ими значения энергии на
зывают энергетическими уровнями. 

О е 2е Зе еп 

Рис. 4-6. Спектр значений колебательной энергии молекулы 

Для газа, находящегося в состоянии термодинамического равновесия, 
вероятность Wn того, что молекула находится в п-ом квантовом состоя
нии, определяется законом Гиббса: 

Wn =ve-p'~ , (4.37) 

где & - обратная температура, v - нормировочный множитель. 
Для того чтобы найти нормировочный множитель по формуле (2.33) 

и = Z ' 
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вычислим статистическую сумму (2.34) 

С учетом зависимости (4.36) представим статистическую сумму в виде 

оо со 

Z = J2 e~0tn = J2 « " x n = l + € - x + e - 2 * + e - 3 r + ..., (4.38) 
n=0 n=0 

где 

Слагаемые в сумме (4.38) образуют бесконечно убывающую геометриче
скую прогрессию со знаменателем q = е ~ г . Используя известную форму
лу для суммы членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии 

1 - q 

будем иметь 

Z = f ; e — = T - L _ . (4.40) 

Продифференцируем каждое выражение в этом равенстве но -с. По
лучим: 

Отсюда следует, что 
со 

£ n c - x n = Z 2 e " r . (4.41) 

По определению (2.58) среднее значение энергии колебаний молекулы 
оо 

У = £ * . И / П . (4.42) 

Подстановка выражений (4.36) и (4.37) дает оо 
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Используя формулы (4.40) и (4.41), придем к следующему выражению 
для среднего значения колебательной энергии молекулы: 

г = ^ - р (4.43) 

Как видно из формулы (4.39), при Т —• 0 величина х —> оо. При 
этом энергия (4.43) обращается в ноль. Чтобы установить характер за
висимости (4.43) для высоких температур, когда величина х <; 1, удобно 
воспользоваться приближенной формулой 

е* - 1 + х . (4.44) 

Подстановка этого выражения в (4.43) дает 

IzzkT при Г > |-. 

Вклад во внутреннюю энергию моля газа, создаваемый колебаниями 
молекул, определяется выражением 

IT - кг e N * 
иколеб =£НА = JTZTT ' 

Продифференцировав это выражение по температуре 7\ найдем моляр
ную теплоемкость газа, обусловленную колебаниями молекул: 

R 

(4.45) 

0 £ Г 
к 

Рис. 4.7. Температурная зависимость 
колебательной молярной теплоемкости двухатомного газа 
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При Т —» О величина х —• оо и выражение (4.45) обращается в ноль, 
так как 

Ь т * = О 
оо ( c r — I ) 2 

по правилу Лопиталя. При этом 

Ит Сукмеб=0. 

При Т —• оо подстановка выражения (4.44) в формулу (4.45) доказы
вает, что 

lim Сукалеб= Я . 

График зависимости колебательной теплоемкости от температуры 
приведен на рис. 4.7. Из этого рисунка видно, что температурная зависи
мость колебательной теплоемкости есть монотонно возрастающая функ
ция, а ее график имеет вид ступеньки высотой Я, смещенной вправо от 
точки Т = 0 на величину ~ е/к. 

Можно показать, что график зависимости от температуры моляр
ной теплоемкости Сувращ(Т)% обусловленной вращением молекул, имеет 
аналогичный вид. При этом из-за того, что "расстояние" между враща
тельными уровнями энергии меньше кванта колебательной энергии 5, 
подъем вращательной теплоемкости происходит при более низких тем
пературах. 

В силу определения теплоемкости (1.17) она так же, как и энергия 
газа, равна сумме слагаемых, обусловленных различными движениями 
молекул: 

Cv(T) = cVnocm(T) + Сувращ(т) + сУколеб{т). 

Эта функция удовлетворительно согласуется с экспериментально уста
новленной зависимостью теплоемкости двухатомного газа от температу
ры. 

4.11. Вывод уравнения Пуассона 
Получим уравнение адиабатического процесса, протекающего в иде

альном газе. Для этого запишем первое начало термодинамики (1.4). 
Так как в ходе адиабатического процесса газ не обменивается теплом с 
окружающей средой: SQ = О, будем иметь равенство 

dU + PdV = 0. (4.46) 
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В соответствии с формулой (4.21) дифференциал внутренней энергии 
идеального газа 

dU = CvdT, (4.47) 
где теплоемкость газа при постоянном объеме Cv будем для простоты 
считать постоянной величиной, определяемой формулой (4.19). 

Используя формулу Майера (4.24), запишем уравнение состояния 
идеального газа (4.13) так: 

Р = ( С р ~ ^ у ) Г . (4.48) 

Подстановка выражений (4.47) и (4.48) в уравнение (4.46) после не
сложных преобразований дает 

^ + ( 7 - 1 ) ^ = 0, (4.49) 

где показатель адиабаты 
СР 

Нетрудно проверить, что левая часть уравнения (4.49) является диф
ференциалом функции <р = ^(Т, V) двух переменных Т и V, которая 
может быть записана в виде 

у>(7\ K) = l n T + ( 7 - l ) In V . 

При этом уравнение (4.49) можно записать так: 

d<p = 0. 

Дифференциал функции равен нулю только в том случае, когда сама 
функция равна некоторой постоянной величине. Таким образом, прихо
дим к равенству 

In Т + (у - 1) In V = const, 

из которого следует, что 
T V 7 - 1 = const . 

Это и есть искомое уравнение адиабатического процесса в переменных Т 
и V. Исключив из этого уравнения температуру при помощи уравнения 
состояния идеального газа, придем к уравнению Пуассона 

PV1 = const. 
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4.12. Измерения показателя адиабаты 

Для экспериментального определения значения показателя адиабаты 
7 Клеман (1779 - 1842) и Дезорм (1777 - 1862) предложили следующий 
метод. Баллон достаточно большой емкости наполняется исследуемым 
газом при атмосферном давлении Р0 (рис. 4.8). При помощи насоса в 
баллон накачивается небольшая порция того же газа, после чего кран 
A'i закрывается. Когда температура газа в баллоне сравняется с тем
пературой окружающей среды, измеряют давление Pi в баллоне посред
ством присоединенного к нему манометра. После этого открывают кран 
А'2 и выпускают часть газа из баллона в атмосферу. Этот кран закры
вают, когда давление в баллоне станет равным атмосферному. Так как 
при открытом крапе Л'2 давление в баллоне падает очень быстро, газ 
не успевает обменяться теплом с окружающей средой. Другими слова
ми, происходит адиабатическое расширение газа и его температура при 
этом понижается. После закрытия крана Къ температура газа в бал
лоне начинает медленно повышаться до тех пор, пока не станет равной 
температуре окружающей среды. При этом давление в баллоне также 
увеличивается и достигает значения Рз > Р0. 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
i 1 и 

Рис. J[.8. Схема установки для измерения показателя адиабаты у 

Выделим мысленно при помощи воображаемой замкнутой поверхно
сти S некоторую часть газа внутри баллона (рис. 4.8) и рассмотрим 
эволюцию состояний этой части газа за время от момента 1\ закрытия 
крана A ' I до момента (3» когда температура в баллоне после закрытия 
крана А'2 сравнялась с температурой окружающей среды. В момент вре
мени t\ газ находился в состоянии а\ при давлении Pi и занимал объем 
V\ (рис. 4.9). Затем эта часть газа расширилась адиабатически до объ-
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ема V2 и оказалась к моменту времени t2 в состоянии а2 при давлении Р2% 

равном атмосферному: Р2 = Рс. Так как переход из состояния с\ в со
стояние <т2 происходит так быстро, что теплообмена в газе не происходит, 
параметры этих состояний связаны уравнением Пуассона: 

р} V? = Pi V 2
7 • 

В течение времени от t? до <з рассматриваемая часть газа в процессе изо-
хорического нагревания переходит из состояния с2 в состояние <гз. Точ
ки <т\ и <гз, изображающие начальное и конечное состояния газа, лежат 

на изотерме, которая представлена на 
рис. 4.9 пунктирной линией. Поэтому 
параметры этих состояний удовлетво
ряют уравнению 

Pi Vx =P*V2. 
Разрешив полученные уравнения 

относительно показателя адиабаты 7, 
придем к формуле 

Рх_ 
Pi 

Р 
Р\ *1 

1 \ \ 
1 \ N 1 \ N 1 \ 

Л. ^ 

L — \ _ _ 03 

1 
1 

О Vx V7 V 

Рис. 4-9. Адиабата и изохора 

In 
7 = 

In 

Учитывая, что давления Pi и Рз незначительно отличаются от атмосфер
ного, эту формулу с помощью приближенного равенства 

)п(1 + х) ~ х 

можно преобразовать к виду 

7 = 

при | х | < 1 

Pi-Pi 
Р1-Р3 

Измерив давления, по этой формуле можно вычислить значение показа
теля адиабаты для исследуемого газа. 

4.13. Энтропия идеального газа 
и второе начало термодинамики 

Найдем энтропию идеального газа при помошн формул (1.47) и (1.48), 
которые в данном случае принимают вид 

vR fdS\ Cv (ds\ 
\дт)у - т ' \dv)T-
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Нетрудно проверить, что функция S = 5(Т, V), имеющая такие частные 
производные, есть 

S = Cv InT + i/RlnV + const, (4.50) 

здесь символ const обозначает слагаемые, не зависящие от Т и V; но они 
могут зависеть от числа частиц N или от числа молей v. 

I " 1 1 ц 

Рис. 4 10. Схема установки для смешивания газов 
Согласно закону возрастания энтропии (1.13) энтропия любой тепло

изолированной системы возрастает, если в этой системе протекает не
обратимый процесс. Убедимся в том, что функция (4.50) подчиняется 
этому закону, на следующем примере. В двух теплоизолированных от 
окружающей среды баллонах, соединенных трубкой с краном (рис. 4.10), 
содержатся различные идеальные газы. В одном баллоне, объем которо
го V\, содержатся и\ молей газа из молекул одного типа при температуре 
Т\. Этот газ имеет теплоемкость Cv%. В другом баллоне, объем которого 
V2, содержатся соответственно и? молей газа из молекул другого типа 
при температуре Т 2 , имеющего теплоемкость CV,. В какой-то момент 
времени t\ кран открывают. В течение некоторого промежутка времени 
протекает необратимый процесс перемешивания газов и выравнивания 
их температур, который практически заканчивается в момент времени 
t?. Покажем, что энтропия газов за это время увеличится, т.е. ее прира
щение будет положительным: 

AS = S(t2) - S(tx) > 0 . 

Энтропия есть аддитивная величина, т.е. энтропия двух газов рав
на сумме энтропии каждого из газов в отдельности. В соответствии с 
формулой (4.50) будем иметь 

S(tx) = Cvx In Т\ + их R In Vi + Cy2 In T2 + ъ R In V7 + const . 
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В момент времени t когда установится термодинамическое равновесие в 
смеси газов, оба газа будут иметь одну и ту же температуру Т и занимать 
один и тот же объем V. Поэтому 

S(t7) = (Cv% + Су,) In Г + (их + 1ъ) Я In V + const. 

Найдем приращение энтропии: 

AS = (Суг + Су,) In Г - Сух In Тг - Су, In 7j+ 

+ *b) Л In К - 1/1 Я In Vi - i/j Я In V2 . 
Преобразуем это выражение к виду 

AS = (CV, • Су,) In + Я .п {(£)" (У*} . (4.51) 

где 
С у - . 

CVt + Су, 
Очевидно, что величина q не имеет размерности и удовлетворяет нера
венствам 

0 < q< 1. 
Объем, заполняемый каждым из газов после перемешивания, равен 

сумме объемов обоих баллонов: 

V = Ц + V2 . (4.52) 

Так как баллоны теплоизолированы от внешней среды, внутренняя 
энергия газов со временем не изменяется: 

U(tx) = 1 / (Ь ) ( 

или с учетом формулы (4.21) 

Су% Тх + Су, Т7 = (Сух + Су,) Т. 

Из этого уравнения найдем температуру Т смеси газов в момент времени 

Г = д Г 1 + ( 1 - * ) Т 3 . (4.53) 
Покажем, что выражение, стоящее под знаком логарифма в первом 

слагаемом суммы (4.51), больше единицы. Тогда это слагаемое будет 
больше нуля. Итак, требуется доказать, что 

Т 
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Подставим в последнее неравенство выражение (4.53). Получим: 

qTl + (l-q)T7>T'T2
l-< . 

Разделив это неравенство на Та, преобразуем его к виду 

+ * « > ( ) , (4.54) 

где 

т, 

Рассмотрим функцию 

у(х) = 9 х + 1 - 9 - х « (4.55) 

и вычислим ее производную: 

y'(z) = q(l-x<-') = q ( l - J ^ ) . 
которая при q < 1 обладает следующими свойствами: 

у'(х) < 0 при 0 < х < 1, 

У'(1) = 0, 

у'(х) > 0 при х > 1. 

Согласно этим свойствам функция у = у(х) убывает при 0 < х < 1 и 
возрастает при х > 1, т.е. имеет в точке х = 1 минимум. Так как 
минимальное значение функции угтцп = у(1) = 0, функция у{х) всюду 
ори х ф 1 положительна: у(я) > 0, т.е. неравенство (4.54) справедливо. 
Что и требовалось доказать. Таким образом, первое слагаемое в формуле 
(4.51) положительно при Т\ фТ7. 

Докажем, что второе слагаемое в формуле (4.51) также положитель
но. Для этого необходимо, чтобы выражение под знаком логарифма было 
больше единицы: 

(»" «Г-
Подставив в это неравенство выражение (4.52), получим очевидное нера
венство 

( • • » « • • ) > • • 
Итак, доказано, что в необратимом процессе смешения двух различных 
газов энтропия возрастает. 
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Рассмотрим теперь другой пример. Пусть в баллонах, соединенных 
трубкой с краном, находятся газы, состоящие из одинаковых молекул. 
При открывании крана часть газа перетекает из одного баллона в дру
гой. Докажем, что при этом энтропия системы или увеличивается, или 
остается постоянной. Чтобы исследовать этот случай, следует устано
вить зависимость энтропии от числа молекул, так как при перетекании 
газов из одного баллона в другой числа молекул в каждом из баллонов 
изменяются. 

Используя формулы (4.12), (4.14) и (4.19), придадим выражению 
(4.50) следующий вид: 

T + \nV + V>(A0 + const^ , 

где ф = il>(N) - неизвестная функция от числа молекул. Установить за
висимость ф = tp(N) можно из таких соображений. Так как энтропия и 
число молекул суть аддитивные величины, выражение в круглых скоб
ках должно быть величиной интенсивной. Такими величинами являются 
температура и концентрация п = ЛГ/1Л Отсюда следует, что 

xp(N) = - 1пЛГ. 

Таким образом, будем иметь 

5 = 5(Т, V,N) = kN ^ In Т + In + const^ . (4 56) 

Это выражение в самом деле есть аддитивная величина. Чтобы в этом 
убедиться, рассмотрим две части газа, находящегося в состоянии тер
модинамического равновесия при температуре 7\ Одна из этих частей 
занимает объем V\ и содержит N\ молекул, а другая - объем V2 и число 
молекул в ней ЛГ2. При равновесии молекулы газа равномерно распреде
лены по объему. Поэтому числа молекул и заполняемые газами объемы 
п ропорцнонал ьны: 

Ч V2=V = n< ( 4 5 7 ) 

где 
/V = Ni + N2 , V = Ц + V2 ; 

т.е. концентрация молекул всюду по объему газа одна и та же. 
Вычислим сумму энтропии рассматриваемых частей газа. Согласно 

формуле (4.56) 

Sx + S2 = 5(Т, Vu Nx) + S(7\ V 2, N7) = 
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= к Ni ^ In Т + I d + const^ + к N7 ^ In T + ln + const^ . 

В силу соотношений (4.57) эта сумма равна выражению (4.56), т.е. это 
выражение представляет собой аддитивную величину: 

5 = Si + 5г • 

Некоторую неудовлетворенность может вызывать тот факт, что в вы
ражении (4.56) под знаком логарифма стоят размерные величины. Ка
залось бы, изменение единиц измерения величин Т или V должно при
вести к изменению соответствующего значения энтропии. Однако это не 
так. Пусть известно, что значениям температуры Т0 и объема Vc соответ
ствует значение энтропии 5 0 . Подставив эти значения в формулу (4.56), 
получим уравнение 

Т 0 + In ^ + conet^ , 

из которого найдем, что 

к N • const = S„-kN ln Г* + ln . 

При помощи этого соотношения преобразуем выражение (4.56) к виду 

S = S. + * W (1 .0 £ + 

где под знаками логарифма стоят безразмерные величины. Это выра
жение доказывает, что изменение единиц измерения Т и V не влияет на 
значения энтропии. 

Пусть в установке, изображенной на рис. 4.10, в каждом из баллонов 
содержится один и тот же газ. В момент времени *ь когда открыли кран, 
в первом баллоне находилось N\ молекул газа при температуре Т\, а во 
втором - N2 молекул при температуре Т%. К моменту времени t2% когда 
установилось термодинамическое равновесие, часть газа перетекла из 
одного баллона в другой, а температура приняла всюду одно и то же 
значение Т. Это значение найдем из условия сохранения внутренней 
энергии: 

^kTlNl + ±kT7N7=±kTN, 

где 
N = Nx + N2 
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- полное число молекул газа в установке. После элементарных преобра
зований будем иметь 

T=±-(NlTl +N2T7) = tTx + (\ - О Ъ , 

где величина 

удовлетворяет неравенству 

0 < £ < 1 . 

Найдем приращение энтропии газа за время от t\ до (г при помощи 
формулы (4.56): 

Д 5 = S(t2) - S(U) = kN In Т + In ^ + const^ -

- к Ni (jj In Ti + In jf- + const^ - Дг /V2 ^ In T 2 + In jf- + const^ , 

где 

V = Vi + Va . 

Это выражение нетрудно преобразовать к виду 
I 

Д 5 = - Дг ЛМп + к N In , _ . , (4.58) 

где 
V V» 1'2 

Величина v есть объем, приходящийся на одну молекулу. Как видно, эта 
величина обратно пропорциональна концентрации молекул. Нетрудно 
показать, что величины v, v\ и v? связаны соотношением 

Первое слагаемое в выражении (4.58) будет тождественно равно пер
вому слагаемому в (4.51), если положить £ = q. Как было показано, 
такая функция при £ < 1 неотрицательна для любых Т\ и 7V Второе 
слагаемое по своему строению аналогично первому и поэтому тоже нео
трицательно. Таким образом, приходим к ожидаемому результату: 

AS> 0. 
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Выражение (4.58) будет равно нулю только в одном случае, когда тем
пературы н концентрации в обоих баллонах до открывания крана были 
одинаковыми: Т\ = Т2, v\ = v2. При этих условиях после открывания 
крана температуры и концентрации в баллонах не изменятся, так как 
газы будут находится в равновесии. При этом AS = 0. 

Пусть второй баллон в момент времени t\ был абсолютно пуст (N2 = 
0). После открывания крана начинается процесс расширения газа из 
первого баллона в пустоту. Этот процесс характеризуется следующими 
соотношениями: 

NX = N9 { = 1 , 7 \ = Т , 

AS = к N [ 1 In Г + In ^ + const 
\ 2 N 

- kNx ( In Ti + ln -Г7 + const = к N In — . 
\2 N ) Vi 

Очевидно, что последнее выражение положительно. Таким образом, не
обратимый процесс расширения газа в пустоту сопровождается (в соот
ветствии с законом возрастания энтропии) увеличением энтропии газа. 

4.14. Экспериментальное определение 
постоянной Больцмана и числа Авогадро 

Первые измерения постоянной Больцмана и числа Авогадро были 
проведены французским физиком и химиком Жаном Перреном (1870 -
1942). Для измерения постоянной Больцмана он использовал тот факт, 
что под действием постоянного и однородного поля силы тяжести части
цы распределяются в пространстве согласно закону Больцмана так, что 
их концентрация изменяется вдоль силовых линий поля (т.е. по верти
кали) в соответствии с формулой 

n(z) = п0 ехр 

где 
U(z) = -Fz 

- потенциальная энергия частицы, F = — тпд - проекция на ось z силы, 
действующей на частицу, z - высота частицы над земной поверхностью. 
Зная массу m молекулы, можно было бы вычислить постоянную Больц
мана по известной зависимости концентрации молекул от высоты 

п(г) = п0 ехр -pjT ) . 
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Но измерить массу молекулы так же трудно, как и постоянную к. Этой 
трудности можно избежать, если использовать вместо молекул малые 
макроскопические частицы, массу которых можно измерить. Для того 
чтобы можно было измерить массу частицы, она должна быть достаточно 
велика. Но концентрация тяжелых частиц так быстро убывает с высо
той, что в равновесном состоянии практически все они будут лежать на 
дне сосуда. Чтобы преодолеть эту трудность, Перрен поместил исследу
емые частицы в жидкость, плотность которой немного меньше плотности 
вещества этих частиц. В таком случае на частицу, кроме силы тяжести, 
действует еще архимедова подъемная сила. Поэтому 

где Q - плотность жидкости, V - объем частицы, а потенциальная энергия 
частицы 

При этом для описания зависимости концентрации взвешенных в жид
кости частиц от высоты z можно использовать формулу 

Измерив числа N(z\) = n(z\)S Az и N(z2) = n(z2)S Az частиц в двух 
горизонтальных слоях жидкости площадью S и толщиной Az на высотах 
z\ и z j , значение постоянной Больцмана можно вычислить по формуле 

Много труда потребовалось приложить для создания одинаковых частиц 
сферической формы и измерению их размеров и массы. На приготовле
ние водной эмульсии с такими частицами Перрен затратил несколько 
месяцев. Подсчет числа частиц в горизонтальном слое эмульсии про
изводился при помощи сфокусированного на этом слое микроскопа, а 
разность высот измерялась микрометрическим винтом микроскопа. 

Зная значения константы Больцмана и универсальной газовой посто
янной, по формуле 

можно вычислить число Авогадро 

F = - mg + QgV % 

U(z) = (m-eV)gz. 

(т- eV)g(z2- zi) 
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4.15. Статистическая термодинамика 
идеального одноатомного газа 

Покажем, как описанный в разделе 2.8 статистический метод можно 
применить для нахождения термодинамических функций, характеризу
ющих равновесные состояния идеального одноатомного газа в отсутствие 
действия на молекулы каких-либо внешних сил. Для этого в первую оче
редь необходимо вычислить статистический интеграл (2.36), который с 
учетом условия (2.64) для идеального газа, состоящего из N тождествен
ных одноатомных молекул, имеет вид 

Z=— [ c-"E{r)dx = 
М J 

" ТП j J е ~ * Щ * 1 9 N ) * * i ~ d x N , (4.59) 

где Zi = { f i , Vi} - совокупность координат и проекций вектора скорости 
•-Й молекулы; i = 1, 2 , N ; 

Е = t ^ «в0> 

1 = 1 
- энергия газа. Подстановка выражения (4.60) в формулу (4.59) дает 

Z=±(ZX)N . (4.61) 

где 
Zx = J e~ov'dVd3v (4.62) 

- статистический интеграл для одного атома, 

1 Q m а = - р т = 
2 ^ 2кТ' 

Так как подынтегральное выражение в (4.62) не зависит от координат 
атома, будем иметь 

оо оо оо 

Zx= J dV J e~av' dv, J e-apidvv J e"° dvt . 
V — CO — oo — oo 

Первый интеграл, т.е. сумма элементарных объемов, равен объему V 
пространства, заполненного газом. Интегралы по скоростям есть ин
тегралы Пуассона, каждый из которых согласно формуле (3.36) равен 
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у/чг/а. Таким образом, 

Подставив это выражение в (4.61), получим: 

7 - — (1Л9"/7 = — (i*kT\*N/7 

Найдем натуральный логарифм этого выражения: 

1 п Я = - ^ - 1 п ^ ^ + ЛГ \nV-\nN\. 
2 m 

In х 

In 5 
In 4 

1пЗ 

In 2 

О 

: : ; 

/ • 1 
| | i 

/ • 1 1 | | 

/ 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 7 8 

Рис. 4.11. К выводу формулы Стирлинга 

Вычислим 
N 

In ЛП = 1п(1. 2 • 3 •... • N) = ^2 in п • 
п=1 

(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 

Геометрически эту сумму можно интерпретировать как сумму площа
дей прямоугольников, расположенных под графиком функции In х (рис. 
4.11). Поэтому приближенно сумму (4.65) можно положить равной инте
гралу от этой функции: 

In п » / \nzdx ha. 
п=1 { 

Интегрирование по частям приводит к формуле Стирлинга 

In № « N In N при N > 1. (4.66) 
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Теперь выражению (4.64) можно придать вид 

I n Z ^ d t a T + l n J i + l l n ^ ) . «•«'> 

При этом согласно формуле (2.93) свободная энергия газа будет 

F = - TV * Г ^ | In Г + ln - j ^ + const^ . (4.68) 

Найдем по формуле (1.42) внутреннюю энергию одноатомного идеаль
ного газа: 

U = ^tTN. (4.69) 

Энтропию газа найдем по формуле (1.40): 

S = kN h T + ln -^ + const^ . (4.70) 

Наконец, по формуле (1.41) составим уравнение состояния идеального 
газа: 

Р - * Р . (4.71) 



Г Л А В А 5 

Я В Л Е Н И Я ПЕРЕНОСА В ГАЗАХ 

5.1. Неравновесные состояния газа. 
Локальное термодинамическое равновесие 

Как было показано в предыдущих главах, знание функции распре
деления / = /(<, г, v) дает возможность вычислить значения всех ве
личин, характеризующих макросостояние газа, предсказать его свойства 
и описать протекающие в газе неравновесные процессы. Например, по 
формулам (3.9) и (3.14) при помощи функции распределения / можно 
найти концентрацию молекул п и среднюю скорость и их направленного 
движения. 

Температура газа также может быть определена при помощи функ
ции распределения не только для равновесного, но и для неравновесного 
состояния газа. В качестве определения температуры газа, находяще
гося в неравновесном состоянии, описываемом функцией / = /(/, г, J), 
используют равенство 

которое является обобщением равенства (4.15). В равенстве (5.1) стоящее 
под знаком интеграла выражение 

есть кинетическая энергия поступательного движения молекулы относи
тельно системы отсчета, движущейся вместе с газом с локальной (т.е. 
местной) скоростью и. Таким образом, правая часть равенства (5.1) 
представляет собой средпес значение этой энергии. Она зависит от вре
мени t и от радиус-вектора г произвольной точки пространства. Это 
означает, что в общем случае температура газа изменяется с течением 
времени и при переходе от одной точки пространства к другой. 

При некоторых условиях неравновесное состояние газа достаточно хо
рошо описывается функцией распределения вида 

(5.1) 

з 
/(*, r,v) = n ( ^ ) 2 exp ( - о (v - й)2 ) , (5.2) 
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где 
_ т 

а " 2кТ 1 

а концентрация п, средняя скорость й и температура Т являются неко
торыми функциями от времени и координат точки пространства: 

п = п(*. г ) , и = и(*, г) , Т = Т(<, г ) . (5.3) 

Если сравнить функцию (5.2) с функцией Максвелла - Больцмана 
(3.37), то нетрудно увидеть их большое сходство. На этом основании 
про функцию (5.2) говорят, что она описывает газ в состоянии не полно
го, а локального (местного) термодинамического равновесия. Тогда как 
функция Максвелла - Больцмана описывает газ, находящийся в состо
янии полного термодинамического равновесия. В частном случае, когда 
концентрация не зависит от времени и имеет вид (3.39), средняя скорость 
равна нулю, а температура не зависит ни от времени, ни от координат; 
функция (5.2) есть функция Максвелла - Больцмана. Когда газ нахо
дится в состоянии, описываемом функцией (5.2), эти условия выполня
ются приближенно для небольших по размерам объемов газа в течение 
короткого промежутка времени относительно системы отсчета, которая 
движется вместе с этой частью газа. Таким образом, любая малая часть 
газа будет находиться в состоянии, близком к равновесному. 

Функция (5.2) обладает замечательным свойством. Для произволь
ных функций (5.3) подстановка функции (5.2) в равенства (3.9), (3.14) и 
(5.1) обращает эти равенства в тождества. Поэтому перечисленные ра
венства не могут быть использованы для нахождения функций (5.3). В 
данном разделе будут рассмотрены методы, при помощи которых могут 
быть получены уравнения для функций (5.3). Эти методы основаны на 
фундаментальных законах физики, какими являются законы сохране
ния массы, импульса и энергии. Строгий вывод уравнений для функций 
п = n(t, г) , и = й(<, г) и Т = T(tt г) является задачей механики сплош
ных сред и газовой динамики. Поэтому в этом разделе будет рассмотре
на только элементарная теория, которая позволяет получить уравнения 
для функций (5.3) в некоторых частных задачах. 

В любой неравновесной системе действуют механизмы, вынуждаю
щие ее при неизменных внешних условиях стремиться к равновесному 
или стационарному состоянию. Иначе говоря, эти механизмы обусловли
вают релаксационные процессы в газах. Вследствие действия этих ме
ханизмов первоначально пространственно неоднородные распределения 
молекул газа со временем выравниваются и становятся однородными, 
течение газа замедляется и средняя скорость направленного движения 
молекул становится равной нулю, температура газа также становится 
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всюду одинаковой, если отсутствуют постоянно действующие источники 
молекул и тепла. Явления, которые обусловливают такое поведение га
за, называются соответственно диффузией, вязкостью или внутренним 
трением и теплопроводностью. Все эти явления вместе называются 
явлениями переноса. 

Элементарная теория явлений переноса основана на следующих пред
ставлениях о поведении молекул газа, находящегося в неравновесном со
стоянии. В хаосе беспорядочно движущихся молекул газа всегда можно 
выделить поток молекул, которые в данный момент времени все движут
ся в одном направлении. Спустя некоторое время столкновения молекул 
приведут к тому, что молекулы, образовывавшие выделенный поток, рас-
сеятся в различных направлениях. И этот поток прекратит свое суще
ствование, а его молекулы вольются в другие потоки. Время существова
ния выделенного потока молекул равно среднему времени г между двумя 
последовательными столкновениями одной молекулы с другими молеку
лами газа. За это время молекула преодолевает расстояние, среднее 
значение которого обозначают А и называют средней длиной свободного 
пробега молекулы. 

Каждый поток молекул характеризуется определенными значениями 
концентрации, средней скорости направленного движения и температу
ры. Молекулы в потоке переносят эти свои характеристики из одного 
места пространства в другое. Поэтому вызванные таким образом явле
ния называются явлениями переноса. 

5.2. Средняя длина свободного пробега молекулы 
Молекулы газа находятся в непрерывном движении. Каждая молеку

ла движется прямолинейно и равномерно до тех пор, пока не столкнется 
с какой-нибудь другой молекулой. В результате столкновения молекула 
резко изменяет направление своего движения, после чего опять движет
ся с постоянной скоростью до следующего столкновения. Поэтому тра
ектория молекулы, совершающей хаотическое тепловое движение среди 
других молекул газа, представляет собой ломаную прямую линию, т.е. 
непрерывную линию, состоящую из отрезков прямых. Такие случайные 
блуждания молекулы называются диффузией, когда молекулу окружают 
молекулы другого сорта, или самодиффузией, когда молекула движется 
среди подобных ей молекул. 

Приближенно молекулы газа можно рассматривать как маленькие 
упругие шарики диаметра d. Вычислим при помощи этой модели сред
нее время между двумя последовательными соударениями какой-либо 
одной молекулы с другими молекулами газа. Столкновение выделен
ной молекулы с другой молекулой газа произойдет только в том случае, 
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если центр последней окажется в момент сближения этих молекул на 
расстоянии от линии движения первой молекулы меньшем, чем диаметр 
d молекул (рис. 5.1). Поэтому центры всех молекул, встречающихся 
на пути выделенной молекулы за некоторое время Д* и вынуждающих 
ее изменить направление своего движения, оказываются в подходящий 
момент времени внутри ломаного цилиндра радиуса </, осью которого 
служит траектория рассматриваемой молекулы (рис. 5.2). Разумеется, 
эта модель имеет смысл только в том случае, когда средняя длина Л 
свободного пробега молекулы много больше, чем ее диаметр: X ̂ > d. 

Рис. 5.1. 
Столкновения 
молекул в газе 

Рис. 5.2. 
К вычислению 
средней длины 

свободного пробега 
молекул в газе 

Так как молекулы, с которыми сталкивается выделенная молекула, 
не являются неподвижными, в качестве средней скорости молекулы сле
дует взять среднюю скорость ее движения относительно других моле
кул, а не относительно стенок сосуда. По определению относительная 
скорость есть разность скоростей двух молекул: 

VoniH = v\ — V2 . 
Возведем это равенство в квадрат: 

"ожм = г;? - 2 vi v2 + и* • 
В силу свойства (2.51) среднее значение суммы равно сумме средних зна
чений слагаемых величин. Поэтому будем иметь 

Vornn = ^ F - 2 vi v2 + • 
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Среднее значение квадрата скорости для всех молекул одно и то же, так 
как молекулы тождественны и имеют одинаковую массу: 

Скорости v\ и V2 двух молекул являются статистически независимы
ми случайными величинами. Поэтому согласно теореме (2.26) среднее 
значение их произведения равно произведению средних значениий этих 
величин: 

V\ V2 = V\ - V2 • 

Для газа в состоянии термодинамического равновесия средняя скорость 
молекулы равна нулю: 

Т = 0. 

Таким образом, будем иметь 

Поэтому в качестве средней скорости относительного движения молеку
лы можно взять 

(ьотн) = V2 (v) . (5.4) 

За время At рассматриваемая молекула пройдет путь 

f = (vomn) At • 

На этом пути она столкнется со всеми молекулами, оказавшимися вну
три ломаного цилиндра. Число этих молекул равно произведению кон
центрации молекул на объем цилиндра, т.е. nicd21 или пег/, где вели
чина 

<T±*d7 (5.5) 

называется эффективным сечением молекулы. Среднее время г между 
двумя последовательными столкновениями выделенной молекулы с дру
гими молекулами найдем, разделив время At на число столкновений: 

At 
т = па I 

После элементарных преобразований придем к формуле 

т = /о \ х • < 5 б > у/2 a (v) п 
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Величина */, обратная времени г, есть среднее число столкновений 
одной из молекул газа с другими молекулами за единицу времени: 

i/= - = т/2 a (v) п. (5.7) 
т 

Средняя длина Л свободного пробега молекулы равна произведению 
средней скорости на среднее время между столкновениями: 

А = (t/) г . 

Отсюда найдем, что 
А = -yJ— (5.8) 

Произведем теперь оценки размеров молекул, средней скорости их те
плового движения и длины свободного пробега молекулы. Предполагая, 
что в жидкостях молекулы располагаются почти вплотную друг к другу, 
объем V0 одной молекулы можно найти, разделив объем VKM киломоля 
какого-либо вещества в жидком состоянии на число молекул в киломоле, 
т.е. на число Авогадро ЛГд: 

V - ¥™* 

Объем одного киломоля жидкости равен отношению его массы к плотно
сти: 

VKM=~, 
е 

где ft - молярная масса, д - плотность жидкости. Диаметр молекулы 
можпо оценить по формуле 

d~ УК, 

или 

Расчеты, произведенные по этой формуле для воды (/i = 18 кг/кмолъ, 
д = 103 яг/л*3), дают значение d « 3 • 10 ~ 1 0 м. 

Сочетание формул (3.44), (4.5) и (4.14) приводит к следующему выра
жению для средней квадратичной скорости молекулы: 

149 



Из этой формулы следует, что молекула кислорода Oi, например, мо
лярная масса которого /i = 32 кг/кмоль, при температуре Т = 273 К 
имеет среднюю квадратичную скорость (v) « 500 м/с. 

Вычислим среднюю длину свободного пробега молекулы при нормаль
ных условиях (Р = 1 атпм = 10 5 Па, Т = 273 К). Формула 

Р 
п = Т т 

при этих условиях дает значение концентрации п « 3 • 10 2 5 х ~ 3 . Поло
жим диаметр молекулы равным d = 2 -10" 1 0 -м. Для этих значений п и d 
расчет по формуле (5.8) приводит к значению средней длины свободного 
пробега А « 2 • 10~7м. При этом по формуле 

найдем, что, двигаясь со средней скоростью (v) « 500 м/с, молекула за 
одну секунду испытывает 2,5 -10 9 столкновений с другими молекулами 
газа. 

5.3. Поле скоростей. Плотность потока молекул 
Течение газа описывают при помощи зависимости от времени t и 

радиус-вектора г скорости й упорядоченного движения молекул: 

й = u(t, г ) . (5.9) 

Эта функция (векторное поле) для любой точки г пространства, запол
ненного газом, определяет вектор й скорости малой части газа, которая 
оказалась в этой точке в момент времени (. Такое векторное поле назы
вается полем скоростей. 

Для того чтобы составить более ясное представление о характере век
торного поля (5.9), ему дают следующую геометрическую интерпрета
цию. В пространстве, заполненном движущимся газом, строят семейство 
воображаемых линий таких, что касательная к линии, проходящей через 
произвольную точку, в любой момент времени совпадает по направле
нию с вектором скорости газа в этой точке. Такие линии называются 
линиями тока . 

В общем случае направление вектора скорости в различных точках 
пространства изменяется со временем и картина линий тока также не
прерывно меняется. Если же вектор скорости 2 в каждой точке про
странства со временем не изменяется, то течение газа называется ста
ционарным, или установившимся. В таком случае каждая малая часть 
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газа проходит данную точку пространства с одной и той же соответству
ющей этой точке скоростью: и = й(г). При этом семейство линий тока 
также не изменяется со временем. 

При стационарном движении газ можно разделить на слон, которые 
скользят друг относительно друга, не перемешиваясь. Поэтому такое 
движение называется ламинарным, т.е. слоистым. Это название про
исходит от латинского "lamina", что означает пластинка или полоска. 
Нестационарное течение газа, сопровождающееся его интенсивным пере
мешиванием, называется турбулентным. 

Рис. 5.3. 
К вычислению 

потока молекул 

Рассмотрим часть газа, заключенную в цилиндрическом объеме ме
жду двумя параллельными плоскостями 1 и 2 (рис. 5.3), расстояние 
между которыми таково, что длина отсекаемых ими отрезков линий то
ка равна среднему расстоянию udt, преодолеваемому частицей газа за 
время dt. "Боковые" поверхности цилиндра образованы линиями то
ка. Объем рассматриваемого цилиндра dV равен произведению площади 
основания dS на высоту udt | cos а |, где а - угол между вектором ско
рости и и перпендикуляром к плоскости основания цилиндра: 

dV = vdt\cosa\dS, 

здесь 0 < а < х. Направленное движение молекул приводит к тому, 
что молекулы газа, которые в некоторый момент времени находились 
у плоскости /, за время dt переместятся к плоскости 2. Очевидно, что 
часть газа, занимавшая объем dV рассматриваемого цилиндра, за время 
dt вытечет из него через основание 2. Число молекул в этой части газа 
будет 

dN = п dV = п и dt | cos а \ dS. (5.10) 

Другими словами, это есть число молекул, пролетающих за время dt 
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через плоскую поверхность площадью dSy ориентированную под углом а 
к скорости и течения газа. 

Вектор 

Х = J vf(t, г, v)d3v = nu (5.11) 
называется плотностью потока молекул. Согласно формуле (5.11) на
правление этого вектора совпадает с направлением вектора й скорости 
течения газа в данной точке пространства, а его модуль 

J = пи. (5.12) 

Так как концентрация и вектор средней скорости молекул в общем слу
чае зависят от времени и координат точки пространства, вектор плотно
сти потока молекул также будет зависеть от этих аргументов: 

Т = 7(*, г ) . 

При помощи формулы (5.12) выражение (5.10) можно записать как 

dN = Jdt\cosa\dS. (5.13) 

Этой формула позволяет раскрыть физический смысл вектора J плот
ности потока молекул. Он заключается в том, что согласно формуле 
(5.13) модуль этого вектора равен числу молекул, пролетающих за еди
ницу времени (dt = 1 с) через единицу площади (dS = 1 м2) поверхности, 
перпендикулярной к линиям тока (cos а = 1). 

Построим произвольную воображаемую поверхность 5. Разобьем ее 
на бесконечно малые части (элементы поверхности), площадь одной из 
которых обозначим dS (рис. 5.4). Ввиду того, что размеры элемента 
поверхности бесконечно малы, сам элемент будет почти плоским. По
строим в произвольной точке Р элемента поверхности вектор п, который 
1) перпендикулярен к поверхности S в данной точке и 2) имеет модуль, 
равный единице. Такой вектор п называют единичной нормалью к по
верхности в точке Р. Тогда как коллинеарный ему вектор 

dS=ndS, (5.14) 

называют векторным элементом поверхности S. 
Пусть в точке Р вектор плотности потока молекул принимает значе

ние J . Скалярное произведение векторов (5.11) и (5.14) 

d<b = TdS = Т ndS (5.15) 
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называется потоком вектора J через элемент поверхности dS , или эле
ментарным потоком вектора J . Согласно определению скалярного 
произведения 

</Ф = JdS cos а . (5.16) 

Сравнив выражения (5.13) и (5.16), придем к заключению, что модуль 
потока dФ есть число молекул, пересекающих элемент поверхности dS 
за единицу времени. 

Рис. 5.4-
К определению 

потока вектора J 

Алгебраическая сумма потоков (5.15) через все элементы поверхности 
5, т.е. поверхностный интеграл 

Ф = у J dS 
s 

(5.17) 

называется потоком вектора J через поверхность S. Модуль величи
ны Ф есть число молекул, которые пересекают поверхность 5 за единицу 
времени. Неравенство Ф > 0 означает, что газ протекает через поверх
ность S преимущественно в направлении вектора п. Если же Ф < 0, то 
газ течет в противоположном направлении. Поток Ф протекающего че
рез поверхность 5 газа может быть равен нулю. Такое возможно, когда 
через некоторые части поверхности газ течет в направлении вектора п, 
а через другие - в противоположном направлении. Бели при этом числа 
молекул, передвигающихся в различных направлениях, одинаковы, то 
суммарный поток будет равен нулю. 

Рассмотрим произвольную воображаемую замкнутую поверхность 5, 
через которую в охватываемый ею объем V втекает или вытекает неко
торый газ. Вследствие течения газа число молекул N в объеме V может 
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изменяться со временем: 

N(t) = J n(t, r)dV . (5.18) 
v 

Среднее число молекул, которые пересекают поверхность 5 за единицу 
времени, равно потоку вектора J : 

Ф = j> J п ndS. (5.19) 
5 

Окружность на знаке интеграла означает, что поверхность 5, по кото
рой производится интегрирование, является замкнутой. В таком случае 
принято вектор п направлять не внутрь поверхности 5, а наружу. При 
этом вектор п называют внешней нормалью к поверхности S. 

Когда газ преимущественно вытекает из объема V, поток Ф будет 
положителен. При этом число N молекул газа в объеме V уменьшается 
и приращение dN должно быть отрицательным. По определению потока 
число молекул, которые пролетают за время dt через поверхность 5 в 
направлении внешней нормали, равно произведению потока Ф на время 
dt. На эту величину уменьшается число N молекул газа в объеме V% т.е. 
приращение числа молекул 

dN = -<Pdt. (5.20) 

Эта формула учитывает также случай, когда газ втекает в объем V. В 
этом случае поток Ф отрицателен, а приращение dN положительно. 

При помощи формул (5.18) и (5.19) равенство (5.20) можно преобра
зовать к виду 

J ndV = - j>7dS . (5.21) 
V s 

Равенства (5.20) и (5.21) выражают собой закон сохранения числа моле
кул. 

5.4. Диффузия газов 
Для понимания явлепия диффузии газов и законов, по которым она 

протекает, поступим следующим образом. Рассмотрим длинный и узкий 
сосуд, разделенный перегородкой на две части (рис. 5.5). В разных от
делениях этого сосуда содержатся различные газы. Если перегородку 
убрать, то газы начнут перемешиваться. Процесс проникновения моле
кул одного вещества в среду, состоящую преимущественно из молекул 
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другого вещества, называется диффузией. Для описания этого процесса 
введем прямоугольную декартову систему координат так, чтобы ось х 
была направлена вдоль самой длинной стороны сосуда. Начало коорди
нат поместим в том месте, где находилась перегородка. 

Рис. 5.5. К формулировке 
законов диффузии 

О * 

В течение процесса взаимного проникновения газов их концентрации 
будут изменяться со времепем и от точки к точке в пространстве. Так, 
например, концентрация п газа, который находился в левом отделении 
сосуда, будет функцией от времени и координаты х: 

n = n(t\x) . (5.22) 

Аналогично, концентрация h другого газа также будет некоторой функ
цией этих переменных: п = п(<, х). 

" ( * , * ) 
Рис. 5.6. Зависимости t = 0 По 
концентрации молекул 

от координаты х 
в различные моменты 

/ > 0 

По 

t = оо 
времени t 

0 * 

Примерный вид зависимостей концентрации п первого газа от коор
динаты х изображен на рис. 5.6 для моментов времени: / = 0, который 
соответствует началу процесса диффузии, для произвольного момента 
времени t > О и для момента времени t = оо, когда диффузия прекрати
лась. В момент времени t = 0 концентрация этого газа в левом отделении 
(где X < 0) была равна некоторому значению пау а в правом отделении 
молекулы этого газа отсутствовали (т.е. п = 0 при х > 0). Спустя 
некоторое время t после того, как убрали перегородку, часть молекул 
газа переместится (как говорят, продиффундирует) из области х < 0 в 
область х > 0. В этот момент времени концентрация п молекул газа бу
дет представлять собой монотонно убывающую функцию от координаты 
х. Когда диффузия закончится (t = оо), концентрация молекул станет 
всюду одинаковой Поо. 
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Если предположить для простоты, нто температура и давление в обо
их отделениях сосуда при t = О были одинаковыми, то они останутся 
таковыми и после того, как перегородку уберут. Парциальные давления 
газов 

Р = пкТ и Р = п Д г Т , 

так же, как и концентрации, будут различными в разных точках про
странства, но полное давление в смеси газов, равное по закону Дальтона 
сумме парциальных давлений, будет всюду одинаково и не будет зави
сеть от времени: 

P(t, х) + х) = Р0 = const . 

Вследствие этого сумма концентраций газов также будет постоянной ве
личиной: 

р 
п(<, х) + n(f, х) = п0 = . 

Если бы давление и температура по разные стороны перегородки бы
ли различными, то после ее удаления процесс диффузии молекул про
текал бы одновременно с двумя другими процессами: движением газов 
и теплообменом между ними. В таком случае изучение самого процесса 
диффузии было бы сильно затруднено. 

В рассматриваемом случае диффузионный поток молекул будет на
правлен вдоль оси х. При этом вектор плотности потока молекул J 
будет также направлен вдоль оси х, т.е. только проекция JT этого векто
ра на ось х не будет равна нулю. Можно показать, что плотность потока 
молекул Jx связана с их концентрацией соотношением 

J t ~ и д х -
(5.23) 

Коэффициент пропорциональности D в этом выражении называется ко
эффициентом диффузии. Он прямо пропорционален средней скорости 
молекулы и средней длине ее свободного пробега: 

D = | <t>) А . (5.24) 

Формула (5.23) составляет содержание закона Фика. Согласно этому за
кону плотность потока молекул Jx пропорциональна производной от кон
центрации по координате х. Смысл величины Jr заключается в том, что 
выражение 

dN = JrSdt 
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есть число молекул, которые за время dt пересекают расположенную 
перпендикулярно к линиям тока поверхность площадью S. 

В общем случае закон Фика выражает формула 

(5.25) 

5.5. Вязкость газов 
В общем случае вектор й средней скорости, который описывает на

правленное движение молекул, зависит от времени и координат точки в 
пространстве: 

11= 5(1, г ) . 
Эту функцию можно найти, если известны законы взаимодействия слоев 
газа и уравнения их движения. 

При течении газа между его слоями, движущимися с различными ско
ростями, действуют силы внутреннего трения, обусловленные вязкостью 
газа. В существовании таких сил можно убедиться на опыте. Рассмотрим 
следующую экспериментальную установку. В вертикальном цилиндри
ческом сосуде, который может вращаться вокруг своей оси, содержится 
некоторый газ. Внутри этого цилидра помещен другой цилиндр меньшего 
радиуса, подвешенный на тонкой проволоке так, что ось этого цилиндра 
совпадает с осью внешнего цилиндра. Когда внешний цилиндр приводят 
во вращение, внутренний цилиндр поворачивается на некоторый угол. 
Такое поведение внутреннего цилиндра можно объяснить действием на 
его поверхность касательных сил со стороны вращающегося газа, кото
рый приходит в движение, увлекаемый внешним цилиндром, и сам вовле
кает внутренний цилиндр во вращательное движение. Этому движению 
препятствуют силы упругости закручивающейся проволоки. Когда эти 
силы уравновесят друг друга, внутренний цилиндр перестанет вращать
ся. 

Ньютон установил закон, согласно которому касательная сила F, ха
рактеризующая взаимодействие двух слоев газа или жидкости, разделен
ных некоторой воображаемой поверхностью, пропорциональна производ
ной от скорости газа в направлении перпендикулярном к поверхности 
раздела: 

(5.26) 

J = — D grad n . 
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где tj - коэффициент внутреннего трения, или вязкость газа, ди/дп -
производная по направлению, т.е. производная от скорости по координа
те, которая изменяется в направлении нормали к поверхности раздела 
двух слоев газа, S - площадь поверхности. Силы вязкого трения распре
делены по поверхности, разделяющей слои текущей жидкости. 

Z А 

й2 

X 

У 

Рис. 5.7. Силы вязкого трения 

Чтобы яснее понять содержание закона Ньютона, рассмотрим в каче
стве примера установившееся течение газа. Предположим, что темпера
тура и концентрация молекул газа всюду одинаковы, а сам газ движется 
так, что вектор скорости направленного движения молекул описывается 
формулой 

u = u(z)j, (5.27) 
где j - единичный вектор, задающий направление оси у. Эта формула 
говорит о том, что газ движется стационарно вдоль оси у, а модуль и его 
скорости зависит только от координаты z (рис. 5.7). Примерно таким 
образом можно описать движение воздушных масс, когда над равниной в 
одном направлении дует ветер, скорость которого изменяется с высотой. 

Исследуем взаимодействие горизонтальных слоев газа. Для этого по
строим воображаемую горизонтальную плоскость S (рис. 5.7). Предпо
ложим для определенности, что скорость и = u(z) есть возрастающая 
функция от координаты г. В этом случае скорость потока газа над плос
костью будет больше скорости потока газа под ней. При этом верхний 
поток газа будет действовать на нижний с силой F\, направленной вдоль 
скорости й, т.е. будет ускорять его движение. Нижний поток газа, рас
положенный под плоскостью 5, действует на слой газа над ней с силой 
F2% которая направлена против скорости, т.е. тормозит его движение. 
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В рассматриваемом случае силы вязкого трения направлены вдоль 
оси у. Теперь закон Ньютона для силы вязкого трения F\ будет иметь 
вид 

(5.28) 

где F y - проекция силы F\ на ось у, коэффициент вязкости 

*? = j t f ( v ) A . (5.29) 

5.6. Теплопроводность газов 
Если температура газа в разных точках пространства неодинакова, то 

в газе возникают потоки тепла, которые переносят энергию из областей 
с более высокой температурой в области, где температура ниже. Перенос 
тепловой энергии описывается посредством вектора qt который называ
ется плотностью потока тепла и определяется следующим образом. 
Скалярное произведение 

qdS = qndS 

этого вектора на векторный элемент поверхности (т.е. поток вектора q) 
есть количество тепла, протекающего через этот элемент за единицу вре
мени в направлении вектора п единичной нормали. Количество тепла Q, 
протекающего за единицу времени через некоторую поверхность 5, равно 
сумме элементарных потоков и выражается поверхностным интегралом 

Q = J qdS. (5.30) 
5 

Так как по определению вектор q указывает направление, в котором пе
реносится тепло, поток Q будет положителен, когда направление пере
носа тепла совпадает с направлением вектора п нормали к поверхности. 
В противном случае поток вектора q отрицателен. 

В пространстве, заполненном газом, выделим некоторый объем V', 
ограниченный замкнутой поверхностью 5. Найдем внутреннюю энергию 
U газа, занимающего этот объем. Так как число молекул в физически 
бесконечно малом объеме равно п dV, а средняя энергия одной молекулы 

du 
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внутренняя энергия газа в объеме dV будет равна 

^kTndV. 2 
Сложив эти выражения, найдем внутреннюю энергию газа в объеме V: 

U = J ^kTndV. (5.31) 
v 

Энергия газа в объеме V может изменяться со временем по следую
щим причинам: во-первых, из-за изменения числа молекул в этом объ
еме; во-вторых, из-за переноса тепла через поверхность 5. Если кон
центрация молекул всюду одна и та же, то число молекул в объеме V 
не изменяется со временем. В этом случае внутренняя энергия газа в 
объеме V может изменяться только вследствие того, что тепло втекает 
или вытекает из этого объема через ограничивающую его поверхность 5. 
При этом приращение внутренней энергии газа в объеме V за время dt 
будет определяться выражением 

dU = -Qdt. (5.32) 

В силу принятого соглашения поток вектора через замкнутую поверх
ность вычисляется всегда в направлении внешней нормали к этой по
верхности. Поэтому, когда тепло вытекает из объема V через поверх
ность 5, поток вектора q будет положителен. При этом энергия U газа 
в этом объеме будет уменьшаться, а ее производная будет отрицательна. 
По этой причине в правой части равенства (5.32) перед интегралом стоит 
знак минус. 

При помощи формул (5.30) и (5.31) равенство (5.32) можно записать 
как 

^ J ^kTndV = - fqdS . (5.33) 
V s 

Равенства (5.32) и (5.33) выражают закон сохранения энергии в процессе 
переноса тепла. Уравнение (5.33) по форме совпадает с интегральным 
уравнением (5.21), которое выражает закон сохранения числа молекул. 

Рассмотрим сначала частный случай, когда температура зависит толь
ко от одной пространственной координаты, например, от х: 

Г = Г ( < , г ) . (5.34) 

Очевидно, что в этом случае вектор плотности потока тепла будет на
правлен вдоль оси z, т.е. будет иметь только одну отличную от нуля 
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проекцию qx. Можно показать, что для плотности потока тепла в газе 
справедливо следующее выражение: 

(5.35) 

где коэффициент 
(5.36) 

называется коэффициентом теплопроводности газа. 

T(t, х) 
Рис. 5.8. 

Зависимость температуры 
от координаты х 

и плотность потока тепла 

х 
Из формулы (5.35) следует, что тепло перетекает в те области про

странства, где температура ниже. Пусть, например, температура (5.34) 
есть возрастающая функция аргумента х (рис. 5.8). В этом случае про
изводная 

н, как следствие этого, согласно формуле (5.35) плотность потока тепла 

т.е. тепло распространяется в сторону, противоположную направлению 
оси х. 

Нетрудно догадаться, что обобщением формулы (5.35) на случай про
извольного распределения температуры в пространстве является выра
жение 

Формулы (5.35) и (5.37) выражают собой закон Фурье (Жан Фурье (1768 
- 1830) - французский математик и физик). 

Чж <0 

q = -к grad Т . (5.37) 



Г Л А В А 5 * 

Я В Л Е Н И Я ПЕРЕНОСА В ГАЗАХ 
(продолжение) 

5.7. Вывод закона Фика 
Изучить какое-либо явление - это значит, в первую очередь, уста

новить законы, которым оно подчиняется. Для установления законов 
диффузии рассмотрим длинный и узкий сосуд, разделенный перегород
кой на две части (рис. 5.5). В разных отделениях этого сосуда содержат
ся различные газы. Если перегородку убрать, то газы начнут переме
шиваться вследствие диффузии молекул. Для описания этого процесса 
введем прямоугольную декартову систему координат так, чтобы ось х 
была направлена вдоль самой длинной стороны сосуда. Начало коорди
нат поместим в том месте, где находилась перегородка. Пусть 

п = п(«, х) (5.38) 

есть концентрация молекул газа, который находился в левом отделении 
сосуда, a n - концентрация другого газа. 

Предположим, что температура и давление в обоих отделениях сосуда 
до того, как убрали перегородку, были одинаковыми. В таком случае они 
останутся таковыми, если перегородку убрать. Так сумма парциальных 
давлений, будет всюду одинаково и не будет зависеть от времени: 

пкТ + пкТ=Р0 = const . 

Вследствие этого сумма концентраций газов также будет постоянной ве
личиной: 

n( ( ,z ) + n ( U ) = ^ r . 

Произведем поперечное сечение сосуда с газами воображаемой плос
костью 5, уравнение которой х = const (рис. 5.9). Пусть S есть площадь 
этого сечения. Согласно формуле (3.20) число молекул первого газа, пе
ресекающих плоскость S в положительном направлении оси х (т.е. слева 
направо) за время от t до t + dt% равно 

7V+ = i n , (v)Sdt, 
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где п\ - концентрация молекул в этом потоке. Так как эти молекулы 
движутся слева направо, а последнее соударение до того, как пересечь 
плоскость 5, каждая из них испытала где-то в среднем на расстоянии 
А слева от этой плоскости; концентрацию п\ следует положить равной 
значению функции (5.38), которое соответствует координате х — А: 

п\ = n(t, х — А). 

Аналогично число молекул, пересекающих плоскость 5 в направле
нии справа налево за время dt, будет 

ЛГ- = \п2 (v)Sdt, 

где 
п7 = n(t, х + А). 

Рис. 5.9. 
К выводу закона Фика 

г - А 

N4 

х 

S 

п7 

х + А 

В результате число dN молекул, пролетающих через сечение S за 
время dt, равное разности чисел N+ и N- молекул, летящих в противо
положных направлениях, будет 

dN = 7V+ - N. = i ( n l - n 2 ) (v) Sdt. 
6 

Приращение функции приближенно равно произведению производной 
на приращение аргумента. Согласно этому правилу 

П2 — п\ = n(t, х + А) — n(t, х — А) = — — — Дг , 
5 х 

где 
Дх = 2А. 

Используя эти формулы, получим следующее выражение для числа мо
лекул dN, которые пересекают поверхность S за время dt: 

rfW = - I ( v ) A ^ S d « . 

163 



Это выражение можно записать так: 

dN = JxSdt, 

где плотность потока молекул 

(5.39) 

(5.40) 

где коэффициент диффузии 

(5.41) 

Таким образом, пришли к закону Фика. 
Используя выражения (3.44) и (5.8) для средней квадратичной скоро

сти молекулы (v) и длины ее свободного пробега Л, получим: 

т.е. коэффициент диффузии прямо пропорционален корню квадратно
му из абсолютной температуры и обратно пропорционален концентрации 
молекул. 

Так как функция (5.38) есть концентрация молекул газа, который на
ходился слева от перегородки, эта функция будет убывающей (рис. 5.6). 
При этом ее производная будет отрицательной п' < 0. Следовательно, 
по закону Фика (5.40) проекция Jr на ось х вектора J плотности пото
ка молекул будет положительной: Jr > 0. Это означает, что вектор J 
направлен в ту сторону, где концентрация молекул меньше (рис. 5.9). 

Составим теперь уравнение для функции (5.38). С этой целью рассмо
трим молекулы первого газа, находящиеся в слое между параллельными 
плоскостями, которые перпендикулярны к оси х и пересекают ее в точ
ках с координатами х и х + dх (рис. 5.10). В момент времени t в этом 
слое, объем которого равен S </х, находилось число молекул 

Вследствие диффузии молекул их число в слое изменяется со временем 
и в момент времени t + dt станет равным 

D = 
у/кТ 

п 

5.8. Уравнение диффузии 

n(t, x)Sdx. 

n(t + dt,x)Sdx. 
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Изменение числа молекул в слое определяется потоками молекул че
рез плоскости, ограничивающие этот слой. Через плоскость х = const 
слева в слой за время от t до t + dt втекают молекулы, число которых 
равно 

JT(t,x)Sdt. 
За это же время через плоскость, соответствующую значению абсциссы 
х + dx, из слоя вытекает число молекул 

x + dx)Sdt. 

Рис. 5.10. К выводу 
уравнения диффузии 

T(tt х) T(t, х + dx) 

X х + dx х 

Следовательно, число молекул в слое за время dt изменится на величину 

n(t + dt,x)Sdx- n(t, x)Sdx- Jx(t, x)Sdt- Jx(t, x + dx)Sdt. 

Разделим последнее равенство на Sdxdt. Получим: 

n(t +dt, x) - n(t, x) _ _ Jx(t, x + dx) - JT(t, x) 
dt dx 

(5.42) 
ИЛИ 

дп _ djx 

dt ~ dx 
Это равенство выражает собой закон сохранения числа частиц. Его назы
вают уравнением непрерывности, или уравнением неразрывности линий 
тока. Применяя закон Фика (5.40), придем к уравнению диффузии 

dt дх \ дх) ' 

в котором неизвестной величиной является функция n = n(t, х). Если 
D — const, то уравнение диффузии принимает вид 

дп д2п 
3t~ дх* 

(5.43) 
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В общем случае, когда молекулы распределены неравномерно в про
странстве, а их концентрация изменяется с течением времени: 
n = n(i, ?) , плотность потока молекул также будет зависеть от времени 
t и радиус-вектора ?: J = J ((, г ) . Получим уравнение, связывающее 
эти две функции, из уравнения (5.21) 

которое выражает закон сохранения числа молекул. Преобразуем пра
вую часть этого уравнения по теореме Остроградского - Гаусса 

J dS = j divTdV, 
v 

где выражение 
d h r j > = dj9 t dJ9 | dJs 

dx dy dx 

есть дивергенция вектора J . В результате получим равенство 

У У 

Так как интегрирование производится по произвольному объему V', эти 
интегралы могут быть тождественно равны один другому только в том 
случае, когда равны псдинтегральные функции. Таким образом, придем 
к уравнению непрерывности 

(5.44) 

Уравнение непрерывности (5.44) является обобщением уравнения (5.42) 
и так же, как последнее, выражает закон сохранения числа молекул. 

В общем случае закон Фика выражает формула 

J = — D grad n (5.45) 
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В частности из этой формулы вытекает формула (5.40). Подстановка 
выражении (5.45) в уравнение (5.44) приводит к уравнению 

^ — div (D grad п) = 0 . 
at 

Если коэффициент диффузии D не зависит от координат точки простран
ства, то это уравнение можно преобразовать к виду 

Hi ~ 
(5.46) 

где символ А обозначает следующие выражения: 

л л- л & д- б7 „ 2 
A = d | V g r a d = _ + _ + _ = V 

и называется оператором Лапласа (Пьер Лаплас (1749 - 1827) - фран
цузский физик и математик). 

Следует заметить, что закон Фика н уравнение диффузии справед
ливы не только для процесса взаимного проникновения одного газа в 
другой, но также хорошо описывают диффузию частиц в жидкостях и 
твердых телах. 

5.9. Вывод закона Ньютона для силы вязкого трения 
Рассмотрим в качестве примера установившееся течение газа. Пред

положим, что температура и концентрация молекул газа всюду одинако
вы, а сам газ движется так, что вектор скорости направленного движения 
молекул описывается формулой 

где j - единичный вектор, задающий направление оси у. Согласно этой 
формуле, газ движется стационарно вдоль оси у, а модуль скорости за
висит только от координаты z (рис. 5.11): 

и = u(z). (5.47) 

Установим закон взаимодействия горизонтальных слоев газа в рас
сматриваемом случае. Для этого построим воображаемую горизонталь
ную плоскость 5 и найдем силу, с которой слой газа, расположенный 
над этой плоскостью, действует на слой газа под ней. Представим себе, 
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что каждая молекула газа совершает два вида движений: одно - хаоти
ческое тепловое, характеризующееся средней скоростью (v), а другое -
упорядоченное со скоростью й% которая по величине существенно мень
ше, чем (v). Совершая тепловое движение, из нижнего слоя в верхний 
через поверхность S за время dt перемещаются молекулы, число которых 
согласно формуле (3.20) равно 

jn{v)Sdt. 

К&жд&я из этих молекул имеет импульс m щ, который характеризует ее 
направленное движение вдоль оси у. Таким образом, за время dt слой 
газа под плоскостью 5 вместе с этими молекулами теряет импульс 

Pj, = m «i • j п (v) S dt. 

За это время столько же молекул при тепловом движении переместится 
из верхнего слоя в нижний. Каждая из них несет с собой импульс т щ. 
В результате импульс нижнего слоя увеличится на величину 

p9i = mu3^n(v)Sdt. 

Следовательно, за время dt импульс направленного движения нижнего 
слоя получит приращение 

dP* = Рп ~ Р 9 1 = ^n(v)m(u3-m)Sdt. 

У + А 

у - А 

Рис. 5.11. К выводу закона Ньютона для силы вязкого трения 
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Последнее соударение молекула, пересекающая плоскость S, испы
тывает в среднем на расстоянии Л от нее. Поэтому, если положение 
плоскости S определяется значением аппликаты *, то скорости щ и из 
направленного движения молекул следует положить равными значени
ям функции (5.47), которые соответствуют значениям аппликаты z — А и 
z +А: 

tii = u(z — A) f ti2 = u(z + А) . 
При этом получим 

dpy = i n (v) m (u(z + A) - u(z - A)) 5rf< . 

Так как приращение функции приближенно равно ее дифференциалу: 

н(* + А ) - н ( * - А ) = ̂ Ф д * , 
a z 

где 

будем иметь 

По второму закону Ньютона 

Дг = 2А, 

Fv = dt 

найдем, что на нижний слой газа со стороны верхнего слоя действует 
сила 

du „ (5.48) 

где коэффициент вязкости 

(5.49) 

Формула (5.48) представляет описанный ранее закон Ньютона для силы 
вязкого трения. 

Предположим для определенности, что скорость и = u(z) есть возраг 
стающая функция от аппликаты г. В этом случае производная функции 
положительна: 

du 
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а проекция (5.48) силы F\, действующей на нижний слой газа и распреде
ленной по поверхности S, будет положительна (Fy > 0), т.е. вектор силы 
F\ вязкого трения направлен по скорости й (рис. 5.11). Это означает, 
что нижний слой газа, движущийся с меньшей скоростью, чем верхний, 
ускоряется им. В соответствии с третьим законом Ньютона сила F2l 

действующая на верхний слой и также распределенная по поверхности 
5, направлена против скорости н, т.е. нижний слой тормозит верхний. 

Подставив в формулу (5.49) выражения (3.44) и (5.8) для (v) и Л, 
найдем, что 

• и -
ткТ 

в 
т.е. коэффициент вязкости газов прямо пропорционален корню квадрат
ному из абсолютной температуры и не зависит от концентрации молекул. 

5.10. Вывод закона Фурье 
Чтобы получить выражение для вектора плотности потока тепла, рас

смотрим сначала частный случай, когда температура зависит только от 
одной пространственной координаты, например, от х: 

Т = Г(<,х) (5.50) 

Очевидно, что в этом случае вектор q плотности потока тепла будет 
направлен вдоль оси х, т.е. будет иметь только одну отличную от нуля 
проекцию qr. 

х - А 

N. 

Рис. 5.12. 
К выводу закона Фурье 

х + А 

Построим воображаемую плоскость площадью S, которая перпенди
кулярна к оси х и пересекает ее в точке х (рис. 5.12). С двух сторон на 
эту плоскость падают молекулы. За время dt на каждую сторону упадут 
молекулы, число которых 

ЛГ+ = N. = ]-n(v)Sdt. о 
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Так как по разные стороны от плоскости S газ имеет различные значе
ния температуры Т\ и Т2% средние значения энергии одной молекулы в 
потоках, движущихся навстречу друг другу, будут различны: 

€ l = ^kTx и е2=^кТ2. 

Молекулы, движущиеся слева направо, за время dt переносят через 
плоскость 5 энергию 

£i ^n(v)Sdt, 

а молекулы, движущиеся в обратном направлении, - энергию 

e2^n(v)Sdt. 

Поэтому, используя определение плотности потока тепла, можно запи
сать равенство 

1 

или 

qxSdt = -n(v)Sdt(ei-e7), 

1*=jn(v) . L k { T i - T 2 ) . 

Средняя энергия молекулы j к Т определяется температурой той точ
ки пространства, где она испытала последнее соударение. Для однона
правленного потока молекул эти точки находятся от плоскости S в сред
нем на расстоянии, равном длине свободного пробега молекулы Л. По 
этой причине следует положить 

Так как 

где 

Тх = T(t, х - А) и Т2 = Т((, х + А). 

Т2-Тх = Г(* ,х + А ) - Г ( < , х - А ) = д П ^ х ) Ах , 
ох 

Дх = 2 А , 

для плотности потока тепла будем иметь следующее выражение: 

Ят = - к дт 
Эх ' 

(5.51) 
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где коэффициент теплопроводности газа 

(5.52) 

При помощи выражений (3.44) и (5.8) для (v) и Л последнюю формулу 
можно преобразовать к виду 

" 6а V 2г 
Г 

m 

Формулы (5.51) и (5.52) выражают собой закон Фурье. 

5.11. Уравнение теплопроводности 
Интегральное уравнение (5.33) 

±JikT.«—fns. 

выражающее закон сохранения энергии в процессе переноса тепла, мож
но преобразовать при помощи теоремы Остроградского - Гаусса в диф
ференциальное уравнение 

i . ОТ (5.53) 

Как видно из этого уравнения, скорость изменения температуры опре
деляется дивергенцией div q вектора плотности потока тепла. Если она 
равна нулю, то температура со временем не изменяется. Однако тем
пература может изменяться от одной точки пространства к другой. В 
таком случае распределение температуры называется стационарным. 

В общем случае, когда температур распределена в пространстве про
извольным образом, закон Фурье выражает формула 

q = — к grad Т . (5.54) 

Подстановка выражения (5.54) в равенство (5.53) приводит к уравнению 

i * n ^ = d i v ( * g r a d T ) . 
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В том случае, когда можно пренебречь зависимостью коэффициента те
плопроводности от температуры, будем иметь уравнение 

dt 
(5.55) 

где Д - оператор Лапласа. Это уравнение называется уравнением тетихо-
проводностпи. Нетрудно видеть, что это уравнение по форме в точности 
совпадает с уравнением диффузии (5.46). Уравнение теплопроводности 
(5.55) справедливо не только для газов, но и для жидких и твердых тел. 

Уравнения диффузии и теплопроводности суть уравнения в частных 
производных и их решение в общем случае является очень сложной зада
чей. Но стационарные распределения температуры могут быть найдены 
сравнительно просто в тех случаях, когда исследуемая система обладает 
каким-либо типом симметрии. Рассмотрим два примера. 

П р и м е р 1. Пространство между двумя плоскостями заполнено 
веществом, для которого коэффициент теплопроводности к не зависит 
от температуры. Направим ось х перпендикулярно к этим плоскостям, а 
начало отсчета поместим на одной из них. Тогда уравнения плоскостей 
будут иметь вид х = 0 и х = d, где d - расстояние между плоскостями. 
Если возле каждой из этих плоскостей температура вещества каким-то 
образом поддерживается постоянной, то распределение температуры ме
жду плоскостями со временем примет стационарный характер и будет 
описываться функцией Т = Т(х). Из уравнения теплопроводности (5.55) 
вытекает уравнение для этой функции 

Общим решением этого уравнения является функция 

где С\ и С2 - постоянные интегрирования. Эти постоянные найдем из 
граничных условий 

согласно которым в плоскости х = О температура равна Т\, а в плоскости 
х = d ~ Т7. Граничные условия приводят к уравнениям 

Т(х) = Сх + С2 х , 

'ДО) = 7| и T(d) = Т2 . 

С\ + Сг d = Та ; 

173 



разрешив которые относительно С\ и С? найдем частное решение урав
нения теплопроводности 

Закон Фурье (5.51) в этом случае будет выглядеть так: 

Т2-Тг qx = - к . 

П р и м е р 2. Пространство между двумя концентрическими сфера
ми радиусов а и 6 заполнено проводящим тепло однородным веществом. 
Если температура вещества у поверхностей этих сфер поддерживается 
постоянной, то в силу сферической симметрии системы стационарное 
распределение температуры в веществе будет описываться функцией 

Т = Т (г ) , (5.56) 

где г - расстояние от центра сфер до произвольной точки пространства 
между ними. Введем прямоугольную декартову систему координат, на
чало которой поместим в центр сфер. При этом 

Подставив функцию (5.56) в формулу 
(5.54) для закона Фурье, придем к вы
ражению 

dT г 
Я = - к л 

dr г 

(5.57) 

которое описывает сферически симме
тричное векторное поле. Из этой фор
мулы следует, что тепло распространя
ется по веществу от одной сферы к дру
гой вдоль прямых, идущих из начала ко
ординат. 

Вычислим поток Q вектора q через поверхность S сферы радиуса г, 
т.е. количество тепла Q} протекающего через эту сферу за единицу вре
мени: 

Рис. 5.13. К вычислению 
потока вектора q 

Q-j>qn dS% (5.58) 
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где п - единичный вектор внешней нормали к поверхности. Так как 
вектор q совпадает по направлению с вектором п нормали к поверхности 
сферы, подстановка выражения (5.47) в формулу (5.48) дает 

/ dT dS 

На поверхности сферы г = const и поэтому производная функции (5.56) 
также постоянна. При этом будем иметь 

Q=-K^ У rfS=-к~4тгг2. (5.59) 
5 

Когда тепло протекает через вещество стационарно, в силу закона со
хранения энергии через любую замкнутую поверхность, охватывающую 
сферу меньшего радиуса, за единицу времени протекает одно и то же ко
личество тепла. В частности это означает, что поток тепла через любую 
сферу не зависит от ее радиуса: 

Q = const . 

Разрешив равенство (5.59) относительно производной, получим урав
нение для функции (5.56): 

dT _ Q 
dr 4 т к г 2 

В случае, когда коэффициент теплопроводности не зависит от темпе
ратуры, это уравнение имеет решение 

Т(г) = —9— + С , (5.60) 4 х к г 
где С - постоянная интегрирования. Пусть температура внутренней сфе
ры равна Т\щ а внешней - Т2\ 

Т(а) = Г, , Г(6) = Т 2 . 

Функция (5.60) будет удовлетворять этим граничным условиям, если 

Q +С = Ъ, _ ^ _ + С = Т 2 . 
4 тг к а 1 А ж кЬ 

Радиусы сфер, их температуры и поток тепла могут быть измерены. По
этому в этих уравнениях неизвестными следует считать постоянную С и 
коэффициент теплопроводности к. Решив эти уравнения, найдем, что 

т^ = т' + 1^(7-^)- <»•«> 
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где 

к = 
(b-a)Q 

4nab(Ti-T7) 

Из формулы (5.58) следует, что поток тепла положителен, когда векто
ры q и п сонаправлены, т.е. когда тепло распространяется от внутрен
ней сферы к внешней. При этом функция (5.61) является убывающей и 
Тх > Т2 (рис. 5.14). 

Рис. 5.11 
Зависимость Т = Т ( г ) 

температуры от расстояния 
при условии Q > О 

Если же поток тепла отрицателен, то это означает, что вектор q плот
ности потока тепла направлен против вектора п внешней нормали, а 
тепло распространяется от внешней сферы к внутренней. В этом случае 
функция (5.61) является возрастающей и 7\ < Т7 (рис. 5.15). 

Рис. 5.15. 
Зависимость Т = Т(г) 

температуры от расстояния 
при условии Q < О 

5.12. Диффузия во внешнем силовом поле 
Пусть в некоторой неподвижной однородной среде имеются частипы. 

отличающиеся от частиц среды и имеющие возможность перемета! ься в 
пространстве. Из-за столкновений подвижных частице частицами среды 
их движения будут носить диффузионный характер. 

Предположим, что на подвижные частицы действует постоянное си
ловое поле 

Т = F ( r ) , (5.62) 
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которое могло бы заставить подвижные частицы двигаться ускоренно, 
если бы этому не препятствовали столкновения с частицами среды, тор
мозящими их движение. Усредненное воздействие частиц среды на по
движную частицу можно описать посредством силы сопротивления 

Fconp = — ос и , 

где и - средняя скорость направленного движения подвижных частиц, а 
- положительный коэффициент. В результате действия этих сил напра
вленное движение частиц со временем становится стационарным, т.е. не 
зависящим от времени. При этом среднее ускорение частиц будет равно 
нулю, т.е. 

Т + Копр = 0 . 

Из этого равенства следует, что под действием постоянной силы F ча
стица будет двигаться в среде с постоянной скоростью 

й= — T = fiTy (5.63) а 
где величина 

1 
а 

называется подвижностью частицы. 
Направленное движение частиц относительно среды, обусловленное 

действием внешней силы F , называется дрейфом, а скорость й этого 
движения - скоростью дрейфа. Такой характер имеет, например, движе
ние заряженных частиц в проводящей среде под действием электрическо
го поля. Дрейфовому движению частиц соответствует вектор плотности 
потока частиц 

Jдрейф = п н , (5.64) 
где п - концентрация частиц. 

Если подвижные частицы распределены неравномерно в простран
стве, то одновременно с дрейфом под действием внешней силы они будут 
участвовать в направленном диффузионном движении, для которого по 
закону Фика вектор плотности потока частиц равен 

Удиф = - О grad п . (5.65) 

В том случае, когда среда ограничена поверхностями, препятствую
щими движению частиц, их направленное движение со временем пре
кратится и система частиц придет в равновесное состояние. При этом 
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концентрация частиц не будет зависеть от времени: 

п = п (г ) , (5.66) 

а плотность потока частиц будет равна нулю: 

J дрейф + J диф = 0 • (5.67) 

Согласно этому равенству дрейфовое и диффузионное движения как бы 
уничтожают друг друга. В результате распределение частиц в простран
стве остается в среднем неизменным. Нечто подобное происходит с моле
кулами земной атмосферы. Под действием силы тяжести они дрейфуют 
к поверхности Земли, а диффузионное движение отбрасывает их вверх, 
где концентрация молекул меньше. 

Подстановка выражений (5.63), (5.64) и (5.65) в равенство (5.67) при
водит к уравнению 

прТ - D grad п = 0 (5.68) 

для функции (5.66). Рассмотрим случай, когда внешнее силовое поле 
(5.62) является консервативным, т.е. имеет вид 

Т = - grad U , 

где U = U(г) - потенциальная энергия частицы. Для этого случая реше
ние уравнения (5.68) уже известно. В самом деле, равновесное распреде
ление частиц в пространстве, где имеется консервативное силовое поле, 
подчиняется закону Больцмана (3.29) 

п(г) = п0 ехр 

Подстановка этой функции в уравнение (5.68) обращает его в тождество 
при условии, что подвижность /i и коэффициент диффузии связаны со
отношением 

D = iikT. 



Г Л А В А 6 

Р Е А Л Ь Н Ы Е ГАЗЫ 

6.1. Межмолекулярное взаимодействие 
Молекулы состоят из атомов. Каждый атом в свою очередь состоит 

из одного положительно заряженного массивного ядра и нескольких от
рицательно заряженных сравнительно легких электронов. Атом в целом 
нейтрален, так как отрицательный заряд всех его электронов равен по 
величине заряду ядра. Заряд одного электрона равен — е, где е - так на
зываемый элементарный электрический заряд. Если ЧИСЛО электронов 
в атоме равно Z, то заряд ядра будет равен + Z е. Электроны удержи
ваются в пределах атома электрическими силами притяжения к ядру. 
Какие же силы заставляют нейтральные атомы притягиваться друг к 
другу и образовывать молекулы? Оказывается, эти силы также имеют 
электрическую природу, т.е. обусловлены взаимодействием заряженных 
частиц. 

Движение электронов в атоме имеет довольно сложный характер. Од
ни электроны движутся близко к ядру, а другие - сравнительно далеко от 
него. Поэтому одни электроны называются внутренними электронами 
атома, а другие - внешними, или валентными. Для внешних электронов 
кулоновская сила притяжения к ядру 

F =

 z < * 

4we0r2 

принимает меньшие значения, чем для внутренних, т.е. внешние электро
ны слабее связаны с ядром, чем внутренние. Под влиянием каких-либо 
воздействий внешние электроны легко изменяют характер своего движе
ния и даже могут покидать пределы атома. Тогда атом превращается в 
положительно заряженный ион. Характер движения внешних электро
нов существенно изменяется при сближении двух и более атомов. Как 
говорят, происходит перестройка внешних оболочек атомов. Если в ре
зультате этого энергия системы уменьшается, то атомы образуют более 
или менее прочную молекулу. Рассмотрим несколько примеров образо
вания устойчивых связей атомов в молекуле. 

Такие молекулы, как молекулы водорода Я 2 , кислорода 02 и азота 
N2y образованы из двух одинаковых атомов. Связь атомов в этих моле-
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кул ах можно объяснить следующим образом. Ядро каждого атома при
тягивает к себе электроны другого атома. Поэтому внешние электроны 
в молекуле движутся так, что их концентрация в пространстве между 
атомами повышается (рис. 6.1). 

о ° 
Рис. 6.1. Ковалентная связь 

Для того чтобы лучше понять механизм образования связи и оценить 
силу притяжения атомов, рассмотрим упрощенную модель двухатомной 
молекулы. Предположим, что внешние электроны полностью оторвались 
от атомов и сконцентрировались в середине молекулы на расстоянии а 
от образовавшихся ионов (рис. 6.2). Бели заряд одного иона равен 
то суммарный заряд внешних электронов будет равен —2 q. На каждый 
ион действует сила отталкивания 

F - «' 
гот — 4 х £ 0 ( 2 а ) 2 

со стороны другого иона и сила притяжения 

F 2 q 7 

F n p ~ А*е0а* 

к сосредоточенному между ними заряду внешних электронов. При этом 
сила притяжения в восемь раз больше силы отталкивания: 

F*P _ g 
Fom 

В действительности заряд внешних электронов не сконцентрирован в 
точке, а распределен некоторым образом в пространстве. Поэтому си
ла притяжения имеет меньшее значение, но все-таки она больше силы 
отталкивания. Образованная таким образом связь атомов в молекуле 
называется ковалентной. 

! ! ^np j Fom 
6 >--<h — 

+ 7 - 2 $ + ? 

Рис. 6.2. Упрощенная модель ковалентной связи двух атомов 
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Бели молекула состоит из различных атомов, то центр тяжести внеш
них электронов уже не будет находиться посередине между атомами, а 
будет смещен к тому или другому атому. В некоторых случаях все внеш
ние электроны (когда их немного, один или два) одного атома переходят 
к другому атому, который превращается таким образом в отрицательно 
заряженный ион. Так, например, происходит при образовании молекулы 
из атомов натрия Na и хлора С1. Один внешний электрон атома натрия 
переходит к атому хлора (рис. б.З). Между ионами действуют куло-
но вс к не силы притяжения, которые обеспечивают прочность молекулы. 
Такая связь называется ионной. 

Система заряженных частиц, для которых "'центры тяжести" отрица
тельных и положительных зарядов не совпадают, называется электри
ческим диполем. Например, молекула NaCl является электрическим ди
полем. 

Под действием внешнего электрического поля сферически симметрич
ный атом превращается в электрический диполь (поляризуется). Взаим
ная поляризация атомов происходит при их сближении. Атомы, превра
тившиеся в электрические диполи, притягиваются друг к другу (рис. 
6.4). При этом они еще больше поляризуют друг друга. Силы, обусло
вленные взаимной поляризацией атомов или молекул, называются дис
персионными, или силами Ван-дер-Ваальса. Таким образом, при сбли
жении атомов между ними начинают действовать силы притяжения, ко
торые имеют электрическое происхождение и определяются характером 
движения внешних электронов в образовавшейся молекуле. 

При малых расстояниях между атомами преобладают силы отталки
вания, обусловленные кулоновским взаимодействием положительно за
ряженных ядер. 

Какой-либо универсальной формулы, описывающей зависимость си
лы взаимодействия двух атомов от расстояния г между ними, не суще
ствует. Однако для любых атомов эта зависимость имеет общий харак-

Рис. б.З. Молекула NaCl. Ионная связь 

Рис. 6.4- Силы Ван-дер-Ваальса 
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тер: при больших расстояниях (г > г0) атомы притягиваются друг к 
другу, а при малых (г < г0) - отталкиваются (рис. 6.5). Проведем через 
центры двух атомов прямую. Центр одного из атомов выберем за начало 
отсчета расстояния между ними, т.е. будем считать этот атом как бы не
подвижным. Из рис. 6.5 видно, что проекция F на ось г силы F, которая 
действует на подвижный атом, будет 

F(r) > 0 при г < г0 , F(rc) = 0 , F(r) < О при г > гс . 

График зависимости проекции F силы от расстояния г между атомами 
приведен на рис. 6.6. 

г < г о 

ё—& 

г > г 0 

н 
т G < з - -—Ф 

Рис. 6.5. Сила мансмолекулярпого взаимодействия 
На рис. 6.7 приведен график зависимости от расстояния г потенци

альной энергии W = W(r) взаимодействия двух атомов, которая связана 
с проекцией силы соотношением 

аг 

Из этой формулы следует, что 1) при расстояниях г > г 0, когда атомы 
притягиваются и сила F отрицательна, производная функции W — W(r) 
положительна, а сама функция является возрастающей; 2) при рассто
яниях г < гс атомы отталкиваются, сила F положительна, производная 
функции W = W(r) отрицательна и эта функция убывает. При г = г0 по
тенциальная энергия двух атомов принимает наименьшее значение Wmtn. 
Как известно, потенциальная энергия определена с точностью до произ
вольного постоянного слагаемого. Эта постоянная величина будет равна 
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нулю, если принять условие, что при удалении атомов друг от друга 
на бесконечно большое расстояние энергия их взаимодействия должна 
обращаться в ноль: 

lim W(r) = 0. 
г—оо 

При этом условии наименьшее значение Wmin потенциальной энергии 
будет отрицательным: 

(ел) 

Рис. 6.6. График зависимости силы взаимодействия 
двух молекул от расстояния между ними 

О 

-W0 

rQ г г 

Рис. 6.7. График зависимости потенциальной энергии 
взаимодействия двух молекул от расстояния между ними 

Все сказанное в этом разделе о взаимодействии атомов относится с 
небольшими изменениями к взаимодействию молекул. Так же, как и 
атомы, молекулы при малых расстояниях между ними отталкиваются, 
а при не очень больших притягиваются друг к другу. При некотором 
расстоянии d между молекулами сила их взаимодействия равна нулю, а 
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потенциальная энергия принимает наименьшее значение — W0. Для оди
наковых молекул величину d условились называть эффективным диа
метром молекулы. 

Важно отметить, что силы меж молекулярного взаимодействия явля
ются короткодействующими, т.е. проявляют себя только, когда рассто
яние между молекулами принимает значения г < г, где расстояние г 
называется радиусом действия межмолекулярных сил. Это расстояние 
равно всего нескольким диаметрам молекул. При расстояниях г > г 
молекулы практически не взаимодействуют. 

полученное в предположении, что молекулы газа не взаимодействуют 
друг с другом, удовлетворительно описывает состояния реальных газов 
только при достаточно низких значениях концентрации молекул. При 
высоких значениях концентрации взаимодействие молекул оказывает су
щественное влияние на состояния газа. При этом наблюдаются опре
деленные расхождения экспериментально установленных зависимостей 
Р = P{V, Т) с уравнением Р = иRT/V состояния идеального газа. 

Было предложено несколько эмпирических уравнений, пригодных 
для описания состояний реальных газов при высоких значениях концен
трации молекул. Самым простым из этих уравнений и вместе с тем до
статочно точно описывающим состояния реальных газов является урав
нение Ван-дер-Ваалъса (Иоханнес Ван-дер-Ваальс (1837 - 1923) - нидер
ландский физик), которое имеет вид 

где а и 6 - положительные постоянные, принимающие для разных газов 
различные значения. Эти значения для каждого газа подбираются опыт
ным путем так, чтобы согласие уравнения (6.3) с экспериментальными 
данными было наилучшим. 

Уравнение Ван-дер-Ваал ьс а иногда удобно записать так: 

6.2. Уравнение Ван-дер-Ваальса 
Уравнение Клапейрона - Менделеева 

PV = vRT, (6.2) 

Р = 
vRT 

V -vb (6.4) 
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Чем ниже концентрация молекул, тем слабее они взаимодействуют 
и с тем большим основанием газ можно считать идеальным. Концен
трация молекул газа тем меньше, чем больше занимаемый газом объем. 
Таким образом, при расширении газ по своим свойствам приближается 
к идеальному газу. При достаточно больших значениях объема V будут 
справедливы неравенства 

i / 2 a < V 2 и J / 6 < V . 

При этом выражениями и1 а / V2 я и Ь ъ уравнении Ван-дер-Ваалъса мож
но пренебречь. В результате получим уравнение состояния идеального 
газа. 

6.3. Внутренняя энергия реального газа 
Внутренняя энергия реального газа представляет собой функцию от 

температуры и объема, которую можно записать так: 

U = U(T, V) = Uvfc 
ал. газ 

(Т) + С/вз, (6.5) 
где 2 Q 3 - внутренняя энергия идеального газа, т. е. энергия 
газа без учета энергии взаимодействия молекул, l/^з ~ энергия взаимо
действия частиц. Внутренняя энергия идеального газа есть монотонно 
возрастающая функция от температуры, которая равна произведению 
Cv Т, если теплоемкость газа не зависит от его температуры. Отно
сительно энергии U&3 взаимодействия молекул можно сказать, что 1) 
это есть отрицательная величина, так как энергия W(r) взаимодействия 
двух молекул отрицательна при г > d (рис. 6.7), и 2) энергия Цвз обра
щается в ноль при V —> оо, так как при увеличении расстояния между 
молекулами они перестают взаимодействовать. Таким образом, функция 
(6.5) удовлетворяет условию 

Urn U(T, V) = газ(Т). (6.6) 
V —• оо 

Уравнению состояния (6.4) соответствует следующее выражение для вну
тренней энергии реального газа: 

V = Uu<ka*. шоэР)-^, (6.7) 

в котором второе слагаемое есть энергия взаимодействия молекул: 



Г Л А В А 6 * 

Р Е А Л Ь Н Ы Е ГАЗЫ 

(продолжение) 

6.4. Обоснование уравнения Ван-дер-Ваальса 
Выражения u7a/V2 и иЬ в уравнениях (6.3) и (6.4), которыми эти 

уравнения отличаются от уравнения Клапейрона - Менделеева, называ
ются поправками. Первая из них обусловлена взаимным притяжением 
молекул друг к другу. Бе необходимость можно объяснить следующим 
образом. 

Рис. 6.8. К вычислению 
поправки Ван-дер-Ваальса 
на притяжение молекул 

На подлетающую к стенке молекулу со стороны газа действуют дру
гие молекулы, находящиеся от нее на расстояниях, меньших радиуса 
г действия межмолекулярных сил. Эти молекулы притягивают к себе 
рассматриваемую молекулу. Поэтому результирующая F всех этих сил 
будет направлена от стенки в сторону газа (рис. 6.8). Эта сила тормо
зит движение молекулы и как бы смягчает ее удар о стенку. Вследствие 
этого уменьшаются импульс, переданный стенке молекулой, и давление 
газа на стенку. Величина силы F пропорциональна числу молекул в 
полусфере радиуса г и концентрации молекул: 

2 - з 
з " т г 

Число ударов молекул о стенку также пропорционально их концентра
ции. Поэтому из-за притяжения молекул давление газа на стенку должно 
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уменьшиться на величину АР, пропорциональную квадрату концентра
ции: 

N2 _ v2N% 

ИЛИ 

Д Р ~ Л 2 = — = 

i/ 2a 

где а - коэффициент пропорциональности. Величина АР называется 
внутренним давлением. Таким образом, можно записать следующую 
формулу для давления газа на стенку: 

р = р к и н - ! ^ ± 9 (6.9) 

где Ркин - кинетическое давление газа, т.е. давление, обусловленное 
движением молекул. Для идеального газа это давление, как следует из 
уравнения Клапейрона - Менделеева, прямо пропорционально абсолю-
той температуре и обратно пропорционально объему газа. Кинетическое 
давление, создаваемое молекулами реального газа, можно описать фор
мулой 

1/RT 
Ркин= г; , (6.10) 

если в качестве знаменателя этой дроби использовать так называемый 
доступный объем т.е. объем пространства, в котором может дви
гаться одна из молекул с учетом того, что в пространстве присутствуют 
другие молекулы. 

\ 

Рис. 6.9. К вычислению I f \ ^\ 
поправки Ван-дер-Ваалъса ' I • У j J 

на недоступный объем ^ ^ ч ^ ^ ^ ч / ^ Х 

При сближении двух молекул между ними возникают значительные 
силы отталкивания, вследствие действия которых расстояние между мо
лекулами практически не может быть меньше эффективного диаметра 
молекулы (рис. 6.9). Если представить себе молекулы в виде гладких 
шариков диаметра с/, то можно сказать, что каждая молекула не допуска
ет другие молекулы в занимаемый ею объем. Так, для одной из молекул 
присутствие в объеме V другой молекулы делает недоступным объем 
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пространства | x d 3 . На каждую из двух молекул приходится недоступ
ный объем | x d 3 . Присутствие N молекул ограничивает движение одной 
молекулы так, что она может двигаться только в объеме 

Vdocm =V-VHedocm , (6.11) 

где недоступный для молекулы объем VHe#ocm пропорционален числу 
молекул N или числу молей v в данной массе газа: 

Унсдост = * ' |*<*3. 

или 
УнСдост = ^ , (6.12) 

где b = NA • |x(f 3 . Величина ub называется поправкой на собственный 
объем молекулы. Совокупность формул (6.9) - (6.12) приводит к уравне
нию Ван-дер-Ваальса (6.4). 

6.5- Вывод выражения 
для внутренней энергии реального газа 

Внутренняя энергия газа U есть среднее значение его полной энергии 
Е в системе отсчета, относительно которой газ в целом покоится: 

U = Ё. (6.13) 

Энергию реального газа можно представить в виде суммы 

В = Еидеал. * а э + 4 £ £ , (6.14) 

где 

Еидеол. яаз = £ Ш Vi + € i ) <615) 

- сумма энергий отдельных молекул без учета энергий их взаимодей
ствия друг с другом, т.е. энергия идеального газа. Здесь Vi и е,- - ско
рость и внутренняя энергия молекулы под номером t. Двойная сумма в 
формуле (6.14) есть энергия взаимодействия всех молекул газа. В этой 
сумме Wik - энергия взаимодействия молекул с номерами t и к. 

Среднее значение выражения (6.14), т.е. внутренняя энергия газа 
представляет собой функцию от температуры и объема, которую мож
но записать так: 

U = U(T, V) = Uvfr^ aa9(T) + Ue3, (6.16) 
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где _ 
Uидеал, газ = ^ идеал, газ 

есть среднее значение энергии (6.15), т.е. внутренняя энергия идеального 
газа, 

и*з = ^ Е Е w* <бЛ7) 
- среднее значение энергии взаимодействия частиц. Внутренняя энергия 
идеального газа равна произведению Су Т, если теплоемкость газа не 
зависит от его температуры. Энергия Цвз взаимодействия есть отрица
тельная функция, удовлетворяющая условию (6.6). 

Средняя энергия 1/ез взаимодействия молекул равна по величине par 
боте, которую надо совершить против сил притяжения молекул для то
го, чтобы удалить их друг от друга на бесконечно большое расстояние. 
Давление ДР, обусловленное притяжением молекул, определяется фор
мулой (6.8), а работа против сил притяжения выражается интегралом 

оо 

J APdV. 
V 

Поэтому средняя энергия взаимодействия молекул газа будет 

V 

Итак, для внутренней энергии (6.13) реального газа будем иметь следу
ющее выражение: 

U = Vидеал. «иСП - • (6.19) 

Это выражение можно получить более строго с математической точки 
зрения при помощи термодинамического равенства (1.49) 

(w)T
 = T(df)v~p-

Подстановка в правую часть этого равенства функции (6.4) дает 

Интегрирование этого выражения по V с учетом условия (6.6) приводит 
к функции (6.19). 
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в.6. Изотермы газа Ван-дер-Ваальса 
Исследуем изотермический процесс, протекающий в газе, состояния 

которого описываются уравнением Ван-дер-Ваальса (6.4). Положим для 
простоты в этом уравнении и = 1, т.е. будем рассматривать один моль 
газа. В этом случае уравнение (6.4) принимает вид 

Р = — ^ . (6.20) 

При Т = const это равенство дает зависимость 

Р = P(V) , (6.21) 

которая описывает изотермический процесс. Нетрудно видеть, что эта 
функция обладает свойствами 

hmP(V) = oo, (6.22) 

lim P(V)=0, (6.23) 
V—оо 

т.е. график функции (6.21) имеет две асимптоты: V = 6 и Р = 0. Соглас
но свойству (6.22) давление в одном моле газа при его сжатии до объема 
6 возрастает до бесконечности. Из этого следует, что объем моля газа не 
может быть меньше 6: 

V > Ь . (6.24) 
Для построения графика функции (6.21) ее следует исследовать на 

убывание, возрастание и экстремум, т.е. необходимо определить интер
валы значений объема V, где она убывает или возрастает, и точки, в 
которых функция достигает экстремальных значений. С этой целью, ис
пользуя выражение (6.20), найдем производную функции (6.21): 

dP _ RT , 2а 
ж " (V — Ь)7 + V* • [ * г ь ) 

Необходимое условие экстремума функции 

dP п 

dV=° 
приводит к уравнению 

RТ V3 - 2 а (V - б ) 2 = 0 . (6.26) 

Это уравнение содержит в себе в качестве параметра температуру Т. 
Поэтому его решение будет видоизменяться в зависимости от того, какое 
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значение принимает температура газа. Можно показать, что при доста
точно высоких температурах, когда Т > Т*р, уравнение (6.25) не имеет 
корней в области V > 6. Значение ТКр называют критической темпе
ратурой. В таком случае производная (6.25) всюду в области V > b 
отрицательна. Поэтому в соответствии с условиями (6.22) и (6.23) функ
ция (6.21) в этой области будет монотонно убывающей, т.е. давление газа 
будет монотонно убывать от оо до 0 при увеличении объема от 6 до оо 
(рис. 6.10), если Т>Ткр. 

О Ъ V\ Vtcp v2 V 

Рис. 6.10. Изотермы газа Ван-дер-Ваальса 

При температуре Т < Ткр уравпение (6.26) имеет два корня Ц и l ^ , 
которые удовлетворяют неравенству (6.24). При этих значениях объема 
производная (6.25) обращается в ноль, а функция (6.21) имеет минимум 
при V = V\ и максимум при V = V2 (рис. 6.10). В интервале (V\9 V2) 
производная функции Р = P(V) положительна: 

^ > 0 при Ve(Vl%V2). (6.27) 

Это условие означает, что при расширении газа его давление увеличива
ется, а при сжатии оно уменьшается. Газ, обладающий таким свойством, 
не может существовать в однородном состоянии. Концентрация моле
кул газа вследствие их хаотического теплового движения флуктуирует, 
т.е. в небольших объемах она случайным образом изменяется с течением 
времени. Если в каком-то месте газа произошло его случайное сжатие, 
то при условии (6.27) давление газа здесь уменьшиться. Тогда давле
ние окружающего газа будет сжимать газ в этом месте еще больше и 
его концентрация будет увеличиваться. Если же где-то концентрация 
газа случайным образом уменьшилась, т.е. произошло расширение газа, 
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то возникшее повышенное давление будет способствовать дальнейшему 
расширению газа в этой области. Таким образом, в первоначально од
нородном газе возникнут области с повышенной и пониженной концен
трацией молекул, т.е. молекулы газа будут распределены неравномерно 
в пространстве. Другими словами, произойдет расслоение (распад) про
странственно однородного вещества на две фазы: газообразную и конден
сированную. По этой причине неравенство (6.27) называется условием 
абсолютной неустойчивости однородного состояния реального газа. 

Когда температура газа принимает критическое значение ТКр% урав
нение (6.26) имеет только один корень, который обозначают как VKp. При 
этом значении объема производная (6.25) обращается в ноль, а соответ
ствующая точка на графике является точкой перегиба (рис. 6.10), т.е. в 
этой точке вторая производная функции Р = P(V) также равпа нулю: 

Это условие приводит к уравнению 

RTVA-3a(V — b)3 = 0y (6.28) 

которое вместе с уравнением (6.26) образует систему ДЛЯ критических 
значений температуры и объема. Решив эту систему, найдем, что 

T " = w k b и У " = З Ь 

Этим значениям температуры и объема соответствует по формуле (6.20) 
критическое значение давления 

Р«Р = 2762 • 

Состояние вещества при критических значениях температуры Ткр и да
вления РКр также называется критическим. 

6.7. Процесс Джоуля - Томсона 
Исследуем процесс протекания газа по теплоизолированной трубке, в 

которой имеется пористая перегородка. Присутствие перегородки созда
ет перепад давления. Перед перегородкой давление газа Р\ будет больше 
давления Р2 за ней (рис. 6.11). Такой процесс называется дросселирова
нием газа, или процессом Джоуля - Томсона. 
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Выделим перед перегородкой мысленно часть газа между сечениями 
Si и 5 2 , расстояние между которыми равно 1\. Спустя некоторое время 
At эта часть газа, просочившись через перегородку, займет объем между 
сечениями S\ и S£, находящимися друг от друга на расстоянии 12. Так 
как стенки трубки теплоизолированы, движение газа происходит без те
плообмена с окружающей средой и в выделенном объеме газа протекает 
адиабатический процесс. В таком случае первое начало термодинамики 
следует записать так: 

Д<? = 0, или AU + A = 0. (6.29) 

Р*,Т2 

- I 
1*2 "1" 

II П 
II мм 

Si S2 Si 
-и 

Рис. 6.11. Процесс Джоуля - Томсона 

Сечение S\ за время Д( переместится на расстояние 1\. В этом сече
нии сила давления F\y которую производит рассматриваемая часть газа, 
равна Р\ 5 , где 5 - площадь поперечного сечения трубки, и направлена 
в сторону, противоположную движению газа. Сечение S2 за это время 
переместится на расстояние l2 + d ~ 12, где d - толщина перегородки. В 
этом сечении сила давления F2 газа равна Р2 S и направлена в сторону 
его движения. Поэтому работа, совершенная газом за время At при его 
протекании через пористую перегородку, будет 

А = - Fx 11 + F2 /2 = - Р\ S /i + Р2 S /2 . 

Обозначим объемы выделенной части газа до и после протекания через 
перегородку соответственно 

V i = S / i и V2 = 5 / 2 . 

С учетом этих обозначений будем иметь 

A = -PxVx + P2V2. (6.30) 

Если значения внутренней энергии рассматриваемой части газа до и 
после его протекания через перегородку равны U\ и U2, то приращение 

193 



внутренней энергии за время At будет 

AU = U2 - Ui . (6.31) 

Подстановка выражений (6.30) и (6.31) в равенство (6.29) приводит к 
уравнению 

Ux + Рх Vx = U2 + Р2 V2 . (6.32) 
Пусть рассматриваемая часть газа содержит один моль вещества 

(*/ = 1). Предполагая, что состояния газа описываются уравнением Ван-
дер-Ваал ьса, запишем выражения для его внутренней энергии Ь\ и да
вления Рх: 

V . - Q r T . - i . Р, = ^ - ^ . (6.33) 

где CV - молярная теплоемкость газа при постоянном объеме, Ti - тем
пература газа до его протекания через перегородку. Так как за перего
родкой давление газа падает, здесь можно пренебречь взаимодействием 
молекул и записать для внутренней энергии и давления формулы, спра
ведливые для идеального газа: 

U2 = CvT2, ^2 = 4 ^ ' (б- 3 5 ) 

где Т2 - температура газа после дросселирования. Используя формулы 
(6.33) и (6.34), преобразуем уравнение (6.32) к виду 

Л Т 1 + 4££-£ = ( ( Д , + Я ) П . 

Из этого уравнения получим формулу 

где Ср = Су + Я. Как видно из этой формулы, значения температуры 
газа Т\ и Т2 до и после его протекания через перегородку, вообще го
воря, не совпадают. Изменение температуры газа при дросселировании 
называется эффектом Джоуля - Томсона. 

Преобразуем формулу (6.35) к виду 

АТ = Т2-Тх= (Тх - Тине), (6.36) 

где 
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есть так называемая температура инверсии. Из формулы (6.36) видно, 
что в том случае, когда начальная температура газа 7\ меньше темпе
ратуры инверсии Тинву газ в процессе Джоуля - Томсона охлаждается, 
т.е. 

Т7 < Тх при 7\ < Тине • 

Если же начальная температура Т\ выше температуры инверсии, то газ 
при дросселировании нагревается: 

Т2 > 7\ при Т\ > Тино . 

Эффект Джоуля - Томсона обусловлен взаимодействием молекул газа. 
В самом деле, для идеального газа параметры а и 6 равны нулю и фор
мула (6.35) даетГ 2 = ТХ. 

Для большинства газов, например для кислорода и азота, температу
ра инверсии значительно выше комнатной. Поэтому эти газы при дроссе
лировании охлаждаются. Для таких газов, как водород и гелий, темпе
ратура инверсии значительно ниже комнатной. Поэтому они в процессе 
Джоуля - Томсона нагреваются. 

В технике низких температур процесс Джоуля - Томсона и адиаба
тическое расширение газов используются для понижения температуры и 
сжижения газов. 



Г Л А В А 7 * 

АГРЕГАТНЫЕ СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА. 
РАВНОВЕСИЕ ФАЗ И ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ 

7.1. Фазы вещества 
Существуют три различных по своим свойствам состояния вещества: 

газообразное, жидкое и твердое. Эти состояния называют агрегатными 
состояниями вещества, или его фазами. Отличительными особенностя
ми вещества в газообразном состоянии являются его текучесть и сжимае
мость. Жидкости также обладают свойством текучести, но практически 
несжимаемы. Их плотности очень слабо зависят от давления и темпе
ратуры. Это означает, что в жидкости молекулы расположены "почти 
вплотную" друг к другу, но достаточно подвижны. 

Вещество в твердом состоянии приобретает свойство сохранять свою 
форму и размеры. На этом основании можно считать, что в твердых 
телах атомы и молекулы малоподвижны и достаточно жестко связаны 
между собой силами межмолекулярного взаимодействия. Атомы в твер
дых телах, как правило, располагаются в определенном порядке, образуя 
так называемую кристаллическую решетку. В зависимости от порядка 
расположения атомов различают несколько типов кристаллических ре
шеток. Возможны различные по своим свойствам виды твердого состо
яния (фазы) одного и того же вещества, отличающиеся одно от другого 
типами кристаллических решеток. Так, например, алмаз и графит есть 
две различные кристаллические модификации углерода С. Твердое со
стояние вещества, в котором атомы располагаются хаотично, называется 
аморфным. 

В жидкостях молекулы располагаются так близко друг к другу, что 
среднее расстояние между ними можно считать равным диаметру мо
лекулы. Такое расположение молекул сильно стесняет их движения. 
Поэтому движение отдельной молекулы в жидкости представляет со
бой чередование двух видов движения: сравнительно продолжительного 
"топтания" на одном месте в тесном окружении других молекул и бы
стрых прыжков с одного места на другое. 
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Движения атомов в твердом теле обычно имеют характер колебаний 
около положений равновесия, которые определяются взаимодействием 
атомов и называются узлами кристаллической решетки. Многие свой
ства жидкостей и твердых тел очень похожи. Так, например, тепло
емкость вещества при плавлении почти не меняется. Сходство свойств 
вещества в жидком и твердом состояниях обусловлено тем, что 1) зна
чения средних расстояний между соседними молекулами в жидкости и 
твердом теле почти равны, 2) соседние молекулы расположены относи
тельно друг друга сходным образом и 3) характер теплового движения 
молекул одинаков. 

Упорядоченное расположение атомов в кристаллах является причи
ной их анизотропии, т.е. зависимости свойств кристаллов (механических, 
электрических, оптических) от направления в пространстве. Газы, жид
кости и аморфные твердые тела изотропны: их свойства не зависят от 
направления. 

Необходимость существования веществ при определенных условиях 
в конденсированном состоянии (жидком или твердом) можно объяснить 
следующим образом. Средняя кинетическая энергия ЕПост поступатель
ного движения молекул зависит от температуры Т: 

Enocm=\kTN , (7.1) 

а средняя потенциальная энерсия ивз их взаимодействия зависит от сред
него расстояния г между ними, которое в свою очередь зависит от кон
центрации молекул: 

1 
г 

у*' 
Как было показано в предыдущей главе, энергия взаимодействия мо
лекул и^3 = £/аэ(г) при 7 > d принимает отрицательные значения и 
стремится к нулю, если г —• оо. Когда температура вещества достаточ
но низка, а концентрация молекул достаточно велика, так что среднее 
расстояние между молекулами мало (d < г < г), кинетическая энергия 
Епост молекул будет меньше, чем абсолютное значение | Us3 | потен
циальной энергии их взаимодействия. При этом сумма кинетической и 
потенциальной энергий молекул, т.е. их полная механическая энергия 
будет отрицательна: 

Ёпост + ивз < 0 . (7.2) 
Как известно из механики, при этом условии частицы совершают финит
ные движения, т.е. движутся в ограниченной области пространства. Ча
стицы не могут удалиться друг от друга на большие расстояния, так как 
тогда потенциальная энергия их взаимодействия обратилась бы в ноль и 
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полная механическая энергия стала бы равна сумме кинетических энер
гий, т.е. приняла бы положительное значение. Но для системы, которая 
предоставлена сама себе, это невозможно, поскольку ее полная энергия 
сохраняется и должна оставаться отрицательной. В таком случае си
стема частиц отличается их стремлением образовывать компактные ско
пления, т.е. стремлением перейти или оставаться в конденсированном со
стоянии. Итак, система частиц, полная энергия которой отрицательна, 
должна находиться в конденсированном состоянии: жидком или твер
дом. Система частиц с отрицательной полной энергией может изменить; 
свое агрегатное состояние только, когда под влиянием каких-либо внеш
них воздействий ее энергия увеличится и станет положительной. , 

Частицы в системе с положительной полной энергией совершают ин-i 
финитное движение, т.е. отличаются стремлением удалиться друг от 
друга, если отсутствуют преграды, препятствующие такому движению.; 
Другими словами, такая система частиц находится в газообразном со
стоянии, так как именно газ стремится расшириться, если он не заклю
чен в сосуд с непроницаемыми для его молекул стенками. Энергия газа 
положительна по той причине, что кинетическая энергия молекул пре
вышает абсолютное значение потенциальной энергии их взаимодействия. 
Это возможно при достаточно высоких температурах и низких значениях 
концентрации молекул. 

Неравенство (7.2) может выполняться только при достаточно низких 
температурах Т, которые не превышают некоторое критическое значение 
Ткр. При температурах ниже критической (Т < Ткр)ч повышая давление 
газа и тем самым увеличивая концентрацию молекул, можно сделать их 
энергию отрицательной и перевести вещество в конденсированное состо
яние. При температурах выше критической (Т > Ткр), вещество может 
существовать только в газообразном состоянии, так как при этом кинети
ческая энергия поступательного движения молекул так велика, что даже 
когда потенциальная энергия их взаимодействия принимает наименьшее 
значение, полная механическая энергия молекул остается положитель
ной. 

7.2. Равновесие между фазами 
Вещество находится в том или ином агрегатном состоянии в зави

симости от значений его температуры и давления. При определенных 
условиях разные фазы одного и того же вещества могут сосуществовать 
сколь угодно долго, соприкасаясь друг с другом, или переходить одна 
в другую. Совместное существование разных фаз вещества называется 
равновесием фаз, а переход вещества из одного агрегатного состояния в 
другое - фазовым переходом. К фазовым переходам относятся испаре-
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if не жидкости и конденсация (сжижение) газа, плавление твердого тела 
и кристаллизация (отвердевание) жидкости, сублимация (возгонка), т.е. 
переход твердого тела в газообразное состояние и др. 

Система, которая состоит из двух пространственно разделенных, но 
соприкасающихся друг с другом фаз одного и того же вещества, на
зывается двухфазной. Например, такой системой являются твердое те
ло и омывающая его жидкость, образовавшая
ся при плавлении некоторой части этого тела, 
или жидкость и газ, состоящий из таких же мо
лекул, что и жидкость. Двухфазная система 
условно изображена на рис. 7.1. В цилиндре 
под поршнем содержится вещество, находящее
ся одновременно в различных агрегатных состо
яниях, которые отмечены цифрами J и 2. Для 
определенности можно считать, что это - газ и Рис- 7. J. 
его жидкость. Двухфазная система 

Возникает вопрос, при каких условиях возможно равновесное состоя
ние двухфазной системы, т.е. такое состояние, в котором различные фа
зы одного вещества могут сосуществовать сколь угодно долго. Условия 
сосуществования фаз можно получить следующим образом. Во-первых, 
температура равновесной двухфазной системы, как и любой другой рав
новесной системы, должна быть всюду одинаковой в силу нулевого зако
на термодинамики Во-вторых, согласно третьему закону Ньютона силы 
взаимодействия фаз на границе раздела равны по величине. Из этого 
следует, что давления по разные стороны от границы раздела должны 
быть одинаковы. 

Двухфазная система может находиться в равновесном состоянии толь
ко в определенном интервале температур. Причем каждому значению 
температуры из этого интервала соответствует только одно определен
ное значение давления 

Р = Р(Т). (7.3) 

при котором возможно равновесие фаз. Эта зависимость изображается 
на плоскости переменных Р и Т кривой, называемой кривой фазового 
равновесия, или кривой сосуществования фаз (рис. 7.2). Таких кривых -
несколько. Например, кривая плавления соответствует равновесию жид
кости и твердого тела, кривая испарения описывает фазовое равновесие 
между газом и жидкостью, а кривая сублимации - между газом и твер
дым телом, состоящим из таких же молекул, что и газ. Точки на кривой 
фазового равновесия соответствуют таким значениям температуры и да
вления, при которых возможно совместное существование двух фаз в 
равновесных состояниях. Точки вне кривой фазового равновесия отме-
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фаза 2 

чают значения температуры Т и давления Р% для которых равновесное 
сосуществование фаз невозможно. 

Газ, соприкасающийся с конденси
рованной фазой того же вещества, на
зывается парам. Если пар находится в 
равновесии с конденсированной фазой, 
то он называется насыщенным паром. 
В частности, функция (7.3) может пред
ставлять зависимость давления насы
щенного пара от температуры. В этом 
случае на рис. 7.2 фаза 1 будет газом, 
а фаза 2 - жидкостью, так как газовой 
фазе при одном и том же давлении со
ответствует более высокая температу
ра, чем жидкой. 

фаза 1 

О Т 
Рис. 7.2. 

Кривая сосуществования фаз 

7.3. Изотермы реального газа 
Рассмотрим процесс изотермического сжатия некоторого реального 

газа. Чтобы исследовать поведение какого-либо газа при сжатии, его сле
дует поместить в сосуд, объем которого достаточно просто регулировать. 

Установка для снятия изотерм схематич
но изображена на рис. 7.3. Газ заклю
чен в цилиндр с подвижным поршнем, пе
редвигая который можно изменять объем 
вещества. Цилиндр помещен в термостат, 
который позволяет поддерживать темпе
ратуру исследуемого вещества постоян
ной. 

Как показывают измерения, экспери
ментальные изотермы совпадают с изо
термами Ван-дер-Ваальса при температу
рах выше критической и не совпадают с 
ними в некоторых деталях, когда темпе
ратура ниже критической. Типичная экс

периментальная изотерма реального газа, соответствующая значению 
температуры ниже критической: Т < ТКр, изображена на рис. 7.4. Вид 
этой кривой свидетельствует, что при сжатии газа его давлепие постепен
но повышается. Когда давление газа достигает некоторого значения РНп 
и объем газа V = V*, при дальнейшем уменьшении объема давление пе
рестает повышаться, а в объеме газа появляются мельчайшие капельки 

Т = const 

Рис. 7.5. Схема установки 
для снятия изотермы 

реального газа 
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жидкости, которые, постепенно осаждаясь, образуют на дне сосуда слой 
жидкости, т.е. происходит разделение вещества на две фазы: газообраз
ную и жидкую. При уменьшении объема V вещества объем, занимаемый 
газом, уменьшается, а объем жидкости увеличивается до тех пор, пока 
все пространство внутри цилиндра не будет заполнено жидкостью. Соот
ветствующее этому состоянию вещества значение объема обозначим Уж-
При сжатии жидкости давление в ней резко возрастает. 

Рис. Ц. 
Изотерма 

реального газа нп 

О '*с V 

Давление Рип газа, находящегося в равновесии с жидкостью, назы
вается давлением насыщенного пара. Каждому значению температуры 
Т < Ткр соответствует свое значение Рнп давления насыщенного пара. 

На рис. 7.4 точка L изображает состояние жидкости, которая зани
мает объем Уж при давлении Р м п , а точка G - состояние газа в объме Ve 

при том же давлении. Точки отрезка прямой LG соответствуют двухфаз
ным состояниям вещества, когда в пространстве имеются газ и жидкость 
в виде мелких капель и слоя на дне сосуда. Эти состояния являются 
устойчивыми. Тогда как однородные состояния вещества (газообразное 
или жидкое), соответствующие точкам отрезка LG, являются неустой
чивыми и со временем распадаются, т.е. присходит пространственное 
разделение фаз. 

При повышении температуры отрезок прямой LG изотермы реального 
газа укорачивается, объем V? вещества в газообразном состоянии умень
шается, а объем Уж того же количества вещества в жидком состоянии 
увеличивается, т.е. плотность днп насыщенного пара увеличивается, а 
плотность дж: жидкости уменьшается с повышением температуры. Кри
вые, изображающие температурные зависимости плотностей насыщенно
го пара и жидкости, приведены на рис. 7.5. При Т = Ткр эти кривые 
сходятся в одной точке, т.е. при критической температуре плотности 
насыщенного пара и жидкости совпадают. Когда температура вещества 
выше критического значения, оно может существовать только в газообра
зом состоянии. 
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Изотерма реального газа, соответствующая критической температу
ре, не имеет горизонтального участка. Отрезок LG на этой изотерме 
вырождается в точку, которая называется критической и является точ
кой перегиба кривой. В этой точке производная от давления по объему 

равна нулю: 
е(Т)\ еж(Т) (Я- при Т = Т, кр 

Это условие означает, что в кри
тическом состоянии давление вещества 
не зависит от занимаемого им объема. 
Вследствие этого концентрация моле
кул испытывает значительные флук
туации, т.е. в небольших объемах чи
сло молекул случайным образом за
метно изменяется с течением времени. 
Это происходит потому, что при сжа
тии или расширении какой-либо части 
вещества его давление остается посто

янным и не возникают силы, препятствующие изменению концентрации 
молекул. В критическом состоянии исчезает различие между газом и 
жидкостью. Вещество как бы выбирает себе агрегатное состояние и в не
больших объемах становится попеременно то газом, то жидкостью. При 
небольшом увеличении температуры все вещество переходит в газообраз
ное состояние, а при ее понижении оно частично или полностью превра
щается в жидкость. 

Рис. 7.5. 
Температурные зависимости 

плотностей жидкости 
и насыщенного пара 

нп 

О Уж Vx V2 V? V 

Рис. 7.6. Изотермы реального газа и газа Ван-дер-Ваальса 
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Сравним экспериментальную изотерму реального газа с изотермой 
Ван-дер-Ваал ьса. Последняя изображена на рис. 7.6 тонкой линией. Из 
этого рисунка видно, что уравнение Ван-дер-Ваал ьса удовлетворительно 
описывает изотермический процесс, протекающий в реальном газе, толь
ко до тех пор, пока часть газа не перейдет в жидкое состояние, т.е. только 
для значений объема V > V?. Это уравнение также неплохо описывает 
жидкое состояние при V < Vote- Однако двухфазное состояние вещества, 
т.е. одновременное существование вещества в жидком и газообразном со
стояниях, разделенных некоторой поверхностью, не поддается описанию 
посредством уравнения Ван-дер-Ваал ьса. Причиной этого является тот 
факт, что однородные состояния газа Ван-дер-Ваал ьса, изображаемые 
точками на участке VG1 теоретической изотермы, являются абсолют
но неустойчивыми. Это означает, что газ в таком состоянии не может 
существовать продолжительное время, а быстро распадается на две про
странственно разделенные фазы: жидкую и газообразную. 

Вещество, находящееся в одном из пространственно однородных со
стояний, которые изображаются точками на участке G'G изотермы Ван-
дер-Ваал ьса, называется пересыщенным паром, а вещество в состоянии, 
изображаемом точкой на участке LL\ - перегретой жидкостью. Для 
этих состояний условие (6.27) абсолютной неустойчивости не выполня
ется. Поэтому эти состояния называются метастабильными, т.е. почти 
стабильными. Они не вполне устойчивы. Рассмотрим, как начинается 
процесс образования повой фазы в первоначально пространственно одно
родном веществе (пересыщенном паре или перегретой жидкости). Обра
зование жидкой фазы в однородном газе начинается с возникновения 
в пространстве или на стенках сосуда мельчайших капелек жидкости. 
Аналогично образование газовой фазы в перегретой жидкости начинает
ся с возникновения в ее объеме или на стенках сосуда маленьких пузырь
ков газа. Эти малые по размерам частицы новой фазы называются заро
дышами. Самопроизвольное образование зародышей в однородной среде 
есть очень маловероятное событие. Так, для возникновения капельки 
жидкости необходимо, чтобы большое число молекул газа одновременно 
сблизились до расстояний, меньших радиуса действия межмолекуляр
ных сил. А для возникновения пузырька газа в жидкости необходимо, 
чтобы некоторый, пусть не очень большой (физически бесконечно ма
лый), объем одновременно покинули почти все молекулы жидкости. Но 
это совершенно невероятно. В действительности возникновение зароды
шей жидкой фазы происходит не самопроизвольно, а благодаря присут
ствию в газе инородных частиц, которые улавливают подлетающие к ним 
молекулы газа и таким образом способствуют образованию капелек. Та
кие частицы называют центрами конденсации. Ими могут служить пы-
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линки, капельки жидкости и заряженные частицы (ионы). Если из газа 
удалить все возможные центры конденсации, то такой очищенный газ 
может сколь угодно долго находиться в метастабильном состоянии при 
давлении Р, превышающем давление РНп насыщенного пара при данной 
температуре. Но достаточно появиться в газе хотя бы одному центру 
конденсации, как на нем возникнет капелька - зародыш жидкой фазы, 
которая начнет быстро расти за счет прилипающих к ней молекул газа, 
и вещество перейдет в двухфазное состояние. 

Возникновению зародышей газовой фазы в первоначально однород
ной жидкости также способствует присутствие в ней инородных частиц, 
мельчайших пузырьков растворенных в ней газов и, в особенности, пу
зырьков газа в микроскопических полостях стенок сосуда, содержаще
го исследуемую жидкость. Возникающие возле этих неоднородноетей 
зародыши газовой фазы (т.е. пузырьки пара) начинают быстро расти 
вследствие того, что они заполняются молекулами, огрывающимися от 
поверхности окружающей их жидкости, и повышенное давление увели
чивает их размеры. Процесс бурного роста пузырьков пара называется 
кипением жидкости. Если в жидкости отсутствуют центры, возле кото
рых могут образоваться зародыши газовой фазы, то, нагревая жидкость, 
ее можно перевести в метастабильное состояние, когда ее давление Р 
меньше давления Рнп насыщенного пара при данной температуре, т.е. 
сделать жидкость перегретой. 

Когда через перегретую жидкость пролетает с большой скоростью за
ряженная частица, она ионизирует встречающиеся на ее пути молекулы 
жидкости. Возникающие при этом ионы служат центрами, вокруг ко
торых зарождаются пузырьки насыщенного пара. Таким образом, при 
движении в перегретой жидкости заряжеппая частица оставляет замет
ный след в виде мпожества мелких пузырьков пара. Этот след хорошо 
виден и может быть сфотографирован. Прибор, в котором этот прин
цип применяется для исследования траекторий движения заряженных 
частиц, называется пузырьковой камерой. В качестве рабочей жидкости 
в таких камерах обычно используют жидкий водород. 

По аналогичному принципу работает камера Вильсона. Заряженная 
частица, двигаясь с большой скоростью в переохлажденном паре, иони
зирует его молекулы. Образующиеся ионы являются центрами конден
сации, вокруг которых зарождаются капельки жидкости. Множество 
мелких капелек, которые оставляет за собой движущаяся заряженная 
частица, позволяет увидеть и сфотографировать ее траекторию. Вместе 
с пузырьковой камерой камера Вильсона является важнейшим инстру
ментом для исследования элементарных частиц. 
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7.4. Динамическое равновесие 
между паром и жидкостью 

Силы притяжения, действующие между молекулами, очень быстро 
убывают с расстоянием. Если расстояние между молекулами превышает 
значение г радиуса действия межмолекулярных сил, то такие молекулы 
практически не взаимодействуют. Каждая молекула взаимодействует 
только с молекулами, находящимися внутри сферы радиуса г, центр ко
торой совпадает с центром рассматриваемой молекулы. Так как молеку
лы в жидкости располагаются очень близко друг к другу, внутри сферы 
радиуса г, который равен по порядку величины нескольким диаметрам 
молекулы, может находиться по меньшей мере несколько молекул. 
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Рис. 7.7. Сила, действующая на молекулу 
жидкости со стороны окружающих ее молекул 

Если молекула находится от поверхности жидкости на расстоянии, 
большем г, то окружающие ч?е молекулы будут располагаться в среднем 
равномерно но объему сферы радиуса г (рис. 7.7). Поэтому средняя си
ла, с которой на рассматриваемую молекулу действуют окружающие ее 
молекулы жидкости, будет равна нулю. Если же молекула находится в 
приповерхностном слое жидкости толщиной г, то часть сферы действия 
межмолекулярных сил, выступающая за пределы жидкости, будет сво-
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бодна от молекул (рис. 7.7). Вследствие этого на каждую молекулу у 
поверхности жидкости со стороны других молекул будет действовать си
ла, направленная внутрь жидкости перпендикулярно к ее поверхности. 

Рис. 7.8. Сила, действующая на молекулу у поверхности жидкости 

Направим ось х перпендикулярно к поверхности жидкости, а нача
ло отсчета поместим на самой поверхности. Пусть часть пространства, 
где х < 0, заполнена жидкостью. Тогда проекция Fx на ось х средней 
силы F , действующей на одну из молекул со стороны окружающих ее 
молекул жидкости, будет зависеть от координаты х, которая определяет 
положение этой молекулы относительно поверхности жидкости. График 
этой зависимости представлен на рис. 7.8. Как видно из этого графика, 
средняя сила Fx заметным образом отличается от нуля только, когда 
молекула находится от поверхности жидкости на расстоянии не больше, 
чем радиус г действия межмолекулярных сил. 

V(x) 
— г г 

1 
о 

X 

-\ZWy 

-zw0 

Рис. 7.9. Потенциальная энергия молекулы у поверхности жидкости 

Средняя потенциальная энергия молекулы U связана с действующей 
на нее силой Fx соотношением 

Соответствующий функции Fx = Fx(x) график зависимости U = U(x) 
потенциальной энергии молекулы от координаты х приведен на рис. 7.9. 
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Из этого графика видно, что молекулы, расположенные в приповерх
ностном слое жидкости толщиной г, обладают более высокой потенци
альной энергией, чем молекулы внутри жидкости. Найдем приближен
но значения энергии молекулы внутри жидкости и на ее поверхности. 
Пусть Z есть число ближайших соседних молекул, которыми окруже
на каждая молекула внутри жидкости. Согласно графику зависимости 
энергии W(r) взаимодействия двух молекул от расстояния г между ни
ми, представленному на рис. 6.6, эта энергия для молекул жидкости, 
когда г ~ г 0 , равна — Woy где W0 - глубина потенциальной ямы. Взаимо
действуя с каждой из Z соседних молекул, молекула внутри жидкости 
будет обладать энергией 

U(x) ~-ZW0 при х < - г . (7.4) 

Молекула на поверхности жидкости имеет вдвое меньше соседей, чем 
внутри. Поэтому ее энергия будет равна 

U(0) ~-±ZW0. (7.5) 

Молекула, оторвавшаяся от поверхности жидкости и отлетевшая от нее 
достаточно далеко, имеет потенциальную энергию, равную нулю: 

t/(oo) = 0. 

Сила, действующая на молекулу в приповерхностном слое жидкости 
со стороны других молекул, препятствует отрыву молекулы от поверх
ности жидкости. Судя по графику зависимости V = U(x) потенциаль
ной энергии молекулы от координаты х (рис. 7.9), можно сказать, что 
каждая молекула в жидкости находится как бы на дне широкой потен
циальной ямы глубиной 

W = Z W0 . 

Выскочить из этой ямы, т.е. оторваться от поверхности жидкости могут 
только достаточно быстрые молекулы, кинетическая энергия которых 
больше, чем глубина ямы IV. Поэтому при повышении температуры, 
когда средняя кинетическая энергия молекул жидкости увеличивается 
и возрастает доля молекул с энергией mv2/2 > W4 процесс испарения 
молекул с поверхности жидкости становится более интенсивным. При 
этом концентрация молекул в газе над поверхностью жидкости увели
чивается. Вследствие этого увеличивается число ударов молекул газа 
о поверхность жидкости и число молекул, прилипающих к ее поверхно
сти, т.е. возвращающихся в жидкость. Если газ находится в закрытом 
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сосуде, а температура системы поддерживается постоянной, то со време
нем установится так называемое динамическое равновесие, когда число 
Nucn молекул, испарившихся с поверхности жидкости за некоторое вре
мя, равно числу Нкомд молекул, конденсирующихся в жидкость за это 
же время: 

Nucn = НКонд- (7 6) 
После того, как установится равновесие между жидкостью и газом, 

т.е. когда газ станет насыщенным паром, концентрация его молекул пе
рестанет изменяться со временем. Равновесное распределение молекул 
насыщенного пара над поверхностью жидкости приближенно можно опи
сать посредством закона Вольцмаиа 

п(х) = п\ ехр ( - Ц U(x)) при х > 0 , (7.7) 

где п\ - некоторая постоянная величина, 0 — (kT)~l ~ обратная темпе
ратура. Будем считать, что в жидкости, где х < О, концентрация моле
кул всюду одинакова и равна п ж . На самом деле, в приповерхностном 
слое жидкости концентрация молекул несколько ниже, чем внутри нее. 
В тонком слое толщиной ~~ f над поверхностью жидкости концентрация 
молекул пара быстро убывает от значения пж ' при х = О, т.е. на са
мой поверхности жидкости, до значения пнп при х » г, т.е. достаточно 
далеко от поверхности жидкости, где молекулы практически не взаимо
действуют друг с другом. График зависимости концентрации молекул 
от координаты показан на рис. 7.10. 

п(х) 

Пип 

™ж Рис. 7/0. 
Концентрация молекул газа 

у поверхности жидкости 
Пип 

О г х 
Таким образом, функция (7.7) при х = 0 и х —> оо принимает значения 

"ж ^ п(0) = пх ехр ( - 0 U(0)) и п „ п - п(оо) = пх . 

Так как на поверхности жидкости потенциальная энергия молекулы U(0) 
принимает значение (7.5), приходим к следующему приближенному соот
ношению, связывающему значения концентрации молекул в насыщенном 
паре и жидкости: 

Пнп = "ж ехр 
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Давление насыщенного пара найдем при помощи уравнения состояния 
идеального газа: 

Рнп — "нп к Т • 

В результате приходим к формуле 

Рнп ~ note к Т ехр (_ZWo\ 
\ 2кТ) ' (7.8) 

которая определяет зависимость давления насыщенного пара от темпе
ратуры. 

Число молекул газа, падающих на поверхность жидкости площадью 
S за время dt, определяется выражением 

Некоторые из этих молекул прилипают к поверхности жидкости, а не
которые возвращаются в пространство, заполненное газом. Таким обра
зом, для числа молекул, конденсирующихся за время dt на поверхности 
5, можно записать следующее выражение: 

где коэффициент пропорциональности К называется коэффициентом 
прилипания. Если все молекулы, падающие на поверхность жидкости, 
остаются в ней, то К = 1. 

Когда установится динамическое равновесие и пар станет насыщен
ным, будет справедливо равенство (7.6), из которого найдем число моле
кул, испаряющихся с поверхности жидкости площадью S за время dt: 

7.5. Кинетика испарения и конденсации 
При изменении объема V пространства, заполненного газом, его кон

центрация изменяется и динамическое равновесие между жидкой и газо
образной фазами нарушается. Если объем газа уменьшить, то его кон
центрация увеличится и станет больше, чем концентрация молекул на
сыщенного пара. При этом увеличится поток молекул газа к поверхности 
жидкости и конденсация будет преобладать над испарением до тех пор, 
пока нарушенное динамическое равновесие не восстановится. Если же 
объем газа увеличить, то его концентрация уменьшится, и как следствие 

^nS(v)dt. 

(7.9) 

(7.10) 
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этого уменьшится поток молекул, падающих на поверхность жидкости. 
В этом случае испарение будет преобладать над конденсацией и концен
трация молекул пара будет возрастать до тех пор, пока не примет равно
весного значения пип. Пусть п есть средняя по объему газа концентрация 
его молекул. Исследуем кинетику процесса установления динамическо
го равновесия между газом и жидкостью. Этот процесс можно описать 
при помощи зависимости концентрации молекул газа от времени: 

п = п ( 0 . 

Чтобы найти эту функцию, составим для нее дифференциальное урав
нение на основе закона сохранения числа молекул. Число молекул в 
газе над жидкостью N изменяется со временем вследствие неравенства 
потоков испаряющихся с поверхности жидкости и конденсирующихся на 
ней молекул. За время от t до t + dt число молекул в газе изменится на 
величину 

dN = NUcn- NKOfid. 
Правую часть этого равенства преобразуем при помощи формул (7.9) и 
(7.10). Получим: 

dN= ^KS(v) (nHn-n(t))dt. 

Так как число молекул N связано с их концентрацией соотношением 
N = nV, придем к искомому уравнению 

= < * ( n „ n - n ) , (7.11) 

где 
KS(v) 

6V 
Решением уравнения (7.11) является функция 

n(t) = n H f i + (п<> - п„ п ) ехр ( - a t), (7.12) 

где пс = п(0) - начальное неравновесное значение концентрации молекул 
в газе над жидкостью. Согласно формуле (7.12) в процессе установле
ния динамического равновесия между газом и жидкостью концентрация 
молекул газа стремится к равновесному значению п н п по экспоненциаль
ному закону. Время г, в течение которого двухфазная система приходит 
в состояние равновесия, можно оценить по формуле 

- JL - 6 V 

T~a~~KS(v)' 
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7.6. Удельная теплота испарения. 
Критическая температура 

Преодолеть притяжение других молекул и оторваться от поверхности 
жидкости могут только наиболее энергичные из ее молекул. Поэтому 
при испарении внутренняя энергия и температура жидкости понижают
ся. Для поддержания постоянной температуры жидкости в процессе ис
парения необходимо непрерывно сообщать ей тепло. Количество тепла 
Л, необходимое для перевода единицы массы жидкости в газообразное 
состояние при постоянной температуре, называется удельной теплотой 
испарения, или скрытой теплотой перехода жидкости в пар. При кон
денсации газа, т.е. при переходе вещества из газообразного в жидкое 
состояние, усиливается взаимодействие молекул, что характеризуется 
уменьшением потенциальной энергии молекул от нуля до некоторого от
рицательного значения. Если конденсация протекает при постоянном 
объеме вещества без его теплообмена с окружающей средой и внутрен
няя энергия вещества не изменяется, то из-за уменьшения потенциаль
ной энергии молекул их кинетическая энергия должна увеличиться, т.е. 
должна повыситься температура вещества. Для поддержания постоян
ного значения температуры при конденсации газа необходимо отводить 
от него тепло. Причем в процессе изотермической конденсации некото
рой массы газа выделяется столько же тепла, сколько его требуется для 
превращения такой же массы жидкости в пар. Все сказанное относитель
но перехода жидкость-газ касается фазовых переходов жидкость-твердое 
тело и газ-твердое тело. Каждый из этих переходов характеризуется 
определенным значением удельной теплоты Л. 

Существование вещества в конденсированном состоянии (жидком или 
твердом) возможно потому, что при этом средняя кинетическая энер
гия молекул меньше, чем абсолютное значение средней потенциальной 
энергии их взаимодействия. Используя формулу (6.14), найдем прибли
женное выражение для средней энергии взаимодействия молекул в кон
денсированной фазе. Так как энергия взаимодействия одной молекулы 
жидкости с окружающими молекулами приближенно равна выражению 
(7.4), суммирование по i = 1, 2 , N в формуле (6.14) дает 

Ua3 = - ^ N Z W0 . (7.13) 

В газе молекулы практически не взаимодействуют и потенциальная 
энергия их взаимодействия равна нулю. Поэтому для того, чтобы пе
ревести вещество из конденсированного состояния в газообразное при 
постоянной температуре, т.е. не изменяя кинетической энергии молекул, 
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ему необходимо сообщить тепловую энергию 

Q = \Ues\=jNZW0, 

которая называется теплотой фазового перехода (испарения или субли
мации). Так как число молекул N равно отношению массы М вещества 
к массе m одной молекулы: 

N = М = М NA 

это выражение можно представить в виде 

Q = А М , (7.14) 

где коэффициент пропорциональности 

Л = (7.15) 2/i 

называется удельной теплотой фазового перехода. 
Для перехода газа в конденсированное состояние необходимо пони

зить его энергию на величину (7.14). Таким образом, при изотермиче
ском испарении жидкости тепло ею поглощается, а при конденсации газа 
оно выделяется. 

Значение критической температуры Ткр можно оценить следующим 
образом. По определению критической называется такое значение тем
пературы, что при всех Т > Т^р вещество может существовать только 
в газообразном состоянии. Критерием такого существования является 
условие 

ыпостп + ивз>о. 

Подставив в это условие выражения (7.1) и (7.13), получим неравенство 

*kTN-±NZWo>0, 

из которого следует, что критическая температура 

Т ^ - Ч т - ( 7 1 6 ) 
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7.7. Уравнение Клапейрона — Клаузиуса 
Рассмотрим некоторую равновесную двухфазную систему. Например, 

жидкость и пар. Изотермический процесс в двухфазной системе протека
ет при неизменном значении давления, которое зависит от температуры: 
Р = Р(Т). Получим дифференциальное уравнение, которое позволяет 
установить эту зависимость. 

С целью получения термодинамическим методом уравнения для функ
ции (7.8), которая описывает кривую равновесия фаз, рассмотрим бес
конечно малый цикл Карно, протекающий в двухфазной системе. Как 
известно, цикл Карно состоит из двух изотерм и двух адиабат. Так как 
в двухфазной системе изотермический процесс протекает при постоя ном 
давлении, на диаграмме P-V цикл Карно будет представлен в виде че-
гырехугольннка с "горизонтальными" основаниями (рис. 7.11). Пусть 
изотерме 3 — ^ на рис. 7.11 соответствует температура 7\ изотерме 
7 —> 2 - температура Т + </Т, а соответствующие значения давления 
будут 

Р=Р(Т) и P + dP= P(T + dT). 
В процессе I 2 с некоторой частью вещества происходит фазовое 

превращение и изменяется ее объем от значения V\ до значения V2. Объ
ем части вещества, фазовое состояние которой не изменяется, остается 
прежним. При этом тепло Q\, полученное двухфазной системой при рас
ширении, идет на увеличение внутренней энергии той части вещества, с 
которой происходит фазовое превращение, и на совершение ею работы. 

Р 

P + dP 
Рис. 7.77. Цикл Карно р 
в двухфазной системе 

О \\ V2 V 

Согласно определению энтропии она в процессе 7 —• 2 получает при
ращение 

dS^2 = — . (7.17) 

Так как в адиабатическом процессе 2 —• 3 теплообмен отсутствует, для 
приращения энтропии системы в этом процессе можно записать выраже
ние 

dS2^3 = 0 . (7.18) 
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При сжатии та часть вещества, с которой происходит фазовое превраще
ние, отдает тепло Q2 в изотермическом процессе 3 —• 4 и приращение 
энтропии в этом процессе будет 

dSz^A = - ^ г - (7Л9) 

В адиабатическом процессе 4 ~* 1 энтропия не изменяется: 

dS4-x = 0. (7.20) 

Энтропия есть функция состояния. Поэтому ее приращение в круго
вом процессе равно нулю: 

rf5 = 0, 
или 

dSx-2 + dS2^3 + dS3-< + dS^x = 0 . (7.21) 
Подстановка выражений (7.17) - (7.20) в это равенство дает 

Q l - ^ = 0. (7.22) 
T + dT Т 

В силу первого начала термодинамики тепло Q\ — Q2, полученное 
системой в круговом процессе, равно совершенной системой работе 6А: 

Qi-Q2 = 6A. (7.23) 

С учетом этого соотношения после элементарных преобразований равен
ства (7.22) будем иметь 

Т 6А = Q2dT . (7.24) 
Работа, совершенная системой в круговом процессе, равна площади 

цикла: 
6 A = (V2-Vx)dP. (7.25) 

Пусть М есть масса вещества, участвующего в фазовом превращении. 
В силу определения удельной теплоты фазового перехода количество те
пла, полученное или отданное веществом при фазовом превращении, про
порционально его массе. Таким образом, 

Q2 = А М . (7.26) 

Подставив выражения (7.25) и (7.26) в равенство (7.24), получим искомое 
уравнение для функции Р = Р(Т) 

d P -_ Х М
 ( 7 2 7 ) 

dT T(V2-Vi) ' к ' ' 
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Величина v, обратно пропорциональная плотности вещества д: 

V - — (7.28) 

называется его удельным объемом. При помощи этого определения урав
нению (7.27) можно придать вид 

dP 
dT T(v7-vx) 

(7.29) 

где Vx 1 
= 77 = — 

M Qi 

V2 1 
v * = 77 = — 

M Q2 - удельные объемы вещества в первом и втором фазовых состояниях, 
т.е. до и после расширения вещества в процессе фазового превращения; 
Q\ и Q2 ~ плотности вещества в различных агрегатных состояниях. Гово
рят, будто первым уравнение (7.29) получил Карно. Но называется оно 
уравнением Клапейрона - Клаузиуса. 

При испарении жидкости и сублимации твердого тела объем вещества 
всегда увеличивается, а тепло при этом поглощается веществом. Поэто
му согласно уравнению Клапейрона - Клаузиуса для кривых испарения 
и сублимации производная функции Р = Р(Т) положительна: 

dP А 

5 г > 0 ' (7.30) 

т.е. температурная зависимость давления насыщенного пара над жидко
стью или твердым телом описывается монотонно возрастающими функ
циями. 

При плавлении большинства твердых тел их объем увеличивается. 
Поэтому кривые плавления, как правило, также описываются монотонно 
возрастающими функциями Р — Р(Т). Это означает, что при увеличе
нии давления температура плавления повышается. Однако у некоторых 
веществ, которые называются аномальными, плотность в жидком состо
янии больше, чем в твердом. К числу таких веществ относится вода. 
Такие вещества при плавлении сжимаются, а при кристаллизации рас
ширяются. В процессе сжатия таких веществ в двухфазном состоянии 
(кривая 3 —• 4 на рис. 7.11) тепло не отнимается, а сообщается. Поэто
му вместо формулы (7.26) следует написать 

Q7 = - А М 
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В результате уравнение Клапейрона - Клауз и уса принимает вид 
dP_ _ А 
dT ~~ T(v7-vi)' 

Согласно этому уравнению для воды и других аномальных веществ про
изводная 

^ < 0 , (7.31) 

а кривая плавления описывается монотонно убывающей функцией 
Р = Р(Т)} т.е. при увеличении давления температура плавления ано
мальных веществ понижается. Например, при достаточно большом да
влении лед плавится при отрицательных значениях температуры по 
Цельсию. 

7.8. Давление пара над жидкостью 
Используя уравнение Клапейрона - Клаузиуса, найдем зависимость 

давления насыщенного пара от температуры. Так как плотность газа 
при температурах ниже критической много меньше плотности жидкости: 

бнп Qofc » 

можно предположить, что удельные объемы 
н̂п и v^tc насыщенного пара 

и жидкости удовлетворяют неравенству 
VHn > Vote , 

при помощи которого уравнение (7.29) можно преобразовать к виду 

dT Т vfm 

Считая пар идеальным газом, его удельный обьем можно выразить через 
давление и температуру при помощи уравнения Менделеева - Клапей
рона: 

Р V = — RT или vHn = Х-= ^L. (7.33) 
/1 М fi Р 

Теперь уравнение (7.32) можно записать так: 
dP_ _ XndT 
Р - RT2 ' 

Если предположить, что удельная теплота испарения А не зависит ни от 
температуры, ни от давления пара, то решением этого уравнения будет 
функция 

Рнп(Т) = const • ехр . (7.34) 
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О зависимости давления насыщенного пара от температуры имеет смысл 
говорить только, когда температура ниже критической, так как для тем
ператур Т > Ткр вещество в жидком состоянии существовать не может 
и, значит, не может быть равновесия между газом и жидкостью. 

Итак, различными способами получены два выражения (7.8) и (7.34) 
для давления насыщенного пара. Первое из них получено в рамках ки
нетической теории, а второе - путем решения термодинамического урав
нения Клапейрона - Клаузиуса (7.29). Нетрудно видеть, что эти выра
жения очень похожи. Во всяком случае экспоненты, играющие главную 
роль в этих выражениях, в точности совпадают, если учесть, что удель
ная теплота испарения Л и средняя потенциальная энергия W0 одной мо
лекулы в жидкости связаны соотношением (7.15). Следует, однако, при
знать, что обе полученные зависимости являются приближенными. Так, 
например, формула (7.34) получена в предположении, что удельный объ
ем газа во много раз больше удельного объема жидкости, насыщенный 
пар можно рассматривать как идеальный газ, а удельная теплота испа
рения не зависит от температуры. Эти предположения, строго говоря, 
несправедливы. 

Для того чтобы составить более полное представление об удельной 
теплоте испарения жидкости, применим первое начало термодинамики 
для описания процесса испарения жидкости при постоянной температуре 
Т и давлении Рнп(Т) насыщенных паров. Если М - масса испарившейся 
жидкости, то первое начало термодинамики для этой массы вещества 
можно записать так: 

А М = инп -UOK + Рнп {Vnn - УЖ), (7.35) 

где Vote* Унп и Уж* VHn - внутренние энергии и объемы вещества, уча
ствующего в фазовом переходе, до и после испарения, PHn(VHn — Уж) -
работа, совершаемая веществом при расширении. Разность внутренних 
энергий можно оценить по формуле Ван-дер-Ваальса (6.17): 

Vnn - Uж = V2 а ( тт—) • 
\ У он: Унп/ 

При помощи этой формулы преобразуем равенство (7.35) к виду 

* = - о ( — — ) + Рнп (vHfi - t^wc) • 

Из этой формулы видно, что удельная теплота испарения является не
которой функцией от температуры. При Т = Ткр, когда плотности пара 
и жидкости равны, Л = 0. 
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Среди полученных различными способами соотношений наиболее пра
вильными и достоверными следует считать те, при выводе которых были 
использованы только фундаментальные законы (такие, например, как 
закон сохранения энергии) и было сделано наименьшее количество пред
положений. В теории фазовых переходов таким достоверным соотноше
нием является уравнение Клапейрона - Клауз и уса. 

7*9. Диаграмма состояний 
Температурная зависимость давления насыщенного пара у поверхно

сти твердого тела может быть описана приближенно теми же формулами 
(7.8) и (7.34), что и давление насыщенного пара над жидкостью. Только 
величина Л будет теперь удельной теплотой сублимации, которая больше 
удельной теплоты испарения. 

Используя результаты предыдущих разделов этой главы, можно пред
ставить себе, как располагаются кривые сосуществования фаз на плоско
сти переменных Р и Т. Эти кривые делят плоскость Р-Т на три области: 
твердого, жидкого и газообразного состояний вещества, и сходятся в од
ной точке Т, которая называется тройной. Этой точке соответствуют 
значения температуры Ттр и давления Рщр, при которых могут сосуще
ствовать в равновесии все три фазы вещества. Кривая сосуществования 
газа и жидкости обрывается в критической точке, т.е. при Т = Т*р, а 
кривая сосуществования жидкости и твердого тела уходит вверх до бес
конечности. 

р ОО 

твердое 
тело 

/ жидкость 

/ у 
К 

а3 газ газ 

О Ттр Ткр Т 

Рис. 7.12. Диаграмма состояний 

Плоскость, разделенная на части кривыми сосуществования фаз, на
зывается диаграммой состояний, или фазовой диаграммой данного ве
щества. Типичная диаграмма состояний приведена на рис. 7.12. На этой 
диаграмме кривая плавления удовлетворяет условию (7.30). 
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Для аномальных веществ условие (7.30) не выполняется и диаграмма 
состояний имеет вид, изображенный на рис. 7.13. На этих диаграммах 
линия 0 -Т является кривой сублимации, линия Т-К - кривой испарения 
и линия Т-оо - кривой плавления. 

Г 2 
! 

\ жидкость 

твердое ! 
тело j 

' 1 
У газ j газ 

1 

О Тщр Tfcp Т 

Рис. 7.13. Диаграмма состояний аномального вещества 

На рис. 7.12 горизонтальные прямые представляют изобарические 
процессы, протекающие при давлениях выше давления Ртр тройной точ
ки (верхняя прямая) и ниже этого значения (нижняя прямая). При 
Р > Ртр охлаждаемое вещество переходит из газообразного состояния 
о\ через последовательность жидких состояний в твердое состояние о7. 
При давлениях Р < Ртр вещество в ходе процесса изобарического охла
ждения переходит из газообразного состояния оз в твердое состояние о+% 

минуя жидкое состояние. 
Вертикальная прямая на рис. 7.13 представляет изотермический про

цесс, протекающий при температуре ниже температуры тройной точки. 
Как видно из этой диаграммы, в процессе изотермического сжатия при 
Т < Ттр аномальное вещество из газообразного состояния <?\ сначала 
переходит в твердое состояние и только при дальнейшем его сжатии на
чинает плавиться и переходит в жидкое состояние. 



Г Л А В А 8* 

Я В Л Е Н И Я НА ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ 

8.1. Поверхностное натяжение 
Приближенная формула (7.13) для средней потенциальной энергии 

жидкости получена в предположении, что каждая ее молекула со всех 
сторон окружена такими же молекулами. Это справедливо только для 
молекул, находящихся в объеме жидкости, но не справедливо для мо
лекул, находящихся в приповерхностном слое. Молекула на поверхно
сти жидкости имеет соседей только со стороны жидкости и поэтому ее 
энергия (7.5) будет приближенно равна — \ZW0% т.е. будет больше, чем 
энергия (7.4) молекулы в объеме жидкости на величину \ZW0 = ^W. 
Формулу (7.13) для энергии жидкости можно сделать более точной, если 
добавить к ней эту неучтенную энергию: 

U** = ~ \ N W +\ Мпоеерхн - у W = V + ^поверхн , (8.1) 

где Nnoeepxti ~ число молекул в приповерхностном слое жидкости. Обо
значим толщину этого слоя буквой 6. Эта величина несколько больше, 
чем диаметр молекулы </, но меньше радиуса действия межмолекуляр
ных сил. Используя величину 6, можно записать для числа молекул в 
приповерхностном слое жидкости следующую формулу 

Nповерхн = п 5 6 , 

где п - концентрация молекул в жидкости. Таким образом, второму 
слагаемому в формуле (8.1) можно придать вид 

Uповерти = ^ W пж S 6 . (8.2) 

Эта величина называется поверхностной энергией жидкости. Тогда как 
первое слагаемое в формуле (8.1) имеет смысл назвать объемной энергией 
жидкости: 

Vобъем = -^NW = -^Wn^V , (8.3) 

где V - объем жидкости. 
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Для макроскопических количеств вещества в жидком состоянии его 
поверхностная энергия существенно меньше абсолютного значения энер
гии взаимодействия всех молекул жидкости. Чтобы в этом убедиться, 
вычислим отношение этих величин: 

Unoacpxti _ S 6 
\иоб9См\ ~2V 

Числитель этой дроби есть объем тонкого приповерхностного слоя жид
кости толщиной 6. Очевидно, что при достаточно больших значениях 
объема V это отношение будет очень мало. Только в двух случаях по
верхностная энергия принимает значения сравнимые со значениями объ
емной энергии взаимодействия молекул жидкости. Это случаи, когда 
жидкость существует в виде мельчайших капель или в виде тонкой плен
ки. 

Как известно из механики, в любой системе, обладающей потенциаль
ной энергией, действуют силы, стремящиеся привести систему в такое 
состояние, в котором потенииальпая энергия системы принимает наи
меньшее значение. Если на молекулы жидкости не действуют другие си
лы, кроме сил межмолекулярного взаимодействия, то ее потенциальная 
энергия будет определяться формулой (8.1). Так как из-за несжимаемо
сти жидкости ее объем практически постоянен, потенциальная энергия 
жидкости будет тем меньше, чем меньше площадь ее поверхности. При 
постоянном объеме тела его поверхность минимальна, когда тело имеет 
форму шара. Поэтому в условиях невесомости жидкость принимает ша
рообразную форму. По этой же причине пузырьки газа в жидкости так
же имеют сферичесую форму. В земных условиях на каждую молекулу 
жидкости действует сила тяжести и жидкость принимает форму, которая 
обусловлена совместным действием сил тяжести, сил межмолекулярного 
взаимодействия и влиянием поверхностей тел, соприкасающихся с жид
костью. 

Итак, чем больше площадь поверхности жидкости, тем больше ее вну
тренняя энергия. Поэтому для того, чтобы к ваз истатическ и увеличить 
площадь поверхности жидкости при постоянных значениях температуры 
и объема, ей нужно сообщить некоторую энергию, точнее говоря, необ
ходимо совершить над ней работу 6А\ которая пропорциональна прира
щению dS площади поверхности жидкости: 

6 A' = <rdS. (8.4) 

Коэффициент пропорциональности а в этой формуле называется коэф
фициентом поверхностного натяжения, или просто поверхностным на
тяжением. Определение (8.4) дает возможность построить термодина
мическую теорию явлений, происходящих на поверхности жидкости и 
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установить соотношения, связывающие поверпостное натяжение а с тер
модинамическими функциями состояния жидкости. 

Запишем второе начало термодинамики для квазистатического про
цесса, в котором происходит увеличение площади поверхности жидкости: 

6Q = dU + 6А , 

где работа 6А, совершаемая жидкостью, в силу третьего закона Ньютона 
равна с обратным знаком совершаемой над ней работе 6 А ' : 

6А = - ЬА!. 

Согласно определению энтропии 5 (знак " над буквой S поставлен для 
того, чтобы отличать энтропию от площади поверхности) ее приращение 

в ходе квазистатического (равновесного) процесса связано с сообщае
мым системе теплом 6Q соотношением 

TdS = 6Q. 

Используя два последних равенства, первому началу термодинамики 
можно придать вид 

dU -Td§ = 6A'. 

С учетом формулы (8.4) для изотермического увеличения площади по
верхности жидкости будем иметь выражение 

d(U -TS) = *dS% или dF = <rdS, (8.5) 

где F = U — Т S - свободная энергия жидкости. Таким образом, на 
основании соотношения (8.5) можно утверждать, что свободная энергия 
жидкости зависит не только от ее температуры и объема, но также от 
площади ее повехности: 

F = Fобъеме< У) + Fno*epxn{T, S) , 

где первое слагаемое называется объемной свободной энергией, а второе 
- поверхностной свободной энергией жидкости. Согласно формуле (8.5) 
для случая, когда на всей поверхности жидкости поверхностное натяже
ние а одинаково, справедливо соотношение 

FnoeepxH = 0 S , (8-6) 

где S - площадь поверхности жидкости, а поверхностное натяжение есть 
функция от температуры: 

<т = а{Т). 

222 



Опыт показывает, что при повышении температуры поверхностное натя
жение уменьшается. 

Установим, как связана поверхностная внутренняя энергия жидкости 
с поверхностным натяжением с = <г(Т). Для этого запишем уравнение 
Гиббса - Гельмгольца (1.29) 

S, V 

Подставив в это уравнение функцию (8.6), найдем, что поверхностная 
внутренняя энергия 

Unoeepxn = (а - Т S . (8.7) 

Эта формула получена термодинамическим методом в отличие от ана
логичной ей формулы (8.2), которая была получена на основе молеку
лярных представлений о строении жидкости. 

При изотермическом увеличении по
верхности жидкости поглощается тепло 

6Q = dUповерти — 6А' . 

Используя формулы (8.4) и (8.7), полу
чим 

6Q = -T — dS. 

Положительная величина 
da Рис. 8.1. Силы 

Я = — Т -JJ; поверхностного натяжения 

называется удельной теплотой образования поверхности. Это есть ко
личество тепла, которое необходимо сообщить жидкости при постоянной 
температуре для того, чтобы площадь ее поверхности увеличилась на 
единицу. 

Существует еще одно определение коэффициента поверхностного на
тяжения, которое можно сформулировать следующим образом. Стре
мление жидкости сократить площадь своей поверхности можно рассма
тривать как проявление действия так называемых сил поверхностного 
натяжения. Это есть силы, с которыми соприкасающиеся участки по
верхности жидкости действуют друг на друга. Проведем на поверхности 
жидкости воображаемую линию /, разделяющую поверхность на две ча
сти 1 и 2 (рис. 8.1). Одна из частей поверхности действует на другую 
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с некоторой силой, которая распределена вдоль границы / раздела этих 
частей, т.е. на каждом малом участке границы часть жидкости 2 тянет 
к себе часть / с силой dF\7, а часть жидкости 1 тянет к себе часть 2 с 
силой dF7\ = — dF\7. Эти силы направлены перпендикулярно к линии / 
в каждой ее точке и касаются поверхности жидкости. Модули этих сил 
пропорциональны длине dl участка, на котором они действуют: 

\dFl7\ = \dF7X\ = adl. (8.8) 

Коэффициент пропорциональности а в этой формуле также называется 
коэффициентом поверхностного натяжения. Значение коэффициента 
поверхностного натяжения зависит от того, как сильно в данной жидко
сти молекулы притягиваются друг к другу. 

Покажем, что оба определения поверхностного натяжения а эквива
лентны. Для этого рассмотрим следующий опыт. Пусть на проволочную 
рамку в форме прямоугольника ABCD натянута пленка жидкости (рис. 
8.2). Сторона АВ этого прямоугольника подвижна и может скользить 
вдоль сторон AD и ВС. Для удержания стержня АВ в равновесии к 
нему параллельно плоскости пленки необходимо приложить определен
ную силу F'9 которая должна быть равна по величине и противоположна 
по напралению силам поверхностного натяжения жидкости, также дей
ствующим на этот стержень. Пленка имеет две стороны. На каждой 
из них действуют силы поверхностного натяжения. Поэтому, если / -

длина стержня А В, то суммарная си
ла F поверхностного натяжения, дей
ствующая на этот стержень, по вели
чине будет равна 2а I. Таким образом, 

F' = 2о1. 

При медленном перемещении стерж
ня АВ на расстояние dx сила F' со
вершит работу 

6А' = F9dx = 2aldx. 

Площадь каждой из сторон пленки равна / х. Поэтому площадь поверхно
сти жидкости будет 5 = 21 х. При смещении стержня АВ на dx площадь 
поверхности жидкости увеличится на величину dS = 21 dx и для работы 
6А9 можно записать следующее выражение: 6А' = adS. Таким образом, 
пришли к формуле (8.4). Что и требовалось доказать. 

D 

~F 1 

В 

и' dx 

Рис. 8.2. 
К вычислению работы сил 

поверхностного натяжения 
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8.2. Явления на границе раздела двух жидкостей 
Когда жидкость соприкасается с какой-либо конденсированной сре

дой, т.е. с другой жидкостью или твердым телом, присутствие молекул 
другого вещества в пространстве у поверхности первой жидкости изме
няет силу, которая действовала на каждую молекулу этой жидкости в 
приповерхностном слое. Это происходит потому, что молекулы сопри
касающейся с жидкостью конденсированной среды взаимодействуют с 
молекулами в приповерхностном слое рассматриваемой жидкости. Если 
это взаимодействие является притяжением, то в результате средняя си
ла, действующая на молекулу в приповерхностном слое жидкости умень
шается. При этом уменьшается поверхностная энергия жидкости и сила 
поверхностного натяжения, т.е. коэффициент поверхностного натяжения 
а 12 на поверхности соприкосновения жидкости J с такой конденсирован
ной средой 2 меньше, чем коэффициент поверхностного натяжения <т\ на 
границе раздела между этой же жидкостью и некоторым газом: 

<Г\2 < <г\ • 

Когда молекулы конденсированной среды отталкивают молекулы 
рассматриваемой жидкости /, поверхностное натяжение <т12 на поверх
ности соприкосновения жидкости с этой средой будет больше, чем на 
поверхности соприкосновения жидкости с газом: 

(Г\2 > <г\ -

Если на горизонтальную поверхность жидкости 2 вылить небольшое 
количество более легкой жидкости i , которая не смешивается с жидко
стью 2, то в зависимости от значений коэффициентов <т\, <т2 и <т12 поверх
ностного натяжения на границах раздела между жидкостями и воздухом 
жидкость 1 будет вести себя различным образом. В некоторых случа
ях она принимает форму сплюснутой капли, которая плавает, частично 
погруженная в жидкость 2 (рис. 8.3). Поверхности S\ и S12, ограничи
вающие жидкость / сверху и снизу, соприкасаются друг с другом вдоль 
окружности /, которая лежит на поверхности S2 жидкости 2. Молекулы 
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на каждой из этих поверхностей тянут контур / в свою сторону. На рис. 
8.3 изображены силы dF\, dF2 и dF\2 натяжения поверхностей Si, S2 и 
S\2 соответственно, которые действуют на элемент контура / длины dl. 
Этот элемент контура расположен перпендикулярно к плоскости черте
жа. Углы в\ и в2у образуемые векторами dF\ и dF\2 с горизонтальной 
плоскостью, называются краевыми углами. 

Значения краевых углов можно найти из условия равновесия 

dFi+lK + dFn + dK = 0, (8.9) 

где вектор dF± представляет сумму сил, направленных вертикально. Эта 
сумма включает в себя силу тяжести. Согласно формуле (8.8) модули 
векторов dF\t dF2 и dF\2 сил, действующих на участке контура / длиной 
dly равны 

I df \ I = 04 d/, \dF2\ = <r2dl, \dFl2\ = <Ti2dl. 

С учетом этих соотношений векторное равенство (8.9), записанное в про
екциях на горизонтальную (вдоль вектора dF2) и вертикальную коорди
натные оси, приводит к следующим уравнениям для краевых углов 

а\ COS01 — а2 + <т\2 соев 2 = 0, <г\ sin01 — <т\2 sin в2 = 0 (8.10) 

Первое из этих уравнений имеет решение только в том случае, когда 

<т2 < <т\ + а\2 . 

В противном случае сила dF2 будет так велика, что условие (8.9) не будет 
выполнятся и равновесие будет невозможно. В этом случае жидкость 1 
растечется тонким слоем по поверхности жидкости 2. 

8*3. Явления на границе твердого тела и жидкости 
Рассмотрим теперь поведение жидкости, соприкасающейся с поверх

ностью твердого тела. На горизонтальной поверхности твердого тела не
большое количество жидкости или существует в виде капли, деформиро
ванной силами тяжести (рис. 8.4 и 8.5), или растекается по поверхности, 
покрывая се тонкой пленкой. 

Условие равновесия капли жидкости на горизонтальной поверхности 
твердого тела выражается равенством (8.9). При помощи краевого угла 
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0, который образуют векторы сил dF\ и dFu, условие равновесия в про
екциях векторов на горизонтальную плоскость можно записать так: 

ах cosO + <Tii-(r7 = 0. (8.11) 

Из этого уравнения найдем косинус краевого угла: 

cosfl= ^ 2 ' * " (8.12) 

Это выражение имеет смысл при условии, что 

_ 1 < £ ! ^ ! ! < 1 . 

Рис. 8.4- Капля жидкости на поверхности твердого тела 
в случае частичного смачивания 

0 dF„ 
S2 dF7 dl 5, 

£ 
Рис. 8.5. Капля жидкости на поверхности твердого тела 

в случае частичного несмачивания 

Если 
Оц < <т2 < 0\ + 0\2 , (8.13) 

то 
о < « < ? . 

В этом случае капля жидкости будет иметь форму, которая показана на 
рис. 8.4. 
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Если 
(8.14) 

то формула (8.12) теряет смысл и условия равновесия капли жидкости 
на горизонтальной поверхности твердого тела не выполняются. Это про
исходит потому, что сила dF2 преобладает над другими силами, прило
женными к контуру /, и вынуждает жидкость растекаться тонким слоем 
по поверхности твердого тела. В таком случае говорят, что жидкость 
полностью сманивает поверхность твердого тела. При условии (8.13) 
имеет место частичное смачивание. 

Бели 

<Т\2 — <Т\ < 02 < а П » (8.15) 

ТО 

\ <°<* 
и капля принимает форму, изображенную на рис. 8.5. 

Неравенство 
0*2 < ^ 1 2 — (8.16) 

возможно только, когда <т\2 > <т\. т.е. когда молекулы твердого тела 
отталкивают молекулы жидкости. При условии (8.16) возможно только 
одно решение уравнения (8.12). А именно, в = ж. В таком случае гово
рят, что жидкость полностью не смачивает поверхость твердого тела. 
Условию (8.15) соответствует так называемое частичное несмачивание. 
Аналогичным образом ведет себя жидкость у стенок сосуда, в который 
она налита. 

8.4. Давление 
под искривленной поверхностью жидкости 

Если поверхность жидкости искривлена, то при ее равновесии давле
ния по разные стороны этой поверхности должны быть различными. Рас
смотрим жидкость, которая налита в цилиндрический сосуд радиуса г. 
На рис. 8.6 изображен случай, когда жидкость не смачивает стенки со
суда. Если жидкость находится в равновесии, то сумма всех внешних 
сил, действующих на любую ее часть, равна нулю. В частности, равна 
нулю сумма вертикальных составляющих сил, приложенных к поверхно
сти жидкости. Снизу вверх на зту поверхность действует сила Р-тгг2, где 
Р - давление под поверхностью жидкости. Если давление над поверхно
стью жидкости равно PCf то сверху вниз будет действовать сила Рс • 7гг2. 
Сила dF поверхностного натяжения действует на часть dl контура /, 
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окаймляющего свободную поверхность жидкости (рис. 8.6). Вертикаль
ная составляющая этой силы равна <rdl\ coe0|, а сумма этих величин 
равна <т2хг\ со&$\. С учетом всех этих сил приходим к равенству 

Ртг3 - Р0*г7 - <т2тг| cos0 | = О, 

из которого найдем, что 

2«г| cos0| 
Р = Р„ + (8.17) 

Таким образом, приходим к выводу, что 
давление под искривленной поверхностью 
жидкости больше давления над ней. 

Если поверхность жидкости является 
сферической, то ее радиус, как видно из 
рис. 8.6, будет 

R = 
|cos0| 

В результате получаем формулу Лапласа 

2а 

Рис. 8.6. К вычислению 
давления под искривленной 
поверхностью жидкости 

R (8.18) 

для избыточного давления под сферической поверхностью жидкости. 

Рис. 8.7. К вычислению 
высоты поднятия 

жидкости в капилляре 

Если в жидкость опустить узкую цилиндрическую трубку (капил
ляр), стенки которой хорошо смачиваются этой жидкостью, то жидкость 
в ней поднимется на некоторую высоту h (рис. 8.7). Используя формулу 
для избыточного давления под искривленной поверхностью жидкости, 
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можно вычислить эту высоту Л. Пусть давление в точках А и В над по
верхностью жидкости равно Р0. Давление в точке С будет меньше, чем 
давление в точке А на величину 

г 
где г - радиус капилляра, в - краевой угол. Так как точки В и D нахо
дятся на одном уровне, давление в точке D также равно Рс Но давление 
в точке D больше, чем в точке С, на величину ggh давления, оказывае
мого столбом жидкости высотой Л: 

Po-Pc = egh, 

где о - плотность жидкости. Приравняв правые части этих равенств, 
придем к формуле 

2 а cos в h = . (8.19) ддг 
Рассмотрим еще один пример, в котором проявляют себя силы по

верхностного натяжения. Установим связь между давлением Р внутри 
мыльного пузыря и его радиусом. Для этого поступим следующим обра
зом. Предположим, что давление воздуха внутри пузыря немного уве
личилось и вследствие этого увеличился его объем. При этом радиус R 
пузыря получит приращение dR. Площадь поверхности жидкости, кото
рая до расширения была равна 2 4 т Л 2 , т.е. сумме площадей внутренней 
и внешней поверхностей мыльной пленки, увеличится на 

<*5 = </(8*Я 2 ) = 16хЯ</Я. 

В силу определения поверхностного натяжения (8.4) для увеличения пло
щади поверхности жидкости необходимо совершить работу 

6 А' = a dS = а 16 х Я dR. (8.20) 

При квазистатическом расширении эта работа совершается силами да
вления: 

ЬА1 = (P-Pc)dV, (8.21) 
где Р0 - внешнее давление, dV - приращение объема. Так как объем 
воздуха внутри пузыря V = 4хЯ 3 /3, его приращение dV — 4 ж R7 dR. 
Приравняем правые части равенств (8.20) и (8.21). Получим соотношение 

Избыточное давление внутри пузыря вдвое больше величины, которую 
дает формула Лапласа (8.18), по той причине, что мыльная пленка имеет 
две поверхности: внутреннюю и внешнюю. 



Г Л А В А 9 * 

КВАНТОВЫЕ ГАЗЫ 

9.1. Бозоны и фермионы. Принцип Паули 
Большинство из известных микроскопических частиц (атомов, моле

кул и элементарных частиц) обладает некоторым внутренним строени
ем, которое может изменяться с течением времени. Множество различ
ных внутренних состояний любой микрочастицы является конечным или 
счетным. Пусть а есть дискретная переменная величина, взаимно одно
значно характеризующая внутреннее состояние частицы. В некоторых 
случаях эту величину удобно рассматривать как номер состояния. Бели 
внутреннее состояние частицы изменяется с течением времени, то ее вол
новая функция должна содержать в себе в качестве аргумента перемен
ную величину а, которая определяет внутреннее состояние частицы: 

Теперь физический смысл волновой функции можно выразить следую
щим образом. Величина 

есть вероятность обнаружить частицу в момент времени t внутри объема 
dV при векторе г в состоянии а. При этом волновая функция должна 
удовлетворять условию нормировки 

где суммирование производится по всем внутренним состояниям части
цы, т.е. по всем возможным значениям переменной а. 

Для краткости записи математических выражений совокупность вели
чин г и а обозначим одной буквой 

ф = tp(t, г, с) . (9.1) 

dW= |V(<, rye)\2dV 

В этих обозначениях волновая функция будет выглядеть так: 
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При этом условие нормировки запишем в символической форме 

где интеграл по q обозначает интегрирование по пространству и сумми
рование по внутренним состояниям частицы. 

Внутреннее состояние элементарной частицы характеризуется векто
ром 8 собственного момента количества движения, который называют 
спином. Составные частицы, такие как атомы и их ядра, также облада
ют моментом количества движения. Установлено, что модуль вектора s 
определяется формулой 

где 8 - так называемое спиновое квантовое число. Все частицы, изуча
емые в квантовой механике, делятся на два класса. Для одних частиц 
величина в принимает целые значения: 

Такие частицы называют бозонами. Для других частиц спиновое число 
принимает "полуцелые" значения: 

Такого типа частицы называют фсрмионами. Большинство элементар
ных частиц (например, электроны, протоны и нейтроны) характеризу
ются спиновым числом s = j и являются фермионами. Атом гелия HtA 

относится к классу бозонов, так как его момент количества движения s 
в состоянии с наименьшей энергией равен нулю. 

Рассмотрим систему, состоящую из некоторого числа N одинаковых 
микроскопических частиц. Положения этих частиц в пространстве опре
деляются радиус-векторами r\9 г 2 , nv, а их внутренние состояния 
- дискретными величинами <?\у а2% <?ы- Совокупность значений всех 
этих величин 

определяет микросостояние а многочастичной системы. Статистическое 
описание поведения системы частиц осуществляется в квантовой меха
нике посредством волновой функции 

И = Л х Л ( * + 1 ) , 

5 = 0, 1, 2,... 

- 1 i 

{*Ч, <г\\ г 2 , <?2\ Пу, as } 

ф = t/>(t, г ь а\\ г 2 > <Т2\ ...; r N , aN). (9.3) 
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Зная эту функцию, можно вычислить вероятность dW того, что в момент 
времени t одна из рассматриваемых частиц находится внутри объема dV\ 
при F| в состоянии <7i, другая - внутри объема dV2 при г? в состоянии 
а2 и т.д.: 

dW = w(t, г ь о\\ г 2 , а2\...; гдг, cr^)rfVi rfVj.-.rfVjv , 

где плотность вероятности 

w(t* П. *\\ г 2 , <г2; nv, <гдг) = |V>(<, г ь 04; г 2 , <г2; г * , <гн)\7 . 

Для краткости введем обозначения 

9i = { n , < 7 i } , 7 2 = { г 2 , <г2}, ..., qs = {глг, ̂ лг} , 

при помощи которых волновую функцию (9.3) многочастичной системы 
представим в виде 

Ф = !Ж. 9ь 72, 9*)- (9-4) 
При этом плотность вероятности 

и>(*, 9ь 92, 9л0 = 9ь 92, . , 9 N ) | 2 • (9.5) 

Микроскопические частицы не имеют индивидуальных особенностей. 
Иначе говоря, не существует способов отличить одну от другой две ча
стицы одного и того же сорта. Например, невозможно отличить один 
электрон от другого. Из этого следует, что две совокупности 

{9ь 92, 9з, Чы) и {д 2 , 9ь 9з, 9 N } , 

которые характеризуют микросостояния системы, состоящей из N то
ждественных частиц, и отличаются одна от другой только перестановкой 
двух элементов, соответствуют на самом деле одному и тому же микро
состоянию а этой системы. 

Рассмотрим систему из двух тождественных частиц. Такую систему в 
квантовой механике описывают посредством волновой функции 

V> = ^(<, 91.92). (9.6) 

При этом плотность вероятности 

91,92) = |^(<,9ь92)| 2 . (9.7) 

В силу тождественности частиц состояния а и а ' системы, характери
зуемые многомерными величиными {91, q2) и {92, 9i} , совершенно оди
наковы. Следовательно, вероятности найти систему из двух частиц в 
состоянии а или а ' должны быть равны: 

w(t> 9ь 92) = w(t, 92, 9i) , 
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или 
^ ( « • f t , f t ) l = l*(«i«2i«i)l- (9.8) 

Раскрыв модули в этом равенстве, получим соотношение 

«ь«2) = е ' *0 (« , «2, 9 i ) , (9.9) 

где ф - некоторая вещественная постоянная. Запишем это соотношение 
еще раз, поменяв местами аргументы q\ и q7' 

92, Ы = « e > l K ' . ffii 92) • 

Из этих соотношений найдем, что 

е " * = 1 , 

т.е. 
е ' * = ± 1 . 

Теперь соотношение (9.9) можно записать так: 

чК«, «l,»2) = ±tf(«.«2,«l)- (9Л0) 
Из этого соотношения следует, что при перестановке аргументов q\ и q7 

волновая функция ф = xp(t, qXi q2) или вообще не изменяется, или только 
изменяет знак. В первом случае волновая функция ф = 0(/, q\% q7) на
зывается симметричной, а во втором - антисимметричной. Очевидно, что 
симметрия волновой функции не должна изменяться с течением времени. 
Одни системы частиц всегда описываются симметричными функциями, 
а другие - антисимметричными. Установлено, что системы бозонов опи
сываются симметричными волновыми функциями, а системы фермионов 
- антисимметричными. 

Проекция спина электрона на произвольное направление может быть 
равна или — \ h, или |Л. Таким образом, электроны относятся к классу 
фермионов. Для системы двух электронов равенство (9.10) принимает 
вид 

« i . » ) = - lK«. «2, Ях)- (9.11) 
Положим в этом равенстве q\ = q7 = q. Получим 

</>(*, 7, я) = о. 

Из этого равенства следует, что два электрона в одной и той же системе 
не могут находиться в одном состоянии. Это утверждение составляет 
содержание принципа Паули (Вольфганг Паули (1900 - 1958) - немецкий 
физик). 
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9.2- Ферми-газ 
Рассмотрим газ, состоящий из некоторого числа N частиц, относящих

ся к классу фермнонов. Такой газ называют газом Ферми в честь ита
льянского ученого Энрико Ферми (1901 - 1954). Стационарное состояние 
одной частицы идеального Ферми-газа описывается волновой функцией 

<р = <р(я)> 

которая является решением уравнения Шредингера 

Н<р = е<р, (9.12) 

где е - энергия частицы. Это уравнение имеет несколько решений, ко
торые образуют счетное множество. Иначе говоря, функции (р = <p(q), 
являющиеся решениями уравнения (9.12), и соответствующие им значе
ния энергии частицы можно перенумеровать. 

Рассматриваемую систему частиц можно представить себе в виде сово
купности подсистем, каждая из которых состоит из частиц, находящихся 
в одном и том же состоянии. Так как состояния частиц могут изменять
ся с течением времени, число частиц в каждой из этих подсистем есть 
переменная величина. Выделим одну такую подсистему, все частицы ко
торой находятся в состоянии, описываемом одной из волновых функций 
<р = <p(q). Согласно принципу Паули число N частиц в выделенной под
системе, т.е. в одном состоянии у> = <p(q)> может быть или 0, или 1. При 
этом энергия подсистемы будет 

E(N) = eN, (9.13) 

где е - энергия частицы в состоянии ^ = <p(q), N = 0, 1. 
Когда система находится в состоянии термодинамического равновесия, 

каждая ее часть также находится в состоянии равновесия. Равновесное 
состояние системы с переменным числом частиц характеризуется боль
шим каноническим распределением (2.114). С учетом формулы (2.113) 
запишем это распределение так: 

H ^ , X ) = , e * P " " - ^ ' Y ) , (9.14, 

где 
i/ = e x p y . (9.15) 

Аргумент Л\ характеризующий состояние частицы, в формуле (9.14) 
принимает всего одно значение, так как все частицы рассматриваемой 
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подсистемы находятся в одном состоянии. Поэтому этот аргумент мож
но отбросить. Подставим выражение (9.13) в формулу (9.14). Получим 
выражение 

W { N ) = у exp { t i - £ ) N . 
в 

При помощи обозначения 

Z = ехр t^L (9.16) 

этому выражению можно придать более простой вид: 

W{N) = vZN . (9.17) 

Величина W(N) есть вероятность того, что в состоянии <р = <р(я) нахо
дится N частиц. 

Функция (9.17) принимает всего два значения: 

W(0) = v и W ( l ) = i/£. 

Используя эти значения, условие нормировки 

1 
53 W(N) = l (9.18) 
N=0 

можно записать так: 
t/ + v£ = 1 . 

Из этого уравнения найдем нормирующий множитель 

"=7ТГ ( 9 1 9 ) 

Теперь вероятность (9.17) можно записать в виде 

W(N) = . (9.20) 

По определению среднее значение числа частиц в подсистеме будет 

W=^2 N W(N) = W(l). (9.21) 
N=0 

Согласно этой формуле среднее значение числа частиц в одном состоянии 
(р = (p(q) равно вероятности W{\) того, что в этом состоянии находится 
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одна частица. Значение W(l) найдем из формулы (9.20). В результате 
придем к соотношению 

~~ * (9.22) 
1 + « • 

которое с учет обозначения (9.16) можно записать так: 

N = 1 
1 + Е0(*-М> ' 

(9.23) 

где /? = 1/0 - обратная температура. Выражение (9.23) содержит в се
бе только одну величину, которая характхеризует состояние частицы, -
ее энергию <г. Следовательно, среднее число N частиц-фермионов в од
ном квантовом состоянии зависит от энергии е частицы в этом состоянии. 
Определяемая формулой (9.23) зависимость Лг = ЛГ(е) называется функ
цией Ферми - Дирака (Поль Дирак (1902) - английский физик-теоретик). 
Температура Т и химический потенциал /i являются характеристиками 
всей макроскопической системы частиц, находящейся в состоянии тер
модинамического равновесия. Таким образом, функция Ферми - Дирака 
содержит в себе в качестве параметров температуру и химический потен
циал: 

График этой показан на рис. 9.1. 

Ще) 

1 
_ - j 

1 
2 
0 

Рис. 9.1. Функция Ферми - Дирака 

Нетрудно найти среднее значение энергии частиц в состоянии 
(р = tp(q). Согласно формуле (9.13) будем иметь 

Е = е N (9.24) 

Найдем теперь термодинамический потенциал Q. Используя формулы 
(9.15), (9.16) и (9.19). придем к зависимости 

(9.25) 
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где в = ЛгТ. При помощи этой зависимости но формуле (162) 

можно найти энтропию системы. Несложные вычисления приводят к 
следующей зависимости энтропии от среднего числа частиц в одном кван
товом состоянии: 

S = (лГ1пЛГ+ (1 - ЛГ) ln(l -Tv)) . (9.26) 

Формулы (9.23), (9.24) и (9.26) позволяют найти среднее число частиц-
фермионов в одном состоянии <р = их среднюю энергию и энтропию. 
Частицы, образующие Ферми-газ, могут находится в различных состоя
ниях. Среднее число частиц, их средняя энергия и энтропия являются 
аддитивными величинами, т.е. каждая из этих величин, характеризу
ющих некоторую макроскопическую систему, равна сумме одноименных 
величин, характеризующих невзаимодействующие друг с другом подси
стемы, из которых состоит данная макросистема. Перенумеруем состо
яния частиц, т.е. припишем номер j каждой волновой функции, являю
щейся решением уравнения Шредингера (9.12). Пусть j есть номер состо
яния частицы, описываемого посредством волновой функции ipj = <pj(q)> 
В этом состоянии частица обладает энергией £j. Формулы (9.23), (9.24) 
и (9.26) теперь следует записать так: 

Ж = i г , (9.27) 

Ej = Cj Ц , (9.28) 

Sj = -k(Wj \nWj + (l-~Nj) 1 п ( 1 - Л ^ ) ) . (9.29) 

Среднее число частиц идеального Ферми-газа, его внутренняя энергия и 
энтропия будет равны соответственно 

N = £ ЛГ , (9.30) 

U = E = Y,¥i> ( 9 3 1 ) 

S = Y, $ • (9-32) 
i 



Ч А С Т Ь 3 

ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Г Л А В А 10 

Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е СВОЙСТВА Т В Е Р Д Ы Х Т Е Л 

10.1. Электроны в кристаллах 
Твердое тело есть агрегатное состояние вещества, находясь в котором 

оно сохраняет свою форму. Микроскопическая структура твердого тела 
может быть кристаллической или аморфной. В кристаллах атомы распо
ложены регулярными рядами и образуют так называемую кристалличе
скую решетку. На рис. 10.1 изображена так называемая объемноцентри-
рованная кубическая решетка. Положения равновесия, около которых 
совершают тепловые колебания атомы кристалла, называются узлами 
кристаллической решетки. 

Рис. 10.1. Обьемноцентрированная кубическая решетка 

Как известно, каждый атом состоит из положительно заряженного 
ядра и нескольких движущихся вокруг него отрицательно заряженных 
электронов. Так как масса электрона существенно меньше массы ядра 
любого атома, электроны в твердых телах обладают большей подвижно
стью, чем ядра. 
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Для понимания электрических свойств твердых тел принимают сле
дующую модель. Предполагают, что ядра атомов неподвижны, а элек
троны движутся в пространстве между ними. Так как электроны явля
ются микроскопическими частицами, для исследования их движения в 
кристаллической решетке следует применять законы и представления 
квантовой механики, согласно которым движение одного электрона опи
сывается волновой функцией 

^ = </>(*, г ) . (10.1) 

Эта функция является решением уравнения Шредингсра 

at I тп 
где m - масса электрона, U(r) - его потенциальная энергия, характери
зующая воздействие, которое оказывают на этот электрон атомные ядра 
и другие электроны; 

- д2 д2 д2 

д х 2 ^ бу2 дг2 

- оператор Лапласа. 
Физический смысл волновой функции заключается в том, что выра

жение 

есть вероятность обнаружить рассматриваемый электрон в объеме dV, 
т.е. это есть отношение числа dN электронов в малом объеме dV к пол
ному числу Лг электронов в исследуемой системе. Интегрирование этого 
равенства по пространству, в котором движутся электроны (в данном 
случае по объему V кристалла), приводит к условию нормировки 

J M 2 d V ' = 1 . (10.3; 
v 

Для того чтобы найти волновую функцию из уравнения Шредингера 
(10.2), необходимо знать зависимость U = U(f) потенциальной энергии 
электрона от его радиус-вектора г. Запишем общее выражение для по
тенциальной энергии одного из электронов в кристалле. Так как элек
трон движется в электрическом поле, создаваемом ядрами и всеми други
ми электронами, его потенциальная энергия будет равна сумме энергий 
его взаимодействия с этими частицами: 

U(r) = U*(r) + UzA(r). (10.4) 
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Заряд атомного ядра равен +Zet где Z - порядковый номер элемента 
в таблице Менделеева. Поэтому потенциальная энергия взаимодействия 
электрона с одним из ядер будет описываться выражением 

— е • Z е 

4 тге0 | г — R | 
где г и Я - радиус-векторы электрона и ядра соответственно. Энергия 
взаимодействия электрона со всеми ядрами будет равна сумме таких вы
ражений: 2 

^ 4 т г £ , | г - Я | 

Энергия иэл(г) взаимодействия одного электрона со всеми другими 
электронами кристалла описывается еще более сложным выражением. 
По этой причине строгое решение уравнения Шредингера для электрона 
в кристаллической решетке представляет собой очень сложную матема
тическую задачу. Однако это уравнение имеет очень простое прибли
женное решение, которое можно получить на основе следующих сообра
жений. 

Каждый атом нейтрален, так как число электронов в атоме равно по
рядковому номеру Z элемента в таблице Менделеева, и вследствие этого 
заряд всех электронов атома равен по величине заряду ядра. Поэто
му, когда какой-нибудь электрон достаточно быстро движется по про
странству кристалла, он не успевает "разглядеть" отдельные электро
ны в атомах. Для такого электрона кристаллическая решетка состоит 
из нейтральных атомов, с которыми он практически не взаимодейству
ет. Потенциальную энергию такого электрона можно положить равной 
нулю: 

U (г) = 0, (10.5) 
т.е. такой электрон можно считать свободным. 

Иначе обстоят дела, когда электрон движется внутри атома вокруг 
"своего" ядра. Тогда именно это ядро определяет характер движения 
электрона. Те электроны в атоме, которые движутся ближе к ядру, 
называются внутренними. Электроны, наиболее удаленные от ядра, 
называются внешними, или валентными. Внешние электроны слабее 
связаны с атомом, чем внутренние. Поэтому под влиянием каких-либо 
внешних воздействий внешние электроны "легко" отрываются от атома 
и становятся свободными. 

Приближение, в котором пренебрегают воздействием ядер и электро
нов на движение отдельного электрона в кристалле, называется прибли
жением свободных электронов. В этом приближении с учетом равенства 
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(10.5) уравнение Шредингера принимает вид 

с 0 6 » 
at 2 т 

Движение свободного электрона описывается волновой функцией 

ф = Ае~1^1 - * F ) , (10.7) 

которая представляет собой плоскую волну. Нетрудно проверить, что 
эта функция является решением уравнения (10.6). При этом волновой 
вектор к и частота ы волны связаны с импульсом электрона р и его энер
гией Е соотношениями де Бройля 

р = h к , Е = h 

Следует напомнить, что приближение свободных электронов применимо 
только для внешних электронов атомов в кристалле. Для внутренних 
электронов это приближение несправедливо. 

Стационарное состояние электрона в кристалле описывается волно
вой функцией 

ф(1,г) = ехр(-^)<р(г), (10.8) 

где функция <р(г) есть решение стационарного уравнения Шредингера 

h* V2<p+U(r)<p = Е<р, (10.9) 
2m 

т.е. функция <р является собственной функцией оператора Я полной 
энергии электрона, Е - энергия электрона в состоянии, которое описы
вается волновой функцией <р. Решив это уравнение, можно найти спектр 
энергий электрона и набор соответствующих волновых функций, кото
рые описывают его поведение в кристалле. Так как найти решение урав
нения (10.9) не очень просто, в этом разделе рассмотрим только каче
ственную теорию движения электронов в кристалле. 

10.2. Зонная теория электронных спектров 
Одной из главных задач, решение которой позволяет понять и объ

яснить электрические свойства твердых тел, является задача об энерге
тическом спектре электронов в кристаллах. Очевидно, что вследствие 
взаимодействия электронов одного атома с ядрами и электронами окру
жающих атомов спектр энергий электронов в кристалле должен отли
чаться от спектра энергий электрона в отдельном атоме. В то же время 
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существует некоторое соответствие между этими спектрами. Установле
но, что вместо одного энергетического уровня в спектре энергий электро
на в изолированном атоме в спектре энергий электрона, находящегося в 
кристалле из NQ одинаковых атомов, имеются Na очень "близко" распо
ложенных уровней (рис. 10.2). Совокупность таких уровней называется 
энергетической зоной. Интервалы значений энергии, которые не может 
иметь электрон в кристалле, называются запрещенными зонами. 

Е2 

Ex 

= Зона 3 

: Зона 2 

Зона 1 

Спектр знергий электрона 
в изолированном атоме 

Спектр энергий 
электрона в кристалле 

Рис. J0.2. Энергетические уровни 

Таким образом, спектр энергий электронов в кристалле представляет 
собой бесконечную последовательность энергетических зон, разделенных 
запрещенными зонами. В этой последовательности имеется очень "уз
кая" зона самых низких энергий, которыми обладают электроны, дви
жущиеся в непосредственной близости от ядра. Чем дальше электрон 
от ядра, тем больше его энергия и тем шире соответствующая энергети
ческая зона. Некоторые энергетические зоны могут даже "наползать" 
друг на друга и перекрываться. Взаимодействие с соседними атомами 
сильнее всего сказывается на внешних (валентных) электронах. Поэто
му уровни энергий этих электронов образуют наиболее широкую зону. 
Эта зона называется валентной (условное обозначение - ВЗ). Электро
ны, оторвавшиеся от своих атомов и ставшие свободными, обладают еще 
более высокой энергией, чем электроны в атомах. Другими словами, 
уровни энергий свободных электронов лежат выше энергетических уров
ней электронов, связанных с ядрами, и образуют так называемую зону 
проводимости (условное обозначение - ЗП). Для некоторых веществ 
валентная зона и зона проводимости составляют одну энергетическую 
зону. 
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Значения Е энергий электрона, принадлежащие одной и той же энер
гетической зоне, удовлетворяют неравенству 

Emin < Е < Етах . 

Наименьшее для данной зоны значение эпергии Етт называется ее дном, 
а наибольшее Ет<Хх - потолком этой зоны. Разность 

АЕ* = Етах ~~ Етхп 

называется шириной зоны. 

10.3- Распределение электронов по состояниям. 
Функция Ферми - Дирака 

Распределение электронов по состояниям подчиняется принципу Па
ули, согласно которому в одном состоянии может находиться не более 
одного электрона. Иначе говоря, число N электронов в каком-либо со
стоянии может принимать только два значения: N = Q или N = 1. 

В любой равновесной системе частицы распределяются по состояниям 
так, что ее внутренняя энергия принимает наименьшее значение. Это 
утверждение составляет содержание принципа минимума энергии. При 
постоянной температуре Т электроны в кристалле распределяются по 
состояниям в соответствии с этими принципами. 

N(E) 

1 1 0 

Ш1 II шипи о 1ППМП lllllllini llllllltlllllll 
Ер E 

Рис. 10.S. Распределение электронов твердого тела 
по состояниям при температуре Т = О 

Когда абсолютная температура Т = 0, все состояния, соответствую
щие энергиям Е от наименьшей Е0 до некоторой энергии Ер (Еа < Е < 
Ер), заняты электронами (в каждом состоянии по одному электрону), 
а все состояния с энергиями Е > Ер свободны. При этом зависимость 
N = N(E) числа электронов в одном состоянии от его энергии можно 
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выразить формулой 

{ 1 при Е0 < Е < Е Г , 
(10.10) 

0 при Е > EF . 

График этой зависимости представлен на рис. 10.3. Граничное значение 
Ер энергии электрона называется энергией Ферми. 

При температурах Т ф 0 электроны совершают тепловое движение, 
г.е. время от времени переходят из одного состояния в другое. При этом 
какое-либо состояние не бывает все время занято или все время свобод
но. Какой-то один электрон то занимает это состояние, то уходит из 
него. В гаком случае распределение электронов по состояниям следу
ет характеризовать при помощи вероятности W заполнения состояния, 
или среднет числа /V электронов в данном состоянии. Эту величину 
можно определить следующим образом. Пусть за промежуток времени 
г рассматриваемое состояние было занято то одним, то другим электро
ном в течение времени t. Среднее число электронов в этом состоянии 
определяется как 

W= lim 
г—»оо т 

Эта величина эквивалентна вероятности W заполнения состояния каким-
либо электроном: N = W. По определению справедливо неравенство 

0 < ЛГ< 1 . 

Равновесное распределение электронов по состояниям при Т ф 0 опи
сывается посредством функции Ферми - Дирака 

В этой формуле N(E) есть среднее число электронов в состоянии с энер
гией Ь\ или вероятность заполнения этого состояния электроном, к -
постоянная Больцмана. 

График функции Ферми - Дирака представлен на рис. 10.4. Пунктир
ной линией изображен график зависимости N = 77(£) для Т = 0. При 
возрастании температуры "обрыв" на графике функции Ферми - Дира
ка становится все более пологим. При этом его "ширина" возрастает 
пропорционально кТ. 
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Когда температура Т > О, значения функции Ферми - Дирака при 
Е > Ер уже не равны нулю, т.е. не равна нулю вероятность запол
нения электронами состояний, энергия которых больше энергии Ферми. 
При этом значения функции Ферми - Дирака, соответствующие энергиям 
Е < Еру не равны 1, т.е. не все состояния, энергия которых ниже энергии 
Ферми, заполнены электронами. 

Рис. 10.4 
Функция Ферми - Дирака 

EF Е 
При Е = Ер функция Ферми - Дирака принимает значение \: 

1 
N(EF) = у , 

а ее производная 
dW(EF) 1 _ 

dE " 4kT ' 
Используя эти значения, запишем уравнение касательной к графику 
функции Ферми - Дирака в точке Е — Ер: 

Ж ( £ , = Т - 4 Т г < 
Эта функция равна 1 при Е = Ер — 2кТ, а ее график пересекает ось Е 
в точке Е = Ер + 2кТ (рис. 10.5). 

Рис. 10.5. 
"Ширина обрываг на графике 

функции Ферми - Дирака 
равна АкТ 

Ер-2кТ Ер ЕГ + 2кТ Е 

Таким образом, функция Ферми - Дирака почти равна 1 при Е < 
Ер — 2кТ, а при Е > Ер + 2кТ он& почти равна нулю. Это означает, что 
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почти все состояния с энергиями Е < Ер — 2кТ заняты электронами, а 
состояния с энергиями Е > Ер+2кТ почти все свободны, т.е. в тепловом 
движении участвует только сравнительно небольшая часть электронов, 
энергия которых лежит в интервале Ер — 2кТ < Е < Ер + 2кТ шириной 
АкТ. 

Так как множество состояний электронов в кристалле является счет
ным, припишем каждому из них порядковый номер а = 1,2,... Теперь 
формулу (10.11) можно записать так: 

ЛГ, = W(E,) = 1
Ё , (10.12) 

где TV, - среднее число электронов в состоянии под номером «, Ел - энер
гия электрона в этом состоянии. Очевидно, что сумма всех чисел N$ 

равна полному числу N электронов в кристалле: 

£лГ, = лг. (Ю.13) 
$ 

Подставим функцию (10.12) в равенство (10.13). Получим уравнение, ле
вая часть которого содержит величины Ер и Т. Разрешив это уравнение 
относительно энергии Ферми, найдем ее зависимость от температуры и 
числа электронов в твердом теле: 

EF = Ер(Т, N). 

При помощи функции Ферми - Дирака можно вычислить среднее зна
чение любой физической величины, характеризующей движение элек
трона. Например, среднюю энергию электрона можно найти по формуле 

Я = ^- £ Е9ТГ9Ч (10.14) 

где произведение Е, N9 есть средняя энергия электрона в состоянии под 
номером 5. При этом внутренняя энергия U всех электронов в твердом 
теле будет 

U =~EN t или £/ = ̂ £,ЛГ,. (10.15) 

Подстановка в эту формулу функции Фермн - Дирака и вычисление сум
мы дают возможность установить зависимость внутренней энергии элек
тронов от температуры. 
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10.4. Металлы, диэлектрики и полупроводники 
Электрический ток есть направленное, упорядоченное движение за

ряженных частиц, которые называют носителями тока. В твердых те
лах носителями тока являются электроны. Количественной характери
стикой электрического тока является вектор средней скорости электро
на, которая равна сумме скоростей всех электронов в некоторой области 
кристалла, деленной на число этих электронов. Пусть v, есть скорость 
электрона в состоянии под номером $. Так как это состояние иногда 
бывает занято электроном, а иногда - свободно, средняя скорость элек
трона в этом состоянии будет равна произведению Wsv$. В итоге для 
средней скорости всех электронов в рассматриваемой области кристалла 
получим выражение 

t ? = ^ r £ЛГ,*., (10.16) 
$ 

в котором суммирование производится по всем состояниям электрона. 
При вычислении этой суммы ее удобно разбить на части, каждая из ко
торых соответствует одной из энергетических зон: 

*=jr[ £ w'Vt+ £ WtV*+ •)• (1017) 

\$£1зона ж£2 зона / 

Отличными от нуля в этой сумме могут быть только одно или два сла
гаемых по следующим причинам. Внутренние электроны совершают фи
нитные движения, каждый в пределах своего атома. Поэтому средние 
скорости этих электронов равны нулю и 

53 Kv.=0 (10.18) 
#€i зона 

для энергетических зон внутренних электронов. Эта сумма также равна 
нулю, когда среднее число электронов в одном состоянии N$ = 0 для всех 
уровней зоны. Такие зоны называются пустыми. Итак, приходим к впол
не очевидному выводу, что электрический ток в твердых телах может 
быть обусловлен только направленным движением внешних электронов, 
которые имеют возможность освобождаться от атомов. 

Как известно, электрический ток может возникать в веществе, когда 
его помещают в электрическое поле. Проникающее в кристалл внешнее 
электрическое поле действует на имеющиеся в нем электроны. Под дей
ствием поля электроны могут ускоряться и переходить из одного кван
тового состояния в другое. Энергия W', которую приобретают электроны 
при ускорении внешним электрическим полем, больше "расстояния" ЬЕ 
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между уровнями энергии в пределах одной зоны, но энергия W суще
ственно меньше ширины АЕ запрещенной зоны между валентной зоной 
и зоной проводимости. Другими словами, электрическое поле может 
перевести электрон из одного состояния в другое, если эти состояния 
принадлежат одной энергетической зоне. Но электрическое поле не мо
жет "перебросить" электрон из валентной зоны в зону проводимости, не 
разрушив сам кристалл. При этом наступает "пробой" изолятора силь
ным электрическим полем. Поэтому в том случае, когда в какой-либо 
зоне имеются свободные и заполненные электронами состояния (такую 
зону называют полупустой), внешнее электрическое поле производит та
кое перераспределение электронов по состояниям, что сумма скоростей 
электронов в этой зоне становится не равной нулю, т.е. в кристалле 
возникает электрический ток. В таком случае вещество называется про-
водником электрического тока. Если же все энергетические зоны или 
заполнены полностью, или совершенно пусты, то внешнее электрическое 
поле не может изменить распределение электронов по состояниям и все 
суммы (10.18) остаются равными нулю. Такое вещество не проводит 
электрический ток, т.е. является изолятором. 

Рис. 10.6. 
Функция Ферми - Дирака 

и зона проводимости 
для металла 

Пусть для некоторого вещества энергия Ферми лежит где-то вну
три валентной зоны (рис. 10.6). Ширина AEJ* валентной зоны тако
ва, что при не очень высоких температурах выполняется неравенство 
АЕ* Э> АкТ. Вследствие этого функция Ферми - Дирака будет равна 1 
для энергетических зон, лежащих ниже валентной зоны, а уже у потолка 
валентной зоны она будет практически равна нулю. Для всех зон, ле
жащих выше валентной, вероятность заполнения состояния электроном 
будет равна нулю. Это означает, что в каждом внутреннем состоянии 
атома имеется по одному электрону, т.е. все зоны ниже валентной за
полнены полностью. Все зоны выше валентной совершенно пусты. Но 
только некоторая часть состояний с энергиями из валентной зоны за
полнена электронами. Энергии электронов, освободившихся от своих 
атомов, также лежат в валентной зоне. Таким образом, в этом случае 
валентная зона одновременно является зоной проводимости. 
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В рассматриваемом случае в выражении (10.17) только одна сумма 
(а именно, та, которая соответствует полупустой зоне) может быть не 
равна нулю: 

Состояние каждого из внешних электронов можно приближенно описать 
посредством функции (10.7). Модуль этой функции не зависит от ко
ординат электрона. Это означает, что электрон с равной вероятностью 
может быть в любом месте кристалла. Такие электроны называются сво
бодными, или коллективизированными. Каждый из них не принадлежит 
какому-то атому, как внутренние электроны, а движется с некоторой ско
ростью v9 по всему пространству кристалла. 

Бели внешнее электрическое поле отсутствует, то сумма (10.19) бу
дет равна нулю вследствие хаотичности распределения электронов по 
скоростям. Если же кристалл помещен во внешнее электрическое поле, 
то под действием этого поля произойдет' перераспределение электронов 
по состояниям и по скоростям, в результате которого средняя скорость 
электрона станет отлична от нуля, т.е. электроны будут вовлечены в на
правленное движение. По кристаллу пойдет электрический ток. Иначе 
говоря, такой кристалл будет проводником электрического тока. Следу
ет подчеркнуть, что перераспределение электронов по состояниям воз
можно только в том случае, когда в зоне имеются свободные состояния, 
т.е. состояния, еще не занятые электронами. Если же свободные состоя
ния в какой-либо зоне отсутствуют, то сумма £ U скоростей электронов 
с энергиями в этой зоне будет равна нулю независимо от того, имеется в 
кристалле внешнее электрическое поле или нет. Итак, кристаллы, для 
которых энергия Ферми лежит внутри валентной зоны, являются про
водниками электрического тока. При этом полупустая валентная зона 
является также зоной проводимости, так как энергии свободных электро
нов лежат именно в этой зоне. Металлами называют вещества, облада
ющие определенными физическими свойствами. Все металлы являются 
проводниками электрического тока. 

Рассмотрим теперь вещество, для которого энергия Ферми Ер лежит 
в одной из запрещенных зон. Очевидно, что эта запрещенная зона лежит 
между потолком Е\ валентной зоны и дном Е2 зоны проводимости (рис. 
10.7). Как видно из этого рисунка, функция Ферми - Дирака N(E) во 
всех зонах, кроме валентной и зоны проводимости, равна 1 для внутрен
них состояний электронов в атомах и равна 0 для состояний с энергией 
выше зоны проводимости. Поэтому для всех этих зон справедливо равен
ство (10.18). Таким образом, в данном случае формула (10.17) принимает 

(10.19) 
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вил 
(10.20) 

Рис. 10.7. Функция Ферми - Дирака и уровни энергий 
электронов в полупроводниках и диэлектриках 

Шириной АЕ запрещенной зоны (рис. 10.7) называется разность энер
гий, соответствующих дну зоны проводимости и потолку валентной зоны: 

АЕ=Е2-ЕХ. (10.21) 

В том случае, когда эта величина удовлетворяет неравенству 

Д £ > 4 * 7 \ 

функция Ферми - Дирака N(E) = 1 для энергий Е из валентной зоны 
и N(E) = 0 для энергий Е из зоны проводимости. При этом формула 
(10.20) дает значение средней скорости v = 0, т.е. средняя скорость элек
трона в таком кристалле равна нулю независимо от того, действует на 
него внешнее электрическое поле или нет. Такие твердые тела не прово
дят электрический ток и называются изоляторами, или диэлектриками. 

Для некоторых веществ, находящихся в кристаллическом состоянии, 
ширина АЕ запрещенной зоны такова, что при комнатной температуре 
выполняется неравенство 

АЕ <АкТ. 
При этом условии кристаллы могут проводить электрический ток, т.е. 
под действием внешнего электрического поля в них происходит напра
вленное движение электрических зарядов. Такие кристаллы называются 
полупроводниками. 

Полупроводник отличается от диэлектрика только тем, что для него 
ширина АЕ запрещенной зоны, разделяющей валентную зону и зону про
водимости, достаточно мала. Поэтому даже при не очень высоких тем
пературах электроны распределяются по состояниям так, что некоторые 
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состояния, соответствующие энергиям из валентной зоны, оказываются 
свободными, а столько же состояний с энергиями из зоны проводимо
сти заполнены электронами. При Т = 0 все состояния в валентной зоне 
заняты электронами, а все состояния в зоне проводимости свободны. 

10.5, Теория свободных электронов в металлах 
Для металлов валентная зона является полупустой и совпадает с зо

ной проводимости. Наличие в этой зоне свободных состояний дает воз
можность внешним электронам атомов в металле легко перераспреде
ляться по состояниям. Например, энергии теплового движения оказыва
ется достаточно для того, чтобы валентный электрон оторвался от атома 
и стал свободным. Свободные электроны в металле также легко изменя
ют свое состояние под действием внешнего электрического поля. 

В настоящее время общепризнанной является следующая модель стро
ения металла. Внешние электроны атомов в металле не принадлежат 
какому-то одному атому, а являются коллективизированными, т.е. при
надлежащими всему кристаллу. В узлах кристалла расположены образо
вавшиеся из атомов положительно заряженные ионы. Свободные элек
троны движутся в пространстве между ними и играют роль "цемсити-
рирующего раствора", который не позволяет ионам удаляться друг от 
друга, несмотря на действующие между ними кулоновские силы оттал
кивания. Такая связь атомов в кристалле называется металлической. В 
свою очередь ионы не позволяют свободным электронам вылетать слиш
ком далеко за пределы кристалла. Поэтому свободный электрон в кри
сталле подобен частице в ящике с непроницаемыми степками. При паде
нии на границу кристалла плоская волна (10.7), описывающая движение 
свободного электрона, отражается от нее и движется в противоположном 
направлении. При наложении падающей и отраженной волн образуется 
стоячая волна. 

Предположим, что металлический кристалл имеет форму прямо
угольного параллелепипеда, длины ребер которого равны о, 6 и с. Наг 
правим оси координат вдоль этих ребер, а начало отсчета поместим в 
точку их пересечения. Потенциальную энергию свободного электрона 
можно считать равной нулю: U(r) = 0. В таком случае стационарное 
уравнение Шредингера (10.9) принимает вид 

L 171 

Решением этого уравнения, которое описывает стоячую волну, будет 
функция 

у>(г) = A sin kxx sin k9y sin kzz , (10.23) 

(10.22) 
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где А = const; кТу ку н kz - координаты волнового вектора к. Так как 
границы кристалла являются непроницаемыми для свободных электро-
нов, волновая функция должна быть равна нулю на всех шести сторонах 
параллелепипеда. В самом деле, функция (10.23) обращается в ноль на 
поверхностях х = 0, у = 0 и : = 0. Она будет равна нулю на противопо
ложных гранях параллелепипеда, где х = а, у = 6и : = с, если проекции 
волнового вектора будут 

a w о с 
где п\у П2, пз = 1, 2, 3, ... 

Подставив функцию (10.23) в уравнение Шредингера (10.22), нетрудно 
убедиться в том, что она является решением этого уравнения при усло
вии, что энергия Е электрона связана с модулем к волнового вектора 
соотношением 

Л 2* 2 

Е=\^Г' (10.24) 
Рассмотренный пример подтверждает тот факт, что состояния элек

трона в кристалле образуют счетное множество. В этом примере роль 
номеров состояний играют числа n l f П2, пз и спиновое квантовое число 

Найдем число </Г* электронных состояний, для которых модуль вол
нового вектора лежит в интервале (kt k+dk). Для этого построим прямо
угольную систему координат, на осях которой будем откладывать значе
ния проекций кТ} ку, к, волнового вектора к. Каждому состоянию элек
трона будет соответствовать в этом пространстве точка с координатами 

/ X П\ тг пз тг пз 

Так как щ9 п 2 , п 3 - целые положительные числа, все эти точки рас
полагаются в первом октанте пространства и образуют прямоугольную 
"кристаллическую решетку". Объем элементарной ячейки этой решетки 
равен *3/abc. Следовательно, концентрация точек, являющихся узлами 
решетки, будет равна abc/r3. Состояниям, для которых волновые чи
сла лежат в интервале (к, к + dk), соответствуют точки, лежащие внутри 
сферического слоя радиуса к и толщины dk (рис. 10.8). Число этих то
чек равпо произведению их концентрации на объем 1/8 части слоя. С 
учетом того, что каждому волновому вектору к соответствует два состо
яния электрона с различными значениями проекции спинового момента 
импульса на ось придем к выражению 

J r , = 2 4 | 4 , t ' « = ^ , (10.25) 
Tf5 8 V1 

• 
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где V = a be - объем кристалла. 
Число dTE состояний электрона с энергиями в интервале (Е, E + dE) 

найдем при помощи соотношения (10.24). Так как 

1 гт, 7Т it \/2m dE 
к = — У/2 тЕ и dk = - Ц 7 = , 

h h 2У/Е 
получим: 

drB = 
V m у/2 тп Е dE (10.26) 

Рис. 10.8. К вычислению 
числа </Г* состояний 
свободного электрона 

в металле 

Это выражение можно представить как 

dTE = g(E)dEt (10.27) 

где функция 

V т у/2 т Е 
9(E) = (10.28) 

называется плотностью числа состояний 
свободных электронов в металле, или 
просто плотностью состояний. 

Число dNE электронов, энергия которых лежит в интервале (Е, Е + 
dE), равно произведению среднего числа 77(£) электронов в одном со
стоянии на число dTE состояний в этом интервале: 

dNE = Nr(E)dTE. 

С учетом формулы (10.27) это выражение можно записать так: 

dNE = f(E) dE, (10.29) 

где 
f(E) = N(E)g(E). (10.30) 

Функция / = f(E) описывает распределение по энергиям свободных 
электронов в металле. Эта функция есть произведение функции Фер
ми - Дирака на плотность состояний. 

Интеграл от выражения (10.29) в пределах зоны проводимости равен 
числу Ne свободных электронов в металле: 

J f(E)dE=Ne. (10.31) 
о 
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Здесь нижний предел интегрирования Emin = 0, как следует из формулы 
(10.24), соответствует дну зоны проводимости, а верхний предел Етах -
ее потолку. 

При Т = 0 все состояния в зоне проводимости, соответствующие энер
гиям от Е = 0 до Е = E F , заняты электронами, а все состояния с энерги
ями Е > Ер - свободны (N = 0). Так как в каждом занятом состоянии 
находится только один электрон (N = 1), функция распределения (10.30) 
будет иметь вид 

- г : 
д(Е) при 0 < Е < EF , 

f(E) = { (10.32) 
при Е > Ер . 

При этом равенство (10.31) переходит в 

Ер 

Из этого равенства найдем выражение для энергии Ферми при Т = 0: 

EF = ^ - ( З т 2 п е ) 2 / 3 , (10.33) 

где пе = Ne/V - концентрация свободных электронов в металле. 
Рассмотрим электроны, энергия которых лежит в интервале ( £ , Е + 

dE). Так как ширина dE интервала есть величина физически бесконеч
но малая, суммарная энергия этих электронов будет равна произведению 
энергии Е одного электрона на их число dNg. При этом с учетом фор
мулы (10.29) полная энергия всех свободных электронов в металле будет 
равна интегралу 

U= J Е f(E) dE . (10.34) 
о 

Так как функция распределения / = f(E) содержит в себе в качестве 
параметра температуру Т, по формуле (10.34) можно установить зависи
мость U — U(Т) внутренней энергии свободных электронов от темпера
туры. Вычисления этого интеграла при Т = 0 приводят к формуле 

U = ^EFNe =~ЁNe , (10.35) 
5 

где 
~Е = Ер (10.36) 

5 
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- средняя энергия одного свободного электрона в металле при Т = 0. 
Свободные электроны в металле называют электронным газом. Бели 

распределение электронов по состояниям описывается функцией Ферми 
- Дирака, то электронный газ называется вырожденным. 

Рассмотрим поведение функции Ферми - Дирака, когда энергия элек
трона Е больше энергии Ферми Ер так, что выполняется неравенство 

E k T F > l - ( 1 0 3 7 ) 

В этом случае 
E-EF е х Р п ^ > 1 

и формула (10.11) принимает вид 

ЩЕ) ~ ехр ~ Е , * Е р = const е - 0 Е , (10.38) 
AT 1 

где 0 = (kT)~l - обратная температура. Так как энергию свободного 
электрона можно выразить через его скорость как 

„ mv7 

Е= , 

функция (10.38) есть распределение Максвелла - Больцмана. Часть 
графика функции Ферми - Дирака, для которой выполняется условие 
(10.37), называют "хвостом" распределения. 

При повышении температуры энергия Ферми Ер уменьшается, и при 
достаточно высоких температурах график функции Ферми - Дирака так 
сильно смещается влево, что для всех значений энергии электрона в зо
не проводимости выполняется неравенство (10.37), т.е. над зоной про
водимости располагается "хвост" распределения. Из этого следует, что 
распределение свободных электронов по состояниям при высоких тем
пературах (Т » Тр) описывается функцией Максвелл а-Больцмана, В 
таком случае электронный газ называют невырожденным. 

Как известно из классической (неквантовой) статистической физики, 
средняя кинетическая энергия поступательного движения частицы иде
ального газа равна 

7? = -|*7\ (10.39) 

Эта формула справедлива для свободных электронов в металле толь
ко, когда электроный газ становится невырожденным и его температура 
превышает некоторое граничное значение 7>, называемое температурой 
Ферми. 

256 



Так как средняя энергия частицы монотонно возрастает при увели
чении температуры, энергия (10.39) электрона, которой он обладает при 
Г > Тр, больше его средней энергии (10.36) при Т = 0: 

i * r > | s F ( o ) . 

Усилим полученное неравенство: 

* T > £ F ( 0 ) . 

Из этого неравенства и формулы (10.33) следует, что температура Ферми 

10.в. Закон Ома. Электропроводность металлов 
Количественной характеристикой электрического тока служит век

тор j плотности тока. Физический смысл этого вектора заключается в 
том, что с его помощью можно вычислить силу I тока в проводнике по 
формуле 

/ = JjdS. (10.41) 
5 

Иначе говоря, сила тока, протекающего через поверхность 5, есть поток 
вектора j через эту поверхность. 

Плотность тока связана со средней скоростью v носителя тока соот
ношением 

j = qnv, (10.42) 
где q - заряд одного носителя тока, п - концентрация носителей тока. 
Если носителями тока служат электроны, то q = — е. 

При движении электрона в твердом теле он испытывает на себе воз
действие со стороны атомов кристаллической решетки, которые препят
ствуют его движению. Это взаимодействие приближенно можно описать 
следующей формулой для силы сопротивления: 

Fсопр. = — OL у , 

где а - положительный коэффициент. Согласно этой формуле, сила со
противления, действующая на электрон в кристалле, по величине про
порциональна модулю его скорости и направлена в сторону, противо
положную направлению движения электрона. В электрическом поле, 
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напряженность которого равна Е , на электрон действует сила — еЕ . 
Движение электронов в постоянном электрическом поле имеет стацио
нарный характер, т.е. их средняя скорость не изменяется с течением 
времени, а ускорение равно нулю. При этом также равна нулю сумма 
сил, действующих на электрон: 

- a v - c F = 0. 

Отсюда найдем, что скорость электропа связана с напряженностью элек
трического поля соотношением 

в котором коэффициент 

V = - / i Е , 

е 

(10.43) 

называется подвижностью электрона. Подставив выражение (10.43) в 
формулу (10.42), придем к закону Ома в дифференциальной форме 

4 Р 
j = <rE , (10.44) 

где величина 

а = с iin (10.45) 

0 Т 
Рис. 10.9. 

Температурная зависимость 
удельного сопротивления 

металла 

называется удельной электропроводно
стью, или проводимостью вещества. 
Величина р, обратная проводимости, 
называется удельным сопротивление 

(10.46) 

Экспериментально установлено, что при не очень низких температу
рах удельное сопротивление какого-либо металла изменяется с темпера
турой t линейно: 

р(0 = М 1 + а О . < 1 ( М 7 ) 
где р0 - удельное сопротивление металла при 0°С, а - температурный 
коэффициент, 

1 
a — . 

273 
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Так как температура t по Цельсию связана с температурой Т по Кельви
ну как / = Т — 273, найдем, что удельное сопротивление металла прямо 
пропорционально абсолютной температуре: 

р(Т) = РоаТ. (10.48) 

Это справедливо только при не очень низких температурах. График этой 
зависимости показан на рис. 10.9. 

Носителями тока в металлах являются свободные электроны, т.е. 
электроны, энергия которых лежит в зоне проводимости. Концентра
ция п свободных электронов в металле не зависит от температуры. Сле
довательно, согласно формуле (10.45) уменьшение электропроводности 
металла с ростом температуры связано с понижением подвижности /i 
электронов, которое обусловлено рассеянием волн де Бройля на нерегу-
лярностях кристаллической решетки. В идеальной кристаллической ре
шетке волна де Бройля, описывающая движение свободного электрона, 
распространяется без рассеяния. Это означает, что электрон движется 
в кристалле равномерно и прямолинейно. В таком случае подвижность 
электрона ц бесконечно велика, а электрическое сопротивление кристал
ла равно нулю. Тепловые колебания атомов нарушают их регулярное 
расположение. Волна де Бройля рассеивается на нерегулярностях ре
шетки, т.е. со временем случайным образом изменяется мгновенная ско
рость движения электрона. При этом электрон будет двигаться с посто
янной средней скоростью только в том случае, когда на него действует 
постоянная по величине н паправлепию сила. Например, эта сила мо
жет действовать на электрон со стороны электрического поля. С ростом 
температуры увеличивается амплитуда тепловых колебаний атомов. Это 
приводит к усилению рассеяния волн де Бройля и уменьшению подвиж
ности электронов. 

10.7. Чистые полупроводники 
Если вещество состоит из одинаковых атомов и не содержит в себе 

инородных частиц (примесей), то его называют чистым. На рис. 10.7 
показан график функции Ферми - Дирака для чистого полупроводни
ка. Уровень Ферми Ер в этом случае лежит в запрещенной зоне между 
валентной зоной и зоной проводимости. Иногда эту запрещенную зону 
называют энергетической щелью. 

При Т = 0 все состояния с энергиями в валентной зоне заполнены пол
ностью (N = 1), а все состояния в зоне проводимости свободны (N = 0). 
Это означает, что все электроны "привязаны" к своим атомам и нет ни 
одного свободного электрона. При Т ф 0 для энергий из валентной зо
ны функция Ферми - Дирака принимает значения N(E), которые "чуть" 
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меньше единицы. Это означает, что в результате теплового движения 
некоторые электроны отрываются от атомов и становятся свободными. 
Очевидно, что число появившихся таким образом свободных электро
нов равно числу Nh состояний, освободившихся при их уходе из атомов. 
Свободное от электрона состояние, энергия которого лежит в валентной 
зоне, называют " дыркой*. Это свободное состояние со временем опять мо
жет быть заполнено электроном. Если свободное состояние в валентной 
зоне (т.е. дырку) заполняет электрон, который до этого был свободным, 
то такой процесс называется рекомбинацией дырки со свободным элек
троном. Если же в дырку переходит валентный электрон от соседнего 
атома, то на прежнем месте этого электрона образуется новая дырка. Та
ким образом дырка может перемещаться по кристаллу от одного атома 
к другому. Дырка, т.е. свободное состояние в валентной зоне, обознача
ется символом h (от англ. hole - дырка). 

Рис. 10.10. Атом Ge 
и его ближайшие соседи 
в кристалле германия. 
Вокруг каждого атома 

движутся восемь 
валентных электронов 

В изолированном атоме валентные электроны движутся вокруг ядра. 
Если атом входит в состав кристалла, то движение его валентных элек
тронов существенно изменяется. В металле валентные электроны стано
вятся "свободными" и движутся по всему объему кристалла. В полупро
воднике только немногие валентные электроны могут стать свободными. 
Валентный электрон, который еще не освободился из атома, движется 
так, что его можно считать принадлежащим сразу двум соседним атомам. 
Если можно было бы нарисовать траекторию движения такого электро
на, то она была бы похожа на цифру восемь, охватывающую два атома. 
Такой электрон осуществляет связь двух атомов, которая называется 
ковалентной. Например, атом германия Ge содержит четыре валентных 
электрона. Поэтому в кристалле германия каждый атом Ge окружен че
тырьмя соседними атомами, с которыми он "обменивается" валентными 
электронами, осуществляющими ковалентную связь (рис. 10.10). Эти 
четыре "соседа" расположены в вершинах воображаемого правильного 
тетраэдра. Символ Ge + на рис. 10.10 обозначает положительный ион 
германия, так называемый атомный остаток, который образуется после 
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удаления из атома валентных электронов. На рис. 10.11 условно изо
бражен процесс освобождения валентного электрона из атома Ge. На 
его месте образуется "дырка". 

Подставим выражение (10.20) для средней скорости электрона в по
лупроводниковом кристалле в формулу (10.42) для плотности электри
ческого тока. Получим: 

\$£вз *езп / 
где учтено, что N = n V. 

Среднее число ТГ9 электронов в одном состоянии под номером в с энер
гией из валентной зоны удобно представить как 

W$ = 1 - Ws
(k), (10.50) 

где N$ - среднее число дырок в этом состоянии, или, что то же саг 
мое, вероятность того, что состояние под номером в из валентной зоны 
не заполнено электроном. Так как сумма скоростей электронов из со
вершенно заполненной зоны равна нулю: 

*евз 

подстановка (10.50) в формулу (10.49) 
дает 

J = Jk+l, (10.51) 
где 

а = £ Е тг.т «., 
(10.52) 

ш€ЭП 

Как видно из формулы (10.51), плотность электрического тока в полу
проводнике есть сумма двух векторов jh и j e . Первый из этих векторов 
jh обусловлен наличием свободных состояний (дырок) в валентной зоне, 
а второй j € - наличием свободных электронов в зоне проводимости. При 
сравнении формул (10.52) приходим к выводу, что дырку можно рассма-
тривать как подвижную частицу, несущую на себе положительный заряд 
+ е. Создаваемая этими носителями тока (дырками и свободными элек
тронами) электропроводимость кристалла называется собственной. 

Рис. 10.11. Освобождение 
валентного электрона 
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Плотности токов (10.52) удобно представить в виде 

jh = С ПН Vb , j e = - С Пе V€ , (10.53) 

где 
ПН = — , Пе = — 

- концентрации дырок и свободных электронов, 

- средние скорости дырки и свободного электрона. 
Средние скорости электронов и дырок vt и щ не равны нулю толь

ко в том случае, когда кристалл находится во внешнем силовом поле. 
Например, когда в нем создано электрическое поле. При этом чем силь
нее поле, тем больше скорости направленного движения частиц. Этому 
утверждению соответствуют равенства 

f7, = - / j , £ \ 5 * = / 1 Л £ \ (10.54) 

где / i f и / i * - подвижности электронов и дырок соответственно, Е -
напряженность внешнего электрического поля в кристалле. Подстановка 
выражений (10.52) - (10.54) в формулу (10.51) приводит к закону Ома в 
дифференциальной форме 

J = < r E , 

где удельная электропроводность полупроводника 

а = е (/je n e + fin nh). (10.55) 

Чтобы установить температурную зависимость проводимости полупро
водника, необходимо знать, как зависят от температуры концентрации 
свободных электронов и дырок. 

Число N€ свободных электронов и число NH дырок в полупроводнике 
определяются формулами 

NE= 22 WT, NH = £ W$
LH). (10.56) 

*йЗП ш£ВЗ 

Причем число N, свободных электронов равно числу дырок: 

N< = NH. (10.57) 
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Из этих трех уравнений можно найти энергию Ферми Ер и концентрации 
пе и пд свободных электронов и дырок: 

Ep = UEl+E2)+^kT\n^, 2 4 m« (10.58) 

(10.59) 

где Д £ = Е? — Е\ - ширина запрещенной зоны между валентной зоной 
и зоной проводимости. Вывод этих формул будет проведен ниже. 

Согласно формуле (10.59) концентрации электронов и дырок в полу
проводнике равны нулю при Т = 0 и возрастают с ростом температу
ры. Причем скорость возрастания концентраций определяется в основ
ном присутствием в этой формуле экспоненциального множителя. 

10.8. Собственная проводимость полупроводника 
Проводимость полупроводника, обусловленная переходами электро

нов из валентной зоны в зону проводимости называется собственной. 
На рис. 10.12 изображен график температурной зависимости удель
ного сопротивления полупроводника р = р(Т). Сравните эту зависи
мость с представленным на рис. 10.9 графиком температурной зависимо
сти удельного сопротивления металла, которая определяется формулой 
(10.48). Как видно из рис. 10.12, удельное сопротивление полупровод
ника монотонно убывает при возрастании температуры, в то время как 
удельное сопротивление металла растет прямо пропорционально абсо
лютной температуре. 

Зависимость удельной электропроводности полупроводника от темпе
ратуры можно установить при помощи формулы (10.57). Подвижности 

Рис. 10. Л. 
Температурная зависимость 

удельного сопротивления 
чистого полупроводника 

Ро 
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/ i e и ць электронов и дырок в полупроводнике так же, как и подвиж
ность электронов в металле, уменьшаются с ростом температуры из-за 
рассеяния волн де Бройля на нерегулярностях кристаллической решет
ки, связанных с тепловыми колебаниями атомов. Однако зависимость 
удельной электропроводности полупроводника от температуры опреде
ляется главным образом экспоненциальной зависимостью от температу
ры концентраций (10.59) электронов и дырок. Подстановка выражений 
(10.59) в формулу (10.55) приводит к зависимости 

а (Т) = а0 ехр 
V 2кТ ) ' (10.60) 

где АЕ - ширина энергетической щели, ас - положительный множитель, 
зависимость которого от температуры является более "слабой" по срав
нению с экспоненциальной зависимостью следующего за ним множите
ля. Эта формула определяет зависимость удельной электропроводности 
чистого полупроводника от температуры. При этом удельное сопроти
вление полупроводника будет зависеть от температуры так: 

р(Т) = Р о ехр A S 
2кТ 

График этой зависимости соответствует графику на рис. 10.12. 

In а 

In а\ 

In а7 

Рис. 10.13. Зависимость 
логарифма проводимости 

от обратной температуры 
для чистого полупроводника 

01 02 0 
Прологарифмируем обе части равенства (10.60). Получим: 

In <г = In <т0 - ^0АЕ. (10.61) 

Согласно этому равенству логарифм проводимости In а зависит от обрат
ной температуры 0 = 1/кТ по линейному закону (рис. 10.13). В самом 
деле, такие зависимости были установлены экспериментально. По это
му графику можно определить значение ширины энергетической щели 
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АЕ для исследуемого полупроводника. Пусть значению 0\ = (кТ\)~1 

обратной температуры соответствует значение проводимости <т\\ 

In <тх = In а0 - j 0х АЕ , 

а значению 02 = (ЬТ?)'1 - значение проводимости 

In <гз = In <г0 — i Д Д £ . 

Исключив из этих равенств \п<т0у придем к формуле 

Л Д = 2 ' ° ^ , - 1 п « г а = 2 * Г , Г , to£L 

PI — PI Тi — Т2 0*2 

Измерив значения 7\, 7з, <ri и 0*2, по этой формуле можно вычислить 
значение ширины энергетической щели АЕ. 

10.9. Примесные полупроводники п-типа 
Инородные атомы, замещающие некоторые из атомов данного полу

проводника (скажем, германия Ge) в узлах кристаллической решетки, 
называются атомами примеси. 

Ge+) (Ge+ 

Рис. 10. Ц. 
Атом фосфора Р 

в кристалле германия (ту ' 

Ge+) (Ge+ 

Пусть в качестве примесей в кристалле германия присутствуют ато
мы 5-валентного фосфора Р (рис. 10.14). Четыре из пяти внешних элек
тронов атома фосфора осуществляют его ковалентную связь с четырь
мя соседними, окружающими его атомами германия, а пятый внешний 
электрон в атоме фосфора оказывается как бы "не у дел". Этот элек
трон очень слабо связан с атомом фосфора, т.е. достаточно сообщить 
ему очень небольшую энергию и он станет свободным. Это означает, что 
уровни энергий таких "лишних" электронов в атомах фосфора лежат 
чуть ниже дна зоны проводимости (рис. 10.15). 
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Так как для отрыва "лишнего" электрона от атома фосфора требу
ется существенно меньшая энергия, чем для отрыва одного электрона 
от атома германия, атомы фосфора будут основными "поставщиками94 

свободных электронов. Поэтому атомы фосфора в кристалле германия 
называются донорами свободных электронов, а уровни энергии "лишних" 
электронов - донорными уровнями. Атом фосфора, от которого оторвал
ся электрон, превращается в малоподвижный положительно заряженный 
ион. 

ЩЕ) 
1 

• - - • « • ^ — , 

вз 

X 1 

Допорные | Ч 
уровни 1 \ w ЗП 

1 М I , | 
Ed Ер Е7 Е 

Рис. 10.15. Функция Ферми • Дирака 
и энергетические уровни электронов в полупроводнике п-типа 

До тех пор, пока около атомов фосфора еще остаются " лишние" элек
троны, только очень небольшое количество свободных электронов возни
кает при их отрыве от атомов германия. При этом образуется такое же 
небольшое количество дырок. Таким образом, в кристалле германия с 
примесями атомов фосфора подвижными заряженными частицами (но
сителями тока) являются в основном свободные электроны. Поэтому 
такой кристалл называется полупроводником п-типа. 

При Т = О "лишние" электроны движутся каждый вокруг своего ато
ма фосфора, т.е. все донорные уровни заняты, а все состояния из зоны 
проводимости свободны. Поэтому уровень Ферми лежи! между донор
ными уровнями и дном зоны проводимости. 

Энергию Ферми и концентрацию свободных электронов можно найти 
следующим образом. При Т ф О число свободных электронов в зоне 
проводимости определяется формулой 

*€3/7 
а число электронов, оставшихся на донорных уровнях 

Nt = NEW(Ed)t 

где N4 - число атомов примеси в кристалле, Ed - энергия "лишнего" 
электрона в атоме фосфора. Число электронов, которые освободились 
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из донорных атомов равно 

Очевидно, что это число равно числу N€ свободных электронов: 

ND (1 - W(ED)) = NE . (10.63) 

Уравнения (10.62) и (10.63) образуют систему, из которой можно найти 
E F И NT. Полученная таким образом зависимость от температуры кон
центрации свободных электронов в полупроводнике n-типа при не очень 
высоких температурах удовлетворительно описывается формулой 

где fid - концентрация атомов примеси, A E D = Е? — ED - ширина проме
жутка между донорными уровнями и дном зоны проводимости. 

При низких температурах основными носителями тока в полупровод
нике n-типа являются электроны, оторвавшиеся от атомов-доноров. Так 
как удельная электропроводность прямо пропорциональна концентрации 
носителей тока: <т примеси = е fie пе, формула (10.64) приводит к следую
щей зависимости удельной электропроводности полупроводника п-типа 
от температуры: 

(гпримеси = °о « р Ypf) » (10.65) 

где <г'0 - положительная величина, зависимостью которой от температуры 
можно пренебречь. 

При достаточно высокой температуре наступает "истощение" атомов 
примеси, т.е. все "лишние" электроны покидают донорные атомы и ста
новятся свободными. При этом уровень Ферми смещается к середине 
энергетической щели. С ростом температуры число свободных электро
нов продолжает увеличиваться, но уже за счет их отрыва от атомов 
германия. Этот процесс сопровождается образованием дырок. В этом 
случае удельная электропроводность полупроводника будет равна сум
ме примесной и собственной электроводностей: 

<г = <гпримеси + осовете - (10.66) 

При низких температурах (кТ <С A E D ) в этой сумме первое слагаемое 
больше второго, а при высоких преобладает второе слагаемое. 
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10.10« Примесные полупроводники р-типа 
Рассмотрим теперь случай, когда в качестве примесей в кристалле 

германия Ge присутствуют атомы трехвалентного индия In (рис. 10.16). 

Ge+] Ge+ Ge-

Ge+ Ge+ Ge+ 

Рис. 10.16. Атом индия In в кристалле германия 

Три внешних электрона атома индия образуют ковалентные связи с 
тремя из четырех соседних атомов германия Ge. При этом одно состоя
ние около атома индия остается свободным. Энергия электрона в таком 
состоянии только на сравнительно небольшую величину АЕа выше по
толка валентной зоны. Энергии этих состояний называются акцептор
ными уровнями. При Т = 0 все эти состояния свободны н уровень Ферми 
расположен между потолком валентной зоны и акцепторными уровнями 
(рис. 10.17). 

Акцепторные 
уровни ЗП 

Е\ Ер Е7 
Е 

Рис. 10.17. Функция Ферми - Дирака 
и энергетические уровни электронов в полупроводнике р-типа 

При повышении температуры электроны с энергиями из валентной 
зоны (т.е. внешние электроны, осуществляющие связь между атомами 
Ge) начинают заполнять свободные состояния с более высокими энер
гиями. Как видно из рис. 10.17, энергия электронов, оторвавшихся от 
атомов германия, будет принимать значения, отмеченные на оси энергий 
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акцепторными уровнями, т.е. эти электроны будут захвачены атомами 
индия. Атомы примеси в данном случае называются акцепторами. При 
захвате электрона атом индия превращается в неподвижный отрицатель
но заряженный ион, а на месте электрона у атома германия образуется 
дырка. Свободные электроны с энергиями в зоне проводимости присут
ствуют в очень незначительном количестве. Таким образом, в кристалле 
германия с примесями атомов индия основными носителями тока явля
ются дырки. Поэтому такие примесные полупроводники называются по
лупроводниками р-типа. Их удельная электропроводность определяется 
формулой 

<*примссн = &о ехр 

где АЕа - "расстояние" от потолка валентной зоны до акцепторных уров
ней. 

10.11. р-п-переход 
Рассмотрим кристалл, одна часть которого из-за присутствия в ней 

примесей является полупроводником n-типа, а другая - полупроводни
ком р-типа. Такая конструкция называется p-n-переходом (рис. 10.18). 

6 
1« И 

р 
^ ® 

1 
п 

р 

0 © 
U 0 

1 
п 

Рис. 10.18. р-п-псрсход 

В полупроводнике n-типа подвижными заряженными частицами явля
ются свободные электроны, заряд которых скомпенсирован зарядом не
подвижных положительно заряженных ионов, образовавшихся из атомов-
доноров. В полупроводнике р-типа подвижными заряженными частица
ми являются дырки, а их заряд нейтрализуется зарядом отрицательных 
ионов, образовавшихся из атомов-акцепторов. Когда эти полупроводни
ки соприкасаются, электроны перемещаются через граи иду раздела из 
полупроводника п-типа в полупроводник р-типа, где они рекомбиниру-
ют с дырками. При этом в тонком слое n-полупроводника у границы 
раздела обнажаются положительные ионы, а в слое р-полупроводника 
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по другую сторону границы раздела обнажаются отрицательные ионы. 
Эти заряды создают электрическое поле, которое препятствует диффу
зии электронов из n-полупроводника в р-полупроводник. Со временем 
устанавливается динамическое равновесие, при котором число электро
нов, диффундирующих через границу раздела из n-полупроводника в 
течение некоторого времени, равно числу электронов, протекающих за 
это время в обратном направлении под действием создаваемого ионами 
электрического поля. В результате этих процессов у поверхности разде
ла полупроводников образуется двойной слой, обедненный носителями 
тока. Поэтому этот слой обладает высоким электрическим сопротивле
нием, которое пропорционально его ширине 6. 

Е 

+, -
- Ч ь -

Рис. 10.19. Полупроводниковый диод. Прямое включение ЭДС 

Если создать внутри р-п-перехода электрическое поле, подключив к 
нему источник ЭДС так, как показано на рис. 10.19, то под действи
ем этого поля электроны в n-полу проводнике и дырки р- полупроводнике 
сместятся ближе к границе раздела. В результате ширина 6 слоя, обед
ненного носителями тока, уменьшится и как следствие уменьшится со
противление перехода. Электрическое поле противоположного напра
вления увеличивает сопротивление перехода. Поэтому сила электриче
ского тока, протекающего через р-л-переход, нелинейно зависит от при
ложенного напряжения. Это свойство р-п-перехода используется в раз
личных полупроводниковых устройствах. 



Г Л А В А 10 * 

Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е СВОЙСТВА Т В Е Р Д Ы Х Т Е Л 
(продолжение) 

10.12. Чистые полупроводники. Энергия Ферми 
Найдем энергию Ферми и температурные зависимости концентраций 

свободных электронов и дырок в чистом полупроводнике. Число Ne сво
бодных электронов и число /V\ дырок в полупроводнике определяются 
формулами 

Nc = £ Ж,, (10.67) 
* € З Л 

Nh = £ 7Гё
(Н), (10.68) 

где N3 - среднее число электронов в состоянии под номером s в зоне про
водимости, - среднее число дырок в состоянии s в валентной зоне. 
Распределение свободных электронов по состояниям в зоне проводимости 
описывается функцией (10.12) 

ЛГ, = W(E$) = 1
Е _ Е р , (10.69) 

1 + е х р - ^ 

где Е9 - энергия электрона. Функцию N^h\ описывающую распределе
ние дырок по состояниям в валентной зоне, найдем из равенства (10.50). 
После несложных вычислений получим: 

ЛГ/Л) = W(k\E.) = 1-Е—ЁГ . (10.70) 
1 + е х р л г 

Суммы типа (10.67) и (10.68) можно сравнительно легко вычислить 
в тех случаях, когда их удается свести к интегралам по энергиям ча
стиц. Для этого необходимо знать плотности д\(Е) и gi(E) электронных 
состояний в валентной зоне и зоне проводимости. Найдем эти функции. 

Зависимость от волнового вектора энергии электрона в полупровод
нике имеет более сложный характер, чем зависимость (10.24) для свобод
ных электронов в металле. Примерный вид этой зависимости показан на 
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рис. 10.18. Функция N ( E ) , описывающая распределение свободных элек
тронов по состояниям принимает наибольшее значение при Е = Е7. При 
увеличении энергии эта функция быстро убывает (рис. 10.6). Из этого 
следует, что значения энергии большинства свободных электронов ле
жат около дна зоны проводимости, где Е > Е7. Как видно из рис. 10.18, 
в этой области зависимость энергии свободного электрона от волнового 
вектора можно описать приближенной формулой 

h2k2 

£ = Е 2 + , (10.71) 
I те 

где величина т€ называется эффективной массой электрона. Нетрудно 
видеть, что зависимость (10.61) подобна зависимости (10.24) от волнового 
вектора энергии свободного электрона в металле. Однако эффективная 
масса те свободного электрона в полупроводнике, вообще говори, не рав
на массе m свободного электрона в металле. 

Е\ 

ЗП 

Е7 дно зоны проводи
мости 

Е\ потолок валентной 

ВЗ 

зоны 

Рис. 10.18. Зависимость от волнового числа кх энергии электрона в 
полупроводнике. При малых значениях кх каждая из этих кривых мало 
отличается от параболы 

Согласно формуле (10.70) число свободных состояний TV {Н\Е) возра
стает с увеличением энергии Е в валентной зоне и принимает наибольшее 
значение у потолка этой зоны, т.е. при Е = Е\. С уменьшением энергии 
число свободных состояний в валентной зоне быстро убывает (рис. 10.6). 
Из рис. 10.18 видно, что при Е < Е\ зависимость энергии электрона от 
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волнового вектора можно описать формулой 

h2k2 

Е = ЕХ- —— , (10.72) 

где гид - эффективная масса дырки. 
Формулы (10.71) и (10.72) дают возможность определить плотности 

состояний д\(Е) и Я2{Е). Так, из формулы (10.72) следует, что 

k = ±-^2mh(El-E), dk=- • и * £ _ Ё • 

Подстановка этих выражений в формулу (10.25) дает следующее выра
жение для числа состояний в интервале (Е, E+dE) у потолка валентной 
зоны: 

dTE = 9\(E)dE, (10.73) 
где плотность состояний 

g l ( E ) = ^ y - a . ( 1 0 7 4 ) 

Из формулы (10.71) следует, что 

1 т гт; =—г \/ 2 in- dE 

Подстановка этих выражений в (10.25) приводит к формуле 

drE = gi(E)dE (10.75) 

для числа состояний в интервале (Е, Е + dE) у дна зоны проводимости. 
Здесь плотность состояний 

Число дырок, энергия которых лежит в интервале (Е, E+dE), равно 
произведению вероятности N ^\Е) на число состояний ёТв-

J V ( A ) ( £ ) r f T E . 

Используя это выражение и формулу (10.73), сумму (10.68) можно заме
нить интегралом 

ЕХ 

Nh= J Wih){E)9l(E)dE. (10.77) 
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Так как у дна валентной зоны почти нет свободных состояний, т.е. функ
ция N ^Н\Е) здесь практически равна нулю, нижний предел интегриро
вания для простоты вычислений можно положить равным — оо. 

Число свободных электронов, энергия которых лежит в интервале 
(Е, Е + dE), равно произведению вероятности N ( E ) заполнения одного 
состояния в зоне проводимости на число состояний с/Г :̂ 

ЩЕ) dvE. 

Используя это выражение и формулу (10.75), сумму (10.67) можно заме
нить интегралом 

N(E)g2(E)dE. (10.78) 
Е2 

Здесь верхний предел интегрирования, который соответствует потолку 
зоны проводимости, положили для простоты вычислений разным оо. Это 
не приводит к большой ошибке потому, что вероятность N(E) заполнения 
какого-либо состояния у потолка зоны проводимости практически равна 
нулю. 

Значения энергии Е электрона в валентной зоне, где Е < Е\, удовле
творяют неравенству 

E F - E 
— > 1 . 

кТ 
В этом случае 

E F - Е t 

Это неравенство позволяет приближенно записать формулу (10.70) так: 

Л Г ( А ) ( Е ) ^ е х р ^ = ^ , (Ю.79) 

Подставим функции (10.74) и (10.79) в формулу (10.77). Получим 

Nh 

х- п~ 
— оо 

Введем новую переменную интегрирования 
х > = Ex - Е 

кТ 

Так как 

кТ 
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будем иметь 

h x*h3 У ' Р кТ 
где интеграл 

оо 
/ 

о 
Таким образом, придем к формуле 

N/2 fmhkT\ 2 £ t - £ / • 
(10.80) 

Значения энергии E электрона из зоны проводимости, где Е > Е?, 
удовлетворяют неравенству (10.37) 

в силу которого при этих значениях энергии справедливо приближенное 
выражение (10.38) 

W(E) ~ ехр ~ E * E f = const • е ~ р Е 

для вероятности заполнения электроном состояния в зоне проводимо
сти. Подставим это выражение и выражение (10.76) в формулу (10.78). 
Получим 

N e = V m ^ ^ 7 cB''*Tjy/E=E7e-*'kTdE. 

Замена переменной интегрирования 

о Е — Ei 
1 =-Тт-

позволяет преобразовать это выражение к виду 
_ з 

У/2 ( тпекТ\Ъ E F - Е2 

N ' = V — { ^ h 5 - ) е Х Р 
(10.81) 

кТ 

Число Ne свободных электронов равно числу Nh дырок: 

Nt = Nh. (10.82) 
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Подставив в это равенство выражения (10.80) и (10.81), придем к урав
нению, из которого найдем энергию Ферми: 

E F = L(El + E2)+jkT l n ^ - . (10.83) 

В том случае, когда эффективные массы электронов н дырок равны: 
тпе = шд, энергия Ферми лежит точно посередине запрещенной зоны, 
которая отделяет валентную зону от зоны проводимости. 

Подставив выражение (10.83) в формулу (10.81), с учетом (10.82) най
дем температурные зависимости концентраций свободных электронов и 
дырок: 

n e = n A = ^ ( m e т А ) ? 2 ехр ( - - £ | г ) , (Ю.84) 

где АЕ = Е% — Е\ - ширина запрещенной зоны между валентной зоной 
и зоной проводимости. 

10.13. Эффект Холла 
Рассмотрим простой опыт, который дает возможность измерить кон

центрацию носителей тока в веществе и определить знак их электриче
ского заряда. Речь идет об эффекте Холла (Эдвин Холл (1855 - 1938) -
американский физик). Этот эффект заключается в том, что в проводни
ке с током, помещенном в магнитное поле, появляется электрическое по
ле, силовые линии которого перпендикулярны линиям тока (рис. 10.19). 
При этом вольтметр показывает разность потенциалов между точками 
/ и 2, которые расположены на прямой, перпендикулярной к сторонам 
проводника и к силовым линиям магнитного поля. 

/ 

Рис. 10.19. Схема установки для измерения эффекта Холла 

Посмотрим, что происходит в проводящей пластине, вдоль которой 
течет электрический ток (рис. 10.20), когда ее помещают в магнитное 
поле. Электрический ток обусловлен действием на носители тока элек-
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трического поля. На рис. 10.20 вектор напряженности Е\\ этого элек
трического поля направлен вдоль оси у и описывается формулой 

£ll = { 0 , S y , 0 } . 

Рис. 10.20. К теории эффекта Холла 

Предположим, что в проводнике или полупроводнике имеются носи
тели тока одного типа. Со стороны поля на носитель тока действует 
сила 

Е = «я[|, (Ю-85) 
где q - заряд носителя тока. Эта сила вынуждает заряды двигаться 
вдоль силовых линий электрического поля с некоторой скоростью v. На 
рис. 10.20 изображен вектор скорости v для случая, когда носитель тока 
имеет положительный заряд (q > 0). При этом вектор плотности тока 

3 = qnv (10.86) 

будет направлен в ту же сторону, что и векторы Ец и v. 
ЕСЛИ заряженная частица движется в магнитном поле, то на нее дей

ствует сила Лоренца 
Тм = Я[иЖ] , (10.87) 

где В - индукция магнитного поля. Пусть вектор В индукции внешнего 
поля направлен перпендикулярно к линиям тока. Например, пусть он 
будет направлен вдоль оси х: 

В = { - Я, 0, 0} . 

В гаком случае на частицу, движущуюся вдоль оси у со скоростью v, 
будет действовать магнитная сила FM% отклоняющая ее вверх. Причем 
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направление силы Лоренца не зависит от знака заряда частицы. Бели 
частица имеет не положительный, а отрицательный заряд, то ее скорость 
V на рис. 10.20 будет направлена в противоположную сторону. Поэтому 
сила Лоренца (10.87) будет направлена в ту же сторону. 

Итак, магнитная сила движет носители тока к верхней грани пла
стины, где образуется скопление зарядов, распределенных почти равно
мерно по поверхности. Одновременно на нижней грани возникает тонкий 
слой ионов с зарядами противоположного знака, обнажившихся в резуль
тате ухода от них подвижных заряженных частиц. Такое распределение 
зарядов напоминает распределение зарядов на обкладках плоского кон
денсатора. Эти заряды создают электрическое поле, вектор Е± напря
женности которого направлеп вдоль оси г. Движение носителей тока к 
верхней грани пластины прекратится, когда сумма действующих на них 
вдоль оси z сил станет равной нулю: 

Ум + Я^± = 0 . 

Из этого равенства при помощи формулы (10.87) найдем вектор Е± наг 
пряженности поперечного электрического поля: 

E i = - [v~B] • (10.88) 

Проекция этого вектора на ось г будет 

E, = -Bv9. (10.89) 

Существование поперечного электрического поля может быть обна
ружено экспериментально. К точкам J и 2 на верхней и нижней грат 
нях пластины подключают вольтметр. Эти точки выбирают так, чтобы 
потенциалы в них были одинаковы, когда магнитное поле отсутствует. 
После включения магнитного поля вольтметр покажет некоторое зна
чение разности потенциалов А<р (электродвижущая сила Холла). Это 
значение связано с напряженностью поперечного электрического поля 
соотношением 

А<р = - Ег h , 

где А - расстояние между верхней и нижней гранями пластины. Подста
новка в эту формулу выражения (10.89) дает 

A<p = Bvy Л. (10.90) 

Из этой формулы видно: разность потенциалов Д<р имеет тот же знак, 
что и проекция вектора скорости на ось у, т.е. на направление тока. Для 
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носителей тока, имеющих положительный заряд, скорость vy > 0 и ЭДС 
Холла А<р > 0. Для носителей тока с отрицательным зарядом ьу < 0 и 

< 0. Таким образом, знак разности потенциалов совпадает со знаком 
носителей тока в проводнике. 

Согласно формуле (10.86) скорость vy связана с плотностью тока со
отношением 

j = q п vy 

Плотность тока можно выразить через силу тока: 

J 
J = 5 ' 

где S = hd - плотность поперечного сечения проводника, d - толщина 
пластины в направлении магнитного поля (рис. 10.20). При помощи этих 
соотношений формулу (10.90) можно преобразовать к виду 

Д * > = - £ 4 - (1091) q п а 

В этой формуле все величины, кроме q и п, могут быть измерены непо
средственно. И если известен заряд q носителя тока, то по этой формуле 
можно вычислить их концентрацию. 

Формулу (10.91) обычно записывают так: 

д„ (10.92) 

где 
Я я = — (10.93) qn 

- постоянная Холла. 
Расчет ЭДС Холла становится более сложным в том случае, когда в 

полупроводнике имеются носители тока двух типов: электроны и дырки. 
Если полупроводник с током поместить в магнитное поле, то электроны 
и дырки начнут двигаться к верхней грани пластины (рис. 10.). На 
этой грани появятся поверхностные заряды. Одновременно у противо
положной грани обнажатся ионы. Эти поверхпостные заряды создадут 
в полупроводнике поперечное электрическое поле. Со временем устано
вится динамическое равновесие, т.е. поверхностные плотности зарядов и 
напряженность поперечного электрического поля примут некоторые по
стоянные значения. При этом плотность электрического тока вдоль оси 
z станет равна нулю: 

U = 0 . (10.94) 
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Однако движение носителей тока вдоль силовых линий поперечного 
электрического поля, т.е. вдоль оси z, не прекратится. Электроны и 
дырки будут продолжать перемещаться к верхней грани пластины под 
действием сил Лоренца. Средние скорости vg и Vh электронов и дырок 
определяются напряженностями сил, действующих на эти частицы: 

Ъ = -»е(Ж + [ьсЖ]) , (10.95) 

й + [ t ; A В ] ) , (10.96) 

где /i« и fih - подвижности электронов и дырок соответственно. Фор
мулы (10.95) и (10.96) являются обобщением формул (10.54) на случай, 
когда частицы движутся не только в электрическом, но и в магнитном 
поле. Согласно формулам (10.53) скорости vc и VH частиц определяют 
плотность электрического тока в полупроводнике: 

j = - с п€ ve + с пн Vh • (10.97) 

Проекция j y вектора j плотности тока на ось у связана с силой тока /, 
текущего в полупроводнике вдоль силовых линий продольного электри
ческого поля Ец, соотношением 

>„ = j . (10.98) 

Можно показать, что формулы (10.94) - (10.98) приводят к выражению 
(10.92) для ЭДС Холла. В том случае, когда индукция магнитного поля 
не очень велика, для постоянной Холла справедливо следующее выра-



Г Л А В А 11 

Т Е П Л О В Ы Е СВОЙСТВА Т В Е Р Д Ы Х Т Е Л 

11.1. Закон Дюлонга и Пти 
Измерить количество энергии, содержащейся в каком-либо теле, т.е. 

внутреннюю энергию этого тела, невозможно. Однако сравнительно про
сто можно измерить количество тепла 6Qf сообщаемого телу в некотором 
термодинамическом процессе, и соответствующее приращение вТ темпе
ратуры тела. Теплоемкость тела С есть отношение полученного им те
пла к приращению температуры: С = 6Q/dT. Измеряя 6Q и JT для 
различных значений температуры и вычисляя их отношение, можно экс
периментально установить зависимость С = С(Т) теплоемкости тела от 
температуры. Теплоемкость тела Су при постоянном объеме есть про
изводная от его внутренней энергии U по температуре: 

С = %. ( U . I ) 

Для теоретического объяснения установленной экспериментально тем
пературной зависимости теплоемкости какого-либо тела поступают сле
дующим образом. Сначала выбирают воображаемую модель исследуе
мого тела. Эта модель служит основанием для теоретического расчета 
зависимости V = U(T) внутренней энергии тела от температуры. Затем 
но формуле (11.1) находят зависимость теплоемкости от температуры и 
сравнивают ее с температурной зависимостью теплоемкости, полученной 
экспериментально. Ниже будут представлены три различные теории те
плоемкости твердых тел. Рассмотрим сначала самую простую из этих 
теорий. 

Тепловое движение частиц в твердых телах представляет собой малые 
хаотические колебания атомов и молекул около положений равновесия, а 
также случайные переходы электронов из одного квантового состояния в 
другое. Наиболее часто совершают такие переходы свободные электроны 
в металлах. С ростом температуры увеличиваются амплитуды колеба
ний атомов, а свободные электроны в металле переходят в состояния с 
более высокой энергией. При этом увеличивается внутренняя энергия 
металла. Итак, зависимость U = U(T) внутренней энергии металла от 
температуры определяется температурными зависимостями V\ = Ui(T) и 
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U = Ue(T) энергий кристаллической решетки и газа свободных электро
нов: 

U(T) = Ui(T) + UC(T). (11.2) 

Согласно формулам (11.1) и (11.2) теплоемкость металла С равна сумме 
теплоемкостей С\ и С е кристаллической решетки и свободных электро
нов: 

С(Т) = Q(T) + Се(Т). (11.3) 

В неметаллических твердых телах нет или очень мало свободных элек
тронов. Поэтому их теплоемкость обусловлена только тепловыми коле
баниями атомов, т.е. равна теплоемкости кристаллической решетки. 

Внутренняя энергия кристаллической решетки есть энергия тепловых 
колебаний атомов. В первом приближении каждый атом твердого те
ла можно рассматривать как гармонический осциллятор. Основанная 
на этом предположении модель называется гармонической моделью кри
сталла. 

Полная механическая энергия одномерного гармонического осцилля
тора, т.е. частицы, которая под действием "упругой" силы совершает 
гармонические колебания в одном направлении х, равна сумме кинети
ческой и потенциальной энергий: 

E = ± M T , 2 + ± c * 2 , (11.4) 

где гп и V - масса частицы и ее скорость, с - жесткость, т.е. коэффици
ент пропорциональности между силой F, действующей на частицу, и ее 
смещением х из положения равновесия: F = — с х (закон Гука). 

Согласно классическим (неквантовым) представлениям средняя энер
гия частицы, входящей в состав равновесной макроскопической систе
мы, такова, что на одну степень свободы приходится энергия, равная 
^JbT, где к - постоянная Больцмана. Поэтому среднее значение энергии 
(11.4) гармонического осциллятора, содержащей два слагаемых, равно 
кТ. Атом в твердом теле может колебаться в трех взаимно перпенди
кулярных направлениях. Следовательно, его средняя энергия должна 
быть равна ZkT. Таким образом, твердое тело, содержащее N атомов, 
обладает внутренней энергией 

U = 3kTN . 

При этом решеточная теплоемкость тела 

Q = 3kN . 
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Моль любого вещества содержит число Авогадро частиц. Поэтому 
молярная теплоемкость твердого тела, т.е. теплоемкость одного моля, 
будет 

С = З Л , (11.5) 

где R = ICNA - универсальная газовая постоянная. Формула (11.5) вы
ражает экспериментально установленный закон Дюлонга и Пти, соглас
но которому молярная теплоемкость всех химически простых веществ в 
кристаллическом состоянии одинакова и равна ЗЯ~ Однако этот закон 
справедлив только при достаточно высоких температурах, превышаю
щих некоторое значение 0, называемое температурой Дебая. Для разных 
веществ температура Дебая принимает различные значения, которые ле
жат в пределах от 200 до 2000 К. 

Рис. 11.1. Температурная зависимость теплоемкости 
неметаллических твердых тел 

На рис. 11.1 представлена экспериментально установленная темпе
ратурная зависимость теплоемкости некоторого диэлектрика, т.е. веще
ства, в котором нет свободных электронов н теплоемкость которого равна 
теплоемкости его кристаллической решетки. Эта зависимость обладает 
следующими особенностями. При низких температурах решеточная те
плоемкость пропорциональна абсолютной температуре в третьей степе
ни: 

С/ - Г 3 , (11.6) 
а при температурах выше температуры Дебая, как уже говорилось, спра
ведлив закон Дюлонга и Пти. 
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11.2. Теория Эйнштейна 
Атомы являются микроскопическими частицами, движение которых 

подчиняется законам квантовой механики. Если рассматривать атом в 
твердом теле как гармонический осциллятор, то следует принять во вни
мание, что энергия квантового гармонического осциллятора может при
нимать значения 

(11.7) 

где и - частота колебаний, а колебательное квантовое число 

n = 0, 1, 2,... 

Найдем среднее значение энергии (11.7) квантового гармонического ос
циллятора, используя закон Гиббса, который определяет вероятность 
Wn того, что находящаяся в термодинамическом равновесии система мо
жет оказаться в некоторый момент времени в микросостоянии с энергией 
Еп: 

^ п = Л е х р ( - - ^ г ) , (11.8) 

где п - номер состояния. Постоянную А находят из условия нормировки 

£ W „ = 1 . (11.9) 

Среднее значение энергии определяется формулой 

¥=^EnWn. (11.10) 
п 

Подставим в эту формулу выражение (11.7). С учетом условия норми
ровки получим: 

n=0 \

 1

 ' п=0 1 

Сумма в этом выражении равна сумме (4.42), которая была вычислена 
в разделе 4.10. Используя формулу (4.43), являющуюся результатом 
этих вычислений, придем к следующему выражению для средней энергии 
квантового гармонического осциллятора: 

— hu> 1 ^ 
E = jrrу + Т Л и ; ' ( и л 1 ) 
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где х = hv/kT. Величину ъ формулах (11.7) и (11.11) называют 
энергией нулевых колебаний. 

При высоких температурах параметр х < 1 и в формуле (11.11) можно 
положить е* ~ 1 + х. В результате получим 

т.е. при высоких температурах квантовая теория дает такое же выраже
ние для средней энергии квантового гармонического осциллятора, что и 
классическая. 

Если предположить, что все атомы кристалла совершают колебания с 
одной и той же частотой ы, то его внутренняя энергия будет 

U = ZEN = 3hu,N (еЛш/к\_} + 1) . (11.12) 

По формуле (111) найдем теплоемкость кристалла: 

Zhu,Ne*»/*T Ни, 
С - ( е - / " " . ! ) » ТТ- ( П Л З ) 

При высоких температурах (кТ ^ Лы) выражение (11.13) переходит в 
С = ZN к, т.е. приводит к закону Дюлонга и Пти. При низких темпера
турах 

кТ 

Это выражение обращается в ноль при Т 0. Однако оно не согласуется 
с экспериментально установленной зависимостью (11.6). Таким образом, 
формула (11.13) только качественно описывает реальную зависимость 
теплоемкости кристаллической решетки от температуры. 



Г Л А В А 11 * 

Т Е П Л О В Ы Е СВОЙСТВА Т В Е Р Д Ы Х Т Е Л 
(продолжение) 

11.3. Упругие волны 
Колебания, совершаемые атомами твердого тела под влиянием упру

гих сил, действующих на них со стороны соседних атомов, называются 
упругими. Совокупность взаимосвязанных упругих колебаний, происхо
дящих в различных точках твердого тела, есть волна, которая также 
называется упругой. В тех случаях, когда длины упругих волн суще
ственно больше расстояний между атомами, кристалл можно рассматри
вать как однородную сплошную (непрерывную) среду, несмотря на то, 
что в действительности он состоит из отдельных атомов. 

Рассмотрим плоские упругие волны, распространяющиеся в твердом 
теле в определенном направлении. Построим прямоугольную декарто-
ву систему координат так, чтобы направление оси х совпадало с этим 
направлением. Пусть исследуемое тело в целом покоится относитель
но выбранной системы координат. Когда атом находится в положении 
равновесия, сумма сил, с которыми на него действуют соседние атомы, 
равна нулю. Такие положения различных атомов тела называются узла
ми кристаллической решетки. Координаты произвольного узла решетки 
обозначим х, у и г, а координаты атома в смещенном положении - х + £, 
у+4 и z + Q. Вектор, проекции которого на оси координат равны г) и С, 
называется вектором смещения атома из положения равновесия. Оче
видно, что при движении атома его смещения rj и С будут изменяться с 
течением времени и для разных атомов могут принимать различные зна
чения. Другими словами, эти величины в общем случае есть функции 
от времени и координат. Например, 

£ = £(<, У» * ) • 
В том случае, когда упругая волна распространяется вдоль оси х, сме
щение £ будет зависеть от времени и только от одной координаты х: 

* = (11-14) 

Эта функция описывает смещения атомов из положений равновесия 
вдоль оси х, т.е. вдоль направления распространения волны. Поэтому 
упругая волна (11.14) называется продольной. 
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Функции 
q = Tl(t,x) и < = < ( ! , * ) (11.15) 

описывают смещение атомов в направлениях, перпендикулярных к на
правлению распространения волны. Такие упругие волны называются 
поперечными. Оказывается, продольные и поперечные волны распро
страняются в твердых телах с различными скоростями, которые будем 
обозначать v\\ и v i соответственно. 

Функция (11.14), описывающая продольную волну, является решением 
волнового уравнения 

Это есть линейное дифференциальное уравнение в частных производных, 
общее решение которого можно представить в виде суммы гармонических 
волн различных частот и длин волн: 

£ С * ) = Ц Л, cos(w,- f -* , * + <».-). 
i 

Рассмотрим одно из слагаемых в этой сумме: 

х) = A coe(u;'<-fcx + a ) . (П.17) 

Подстановка этой функции в уравнение (11.16) обращает его в тождество 
при условии, что частота о/ и волновое число к связаны соотношением 

ц/' = I / , , * , (11.18) 

которое называется дисперсионным соотношением. 
Функции (11.15), описывающие поперечные упругие волны, являются 

решениями уравнения 

ftf-Iri- ( П 1 « ) dt2 х 0 х з v ' 

Монохроматическая волна 

n(t, х ) = A cos(u>"t-kx + a) (11.20) 

будет решением волнового уравнения (11.19) при условии, что 

u>" = vj.k. (1121) 

Таким образом, о одном и том же направлении могут распространять
ся три гармонические волны, характеризуемые одним волновым числом 
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к. Одна из этих волн является продольной и имеет частоту о/', опре
деляемую формулой (11.18), а две другие - поперечными с частотой и" 
согласно формуле (11.21). 

11.4. Одномерный кристалл 
Исследуем теперь упругие колебания атомов в кристалле при помо

щи законов динамики. С этой целью рассмотрим самую простую модель 
кристалла в виде цепочки из одинаковых атомов, связанных воображае
мыми пружинками (рис. 11.2). Пусть эта цепочка состоит из N атомов 
и имеет длину /. 

/ 

Рис. 11.2. Одномерный кристалл 
Движение атомов вдоль оси х в рамках классической механики опи

сывается совокупностью функций 

X, = Xi(t) , 

где t - номер атома в цепочке, i = 1, 2, 3, N. 

(11.22) 

i - l 

и 

i + 1 

Рис. 11.3. Атом в одномерном кристалле и его ближайшие соседи 

Запишем второй закон Ньютона для i-ro атома: 

mxi = Fi, (11.23) 

где 
(11.24) 

- сила, действующая на i-й атом со стороны других атомов, U - потен
циальная энергия цепочки, равная сумме энергий взаимодействия ато
мов. Будем считать, что взаимодействуют только ближайшие соседи 
(рис. 11.3). 
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В первом (гармоническом) приближении энергия взаимодействия двух 
атомов с номерами i — 1 и t прямо пропорциональна квадрату изменения 
расстояния между ними (закон Гука) и равна 

где с - коэффициент жесткости, R0 - равновесное расстояние между ато
мами. Координата i-ro атома присутствует также в выражении для энер
гии его взаимодействия с ( i + 1)-м атомом. Таким образом, координата Х{ 
будет присутствовать в выражении для потенциальной энергии цепочки 
только в двух слагаемых: 

U = ... ^ с ( х , - - Яо) 2 + ^ c ( x t + i - Xi - Яо) 2 + ... 

Продифференцировав эту функцию по х,, найдем по формуле (11.24) 
силу, действующую на t-й атом: 

Fi = с(х<_1 -2 * t 

Подставив это выражение в уравнение (11.23), получим систему уравне
ний для функций (11.22) 

mxi = c ( x t - i - 2xi + x * + i ) . (11.25) 

Начало отсчета абсциссы удобно выбрать так, чтобы координата i-ro 
атома в положении равновесия была 

Xi = iRo. (11.26) 

При этом функции (, = &(*)» описывающие смещения атомов из положе
ний равновесия, будут связаны с функциями (11.22) равенствами 

*<(0 = * . -+&(* )• ("-27) 

Подстановка этих функций в уравнения Ньютона (11.25) дает 

т б = c ( 6 - i - 2& + & + , ) . (П.28) 

где i = 2, 3, N — 1. Чтобы получить уравнение движения для первого 
атома в цепочке, в уравнении (11.28) следует положить t = 1 и = 0: 

m & = c ( - 2 * i + 6 ) . (11.29) 
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Чтобы получить уравнение движения для TV-го атома, в уравнении 
(11.28) следует положить i = N и = 0: 

= c(t„-x - 2 ^ л г ) . (11.30) 

Обыкновенные дифференциальные уравнения (11.28) - (11.30) обра
зуют систему для N функций & = &(<)• Будем искать решение этой 
системы в виде 

6 ( t ) = a,-co6Ci;t. (11.31) 

Эти функции описывают продольные гармонические колебания атомов 
с одной и той же частотой ы, нос разными амплитудами. Подстановка 
функций (11.31) в уравнения (11.28) -(11.30) приводит к системе алге
браических уравнений для амплитуд а*: 

ш2ах + w 0
2 ( - 2 a i + а 2 ) = 0, (11.32) 

ш2а{(+w0
2(a._i - 2 а , i + Qi+i) = 0, (11.33) 

w 2 a * + u ; 0
2 ( a t f _ i - 2 а * ) = 0, (11.34) 

где 

(11.35) 

Полученная система линейных однородных уравнений имеет нетриви
альное решение тогда и только тогда, когда определитель Л, составлен
ный из ее коэффициентов, равен нулю: 

Д ( ы 2 , и; 2 ) = 0. (11.36) 

Это равенство представляет собой уравнение степени N относительно не
известной величины и; 2. Решив это уравнение, найдем N значений и>\, W2, 

u/jv, которые может принимать частота продольных колебаний атомов. 
Аналогично можно доказать, что частота поперечных колебаний может 
принимать 2N значений. Таким образом, приходим к выводу, что атомы 
в кристалле могут совершать гармонические колебания, в спектре частот 
которых содержится всего 3N значений. Это вывод справедлив не толь
ко для одномерного кристалла, но также и для реальных трехмерных 
кристаллов. 

З а д а ч а 1. Проверить, являются ли амплитуды 

<цf = А sin(k R0i) (11.37) 

290 



решениями уравнения (11.33), и доказать, что частота и колебаний ато
мов в одномерном кристалле зависит от волнового числа к согласно фор
муле 

kRo 
ы = 2 и* sin (11.38) 

При помощи уравнений (11.32) и (11.34) доказать, что волновое число к 
может принимать только N значений 

к = жп 

где п — 1,2, N. Найти спектр длин Л упругих волн в одномерном 
кристалле. 

З а д а ч а 2. Рассматривая смещение ( в уравнении (11.28) как глад
кую непрерывную функцию £ = £(*, х , ) , показать, что это уравнение 
можно преобразовать к виду 

до вх* • 

где V = Я(>и;0. 

11.5. Теория Дебая 
Рассмотрим кристалл в форме прямоугольного параллелепипеда (рис. 

11.4). 
г, 

Ь У 

Рис. 11.4. Кристалл прямоугольной формы 

Упругая стоячая волна в таком кристалле описывается функцией 

Z(t, х, у, г) = A sin кхх sin к9у sin кгг cosu><, (11.39) 
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где проекции кг,куи кж на оси координат волнового вектора к подчиня
ются требованиям 

** = , = г , кг = , (11.40) 
а о с 

пь n j , пз = 1 э 2, 3,... 

Рис. J 1.5. К вычислению 
числа dNk упругих волн 

в прямоугольном кристалле 

Найдем число dNk упругих стоячих волн в кристалле, для которых 
модуль волнового вектора к принимает значение из интервала (&, k+dk). 
Все эти векторы заканчиваются внутри восьмой части сферического слоя 
радиуса к и толщины dk (рис. 11.5). Так как на каждый вектор к с 
координатами (11.40) в пространстве переменных кТ, к9 и к, приходится 
объем 

аЬс 
ж* 

где V = abc - объем кристалла; число таких векторов равно 

1 х з 
j4*k*dk : 

В направлении, задаваемом одним вектором к, могут распространяться 
три упругие волны: одна продольная и две поперечные. Поэтому число 
волн 

dNk= Z V
2

k * ? k . (11.41) 

Если бы скорости распространения продольных и поперечных волн 
были равны, то дисперсионные соотношения (11.18) и (11.21) приняли 
бы вид 

и) = V к . 

292 



В таком случае число dNw упругих волн, частоты которых лежат в ин
тервале (и, и> + du>), найдем из формулы (11.41), подставив в нее 

к - — и dk=—. 
V V 

Получим: 
ZVu2du> 

Эта формула будет справедлива в общем случае, если в вей положить 

d N « = о . а Т • (П-42) 

V 3 Vh V 
1 + 2 

н "J-
Как было показано в предыдущем разделе, число колебаний в твердом 

теле равно 3N. Поэтому 
FdN„ = ZN. (11.43) 

При интегрировании по частотам этот интеграл будет сходиться только 
в случае, если спектр частот упругих колебаний кристалла ограничен со 
стороны высоких частот, т.е. частота ы колебаний атомов твердого тела 
не превышает некоторого предельного значения и;та*: 

С учетом этого условия подстановка в равенство (11.43) выражения 
(11.42) приводит к уравнению 

2*2v* 
о 

j u2du = ZN. (11.44) 

Из этого уравнения найдем наибольшую частоту колебаний атомов твер
дого тела: 

u,m„ = v ^67^T, (11.45) 
где 

N 
» = Т Г 

- концентрация атомов. 
Формула (11.11) определяет среднее значение энергии квантового гар

монического осциллятора. Предположим, что такова средняя энер
гия одной упругой волны в кристалле. В таком случае произведение 
~Ё{и) dNw есть энергия тепловых колебаний атомов кристалла, частоты 
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которых лежат в интервале (о;, и + du>). При этом внутренняя энергия 
кристалла будет равна интегралу от этого выражения: 

U = J Е(и>) dN„ = 

ZV 

2 т 
b 

Энергия нулевых колебаний кристалла 

4 i r : i t ; 3 J 8 
о 

Введем в формуле (11.46) новую переменную интегрирования 

Получим: 

о 
где 

0 = - ^ 2 L (11.50) 

- характеристическая температура Дебая. 
Продифференцировав выражение (11.46) по температуре, найдем за

висимость теплоемкости кристаллической решетки от температуры: 

С(Т)= * \ \ / - . (11.51) 

Произведя замену переменной интегрирования по формуле (11.48), при
дем к 

C,T) = 9 t W ( ^ ) 3 / " 1 ^ r . (П.52, 
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Зависимости (11.51) и (11.52) очень хорошо согласуются с эксперимен
тальной зависимостью, представленной на рис. 11.1. 

При низких температурах выполняется неравенство Т <С 0 и верхний 
предел хтат в интеграле (11.49) становится так велик, что его можно 
положить равным бесконечности. Так как 

о 

формула (11.49) принимает вид 

V(T)= Z * \ N J T 4 + U.. (11-53) 
Дифференцирование этого выражения по температуре приводит к зави
симости решеточной теплоемкости от температуры 

С(Г) ( £ ) 3 , (11.54) 

которая соответствует температурной зависимости теплоемкости, уста
новленной экспериментально. 

Прневысоких температурах (Т > в) средняя энергия (11.11) дает зна
чение Е = кТ. При этом формула (11.46) с учетом (11.44) приводит к 
зависимости U(T) = 3 N кТ, из которой следует закон Дюлонга и Пти. 
Таким образом, теория Дебая для простых неметаллических веществ, 
т.е. для твердых тел, состоящих из одинаковых атомов, очень хорошо 
объясняет экспериментальную зависимость теплоемкости от температу
ры. 

11.6. Теплоемкость электронного газа в металлах 
Внутренняя энергия свободных электронов в металле при Т = 0 опре

деляется формулой (10.35). При не очень высоких температурах расчет 
по формуле (10.34) приводит к следующей зависимости внутренней энер
гии электронного газа от температуры: 

wr> = i£F(O)/v.(i + - H ! * 0 ) . < 1 Ш> 
Когда температура Т существенно больше температуры Ферми Tjc и 

электронный газ становится невырожденным, его внутренняя энергия с 
учетом формулы (10.39) будет 

U<(T) = ^kTNe. (11.56) 
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График температурной зависимости внутренней энергии электронного 
газа приведен на рис. 11.6. Пунктирная линия есть асимптота, описыва
емая зависимостью (11.56). 

О 7> Т 
Рис. 11.6. Температурная зависимость внутренней энергии 

электронного газа 

Теплоемкость электронного газа определяется формулой 

Продифференцировав функции (11.55) и (11.56), найдем, что 
Л ' 2EF(0) 2 TF 

при низких температурах, и 

С<(Т) = у к ЛГв 

(11.57) 

(11.58) 

при Т T F - График зависимости теплоемкости электронного газа от 
температуры показан на рис. 11.7. 

С, 

О TF Т 
Рис. 11.7. Температурная зависимость теплоемкости 

электронного газа 
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Согласно формуле (11.3) теплоемкость металла равна сумме теплоем-
костей кристаллической решетки и газа свободных электронов. Темпера
турные зависимости этих теплоемкостей характеризуются соответствен
но температурой Дебая в и температурой Ферми 7>. Расчет показывает, 
что 7> ~ 104 К, т.е. температура Дебая существенно ниже температуры 
Ферми: $ < 7>. 

При низких температурах (Т <С в) теплоемкость электронов (11.57) 
выше теплоемкости (11.54) кристаллической решетки. С повышением 
температуры теплоемкость решетки "быстро" растет и становится боль
ше теплоемкости электронов: С\ Се- Это неравенство справедливо в 
силу того, что температура Ферми очень высока и электронный газ в ме
таллах является вырожденным. Таким образом, при Т > в теплоемкость 
электронного газа меньше теплоемкости кристаллической решетки и по
этому закон Дюлонга и Пти справедлив не только для неметаллических 
веществ, но также и для металлов. 

11.7. Тепловое расширение твердых тел 
Экспериментально установлено, что твердые тела при нагревании рас

ширяются, т.е. размеры и объем твердого тела увеличиваются с ростом 
температуры. Причем длина / тела зависит от температуры по линейно
му закону: 

/ = / 0 ( l + <**)> (1Ь59) 
где 10 - длина тела при t = 0° С, а - коэффициент линейного расширения. 
Наблюдается слабая зависимость а от температуры. 

Рассмотрим взаимодействие двух соседних атомов твердого тела. При
мем для потенциальной энергии этого взаимодействия приближенную 
формулу 

U(R) = Uo + у се - 1 ft* • ( И б О ) 
где 

£ = Я - Я о , (11.61) 

Я - произвольное расстояние между рассматриваемыми двумя атомами, 
R0 - расстояние, соответствующее наименьшему значению потенциаль
ной энергии, с и / - положительные коэффициенты. 

Так как R = Ro+Z> среднее расстояние TZ между атомами равно сумме 
R0 и среднего значения (: 

Я = Яо + |. (11.62) 

Длина тела / вдоль линии, соединяющей рассматриваемые атомы, равна 
произведению Я на число промежутков между атомами, расположенны-
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ми на этой линии: 
/ = Л ( Л Г - 1 ) , (11.63) 

где N - число атомов в цепочке. 
Так как сила и потенциальная энергия связаны соотношением 

зависимости (11.60) потенциальной энергии от расстояния Я между ато
мами соответствует сила их взаимодействия 

F = - c { + / £ 2 . (11.64) 

Очевидно, что, когда твердое тело находится в состоянии термодина
мического равновесия и отсутствуют внешние силовые воздействия на 
это тело, среднее значение силы взаимодействия атомов должно быть 
равно нулю: F = 0, т.е. _ 

+ = 0. (11.65) 

Как известно, среднее значение потенциальной энергии упругих коле
баний при достаточно высоких температурах равно \кТ: 

i c ^ = j k T . (11.66) 

Исключив величину из уравнений (11.65) и (11.66), найдем, что 

- /кТ 
с 2 • 

Подстановка этого выражения в формулы (11.62) и (11.63) приводит к 
следующей зависимости длины тела от температуры: 

/= ( я , + ̂ П 1 ) ( Л Г - 1 ) . (11.67) 

Абсолютная температура Т связана с температурой t по Цельсию соот
ношением Т = 273 + t. С учетом этого соотношения нетрудно показать, 
что из формулы (11.67) следует линейная зависимость (11.59). Таким 
образом доказано, что тепловое расширение твердых тел обусловлено ан-
гармоничным взаимодействием атомов. Приближенно ангармоничность 
взаимодействия атомов характеризуется кубическим членом g / (Я—Я<>)3 

в зависимости (11.60) потенциальной энергии взаимодействия двух ато
мов от расстояния Я между ними. 



Г Л А В А 12 * 

Д И Э Л Е К Т Р И К И 

Основной величиной, характеризующей свойства какого-либо диэлек
трика, является его диэлектрическая проницаемость. В этой главе рас
сматриваются модели, позволяющие понять электрические свойства ве
щества и построить количественные теории диэлектрических проницае-
мостей. 

12Л. Изотропные и анизотропные диэлектрики 
Состояние диэлектрика в электрическом поле характеризуется его по-

ляризованностью 

где pi - электрический дипольный момент одной из молекул, заполняю
щих физически бесконечно малый объем dV. Электрический дипольный 
момент р системы заряженных частиц, суммарный заряд которых равен 
нулю, по определению равен произведению суммарного положительного 
заряда Q этих частиц на вектор /, соединяющий центр тяжести отрица
тельного заряда с центром тяжести положительного заряда: 

Поляризованность Р зависит некоторым образом от напряженности 
электрического поля Е . Эта зависимость определяется поведением от
дельных молекул в электрическом поле и их взаимодействием. 

Для многих веществ зависимость поляризовали ости вещества от на
пряженности электрического поля описывается формулой 

где диэлектрическая восприимчивость \« является функцией модуля 
вектора напряженности электрического поля: 

(12.1) 

P = Ql- (12.2) 

Р = х . €0 Е , (12.3) 

(12.4) 
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В частном случае диэлектрическая восприимчивость вещества может 
быть постоянной величиной. Согласно формуле (12.3) вектор поляриэо-
ванности вещества коллинеарен вектору напряженности электрического 
поля: 

р иг. 
При этом в силу (12.4) диэлектрическая восприимчивость Хс одинакова 
при всех направлениях вектора Е . Вещества, для которых справедли
вы формулы (12.3) и (12.4), называются изотропными диэлектриками. 
Итак, вектор поляризованное» изотропного диэлектрика направлен все-
гда вдоль вектора напряженности поля, а его модуль зависит только от 
модуля вектора напряжелности, но не зависит от его направления. Это 
свойство определяется молекулярной структурой вещества. Изотропны
ми являются все диэлектрики, находящиеся в газообразном или жидком 
состояниях, а также диэлектрические кристаллы, имеющие кубическую 
решетку. 

Анизотропными называются диэлектрики, поляризованы ость Р ко
торых в общем случае не совпадает по направлению с вектором Е на
пряженности электрического поля и зависит от того, как этот вектор 
направлен. Только кристаллические диэлектрики могут обладать этим 
свойством. 

Рассмотрим вещество, состоящее из одноатомных молекул. Согласно 
современным представлениям атом можно рассматривать как систему 
заряженных частиц, состоящую из точечного ядра с зарядом + Z e н Z 
электронов, где Z - порядковый номер элемента в таблице Менделее
ва. По законам квантовой механики движение электронов описывается 
при помощи волновой функции. Соответственно, отрицательный заряд 
электронов распределен непрерывно в пространстве вокруг ядра в виде 
симметричного облака, плотность которого пропорциональна квадрату 
модуля волновой функции. 

Распределение электронного заряда в атомах является приближен
но или в точности сферически симметричным. Причем ядро находится 
в центре симметрии этого облака. Поэтому электрический дипольный 
момент р любого атома равен нулю, когда внешнее поле отсутствует. 
Под влиянием внешнего поля происходит деформация атома и смещение 
центров тяжести зарядов разного знака, т.е. атом приобретает не рав
ный нулю электрический момент. Очевидно, что приобретаемый атомом 
под действием внешнего электрического поля дипольный момент должен 
быть коллинеарен вектору напряженности Е\ос этого поля: 

p = ae0~Eioc* (12.5) 
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Здесь коэффициент пропорциональности а называется поляризуемостью 
атома (молекулы). Индекс loc (локальный) означает, что вектор на
пряженности внешнего поля соответствует тому месту в пространстве, 
где находится рассматриваемый атом (молекула). Сказанное позволяет 
утверждать, что диэлектрик, состоящий из одноатомных молекул, явля
ется изотропным независимо от его агрегатного состояния. 

Молекулы, которые состоят из двух и более атомов, представляют со
бой системы, менее симметричные, чем атомы. Рассмотрим молекулу, 
образованную двумя одинаковыми атомами. Такая молекула является 
неполярной, так как электронное облако зеркально симметрично отно
сительно плоскости, которая перпендикулярна отрезку прямой, соеди
няющему ядра атомов, и проходит через его середину. Иначе говоря, 
электрический дилольный момент рассматриваемой молекулы равен ну
лю, когда внешнее электрическое поле отсутствует. 

Под действием внешнего электрического поля заряженные частицы, 
входящие в состав молекулы, смещаются и молекула изменяет свою фор
му. Деформация электронного облака двухатомной молекулы зависит от 
направления вектора напряженности внешнего поля. Например, элек
тронное облако деформируется по-разному в зависимости от того, совпа
дает ли направление вектора Eioc с осью молекулы, или он перпендику
лярен к ней. В общем случае вектор напряженности электрического поля 
можно разложить на две составляющие, одна из которых параллельна 
оси молекулы, а другая к ней перпендикулярна: 

^ i o c = + i f , . . (12.6) 

Аналогично можно представить элетрический дипольный момент моле
кулы: 

Р = РН+Л- ( 1 2- 7) 
Электрические моменты рц и рх, соответствующие различным составля
ющим вектора (12.6), коллинеарны им: 

pjl = огц есЕ\\, PL = ах е*Е± . (12.8) 

Однако поляризуемости ац и а х , вообще говоря, различны. Таким обра
зом, двухатомная молекула характеризуется двумя значениями поляри
зуемости. При этом электрический момент молекулы р может не быть 
коллинеарным вектору 

Если диэлектрик, состоящий из двухатомных молекул, находится в га
зообразном или жидком состоянии, то из-за теплового движения оси мо
лекул будут ориентированы совершенно беспорядочно. Поэтому несмо
тря на то что электрические моменты отдельных молекул в физически 
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бесконечно малом объеме dV не совпадают по направлению с вектором 
напряженности внешнего поля, суммарный электрический момент этих 
молекул 

будет направлен по полю и равенство (12.3) будет выполняется, т.е. та
кой диэлектрик будет изотропным. Формулу (12.5) можно применять 
для газообразных и жидких диэлектриков из неполярных молекул, но те
перь под величиной а следует понимать среднее по различным направле
ниям значение поляризуемости. Анизотропия поляризуемости молекул 
может быть причиной анизотропии диэлектрических свойств кристалла. 

Рассмотрим диэлектрик, состоящий из несимметричных молекул. Та
кие молекулы, обычно являются полярными, т.е. обладают электриче
ским моментом даже в отсутствие внешнего электрического поля. Внеш
нее поле действует на полярную молекулу двояким образом: оно стре
мится развернуть молекулу так, чтобы направления векторов р и £/ о с 

совпали, и, кроме этого, оно деформирует электронное облако молеку
лы, что приводит к возникновению дополнительного электрического ди-
польного момента. Однако часто этот дополнительный момент бывает 
много меньше собственного электрического момента молекулы и тогда 
им можно пренебречь. Диэлектрик из полярных молекул будет изотроп
ным, если его молекулы могут ориентироваться хаотично. Только при 
этом условии анизотропия молекул не повлияет на поляризованность 
Р диэлектрика, так как суммарный дипольный момент большого числа 
хаотично ориентированных молекул будет всегда направлен по полю. 
Поэтому газообразный и жидкие диэлектрики всегда изотропны. Анизо
тропными могут быть только кристаллические диэлектрики, в которых 
молекулы ориентированы по выделенным направлениям, определяемым 
кристаллографическими осями. 

Поляризация диэлектрика из неполярных молекул обусловлена де
формацией электронного облака и называется поэтому электронной. По
ляризация диэлектрика из полярных молекул, возникающая вследствие 
преимущественной ориентации электрических моментов молекул вдоль 
направления внешнего поля, называется ориентационной. Ориснтацион-
ная поляризация диэлектриков всегда в той или иной степени сопрово
ждается электронной поляризацией. Кроме этих двух видов поляриза
ции различают также ионную поляризацию в кристаллических диэлек
триках, образованных положительными и отрицательными ионами, ко
торые смещаются под действием внешнего электрического поля. 
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12.2. Поляризуемость 
В грубом приближении отрицательный заряд Z электронов атома мож

но считать равномерно распределенным внутри сферы некоторого ради
уса а. Когда внешнее поле отсутствует, ядро атома будет находиться в 
центре этой сферы (рис. 12.1). Под влиянием внешнего поля произойдет 
смешение ядра из центра электронного облака на некоторое расстояние / 
(рис. 12.2). При помощи этой грубой модели вычислим поляризуемость 
атома а. 

Рис. 12.1. Приближенная Рис. 12.2. Электронная 
модель атома поляризуемость атома 

Величину смещения / можно определить с учетом того, что в поля
ризованном атоме на ядро действуют две силы: одна сила обусловлена 
присутствием внешнего поля, а другая есть сила притяжения, создавае
мая электронным облаком. При равновесии эти силы должны быть рав
ны по величине и противоположны по направлению. Из этого равенства 
следует, что ядро сместится на такое расстояние / от центра, где напря
женность поля Ety создаваемого электронным облаком, с точностью до 
знака равна локальной напряженности внешнего поля: 

Tt(l) = -~Е1ос. (12.9) 

Напряженность поля Е€ электропного облака можно найти по теореме 
Гаусса 

j>"EedS = ^ JeedV, (12.10) 
5 V 

где ge - объемная плотность заряда электронов. Так как этот заряд рас
пределен сферически симметрично, эквипотенциальными поверхностями 
создаваемого электронами электрического поля будут сферы произволь-
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ного радиуса, центры которых совпадают с центром электронного обла
ка. Поток вектора Е€ через поверхность одной из таких сфер, радиус 
которой равен г, будет 

j>~E€d<> = j> EedS = Ee4irr7 . (12.11) 
5 5 

Плотность заряда электронов найдем, разделив их заряд —Ze на объем 
облака: 

ZZe 
Q* = —- А о • 

4 т а 3 

При этом электронный заряд внутри сферы S радиуса г < а будет 

/ в е dV = в е • 1 тгг3 = - . (12.12) 

Подставим величины (12.11) и (12.12) в равенство (12.10). После не
сложных вычислений найдем, что напряженность электрического поля 
электронов внутри облака 

F. - = - - J ^ j . (12.13) 

Из этой формулы видно, что электрическое поле электронов стремится 
вернуть ядро в центр облака, где напряженность поля равна нулю. Под
ставив выражение (12.13) в равенство (12.9), определим вектор смещения 
ядра: 

Т = ****** #9фея ( 1 2 И ) 

При этом электрический дипольный момент атома будет иметь вид 

р = ZcT= а е0 Кос • (12.15) 
где электронная поляризуемость 

а = 4тга 3 . (12.16) 

Эта формула является приближенной. Однако точный к вантомеханиче-
ский расчет приводит к таким же по порядку величины значениям атом
ной поляризуемости. Из формулы (12.16) следует, что поляризуемость 
атома пропорциональна "объему" электронного облака. Этот вывод тео
рии согласуется с результатами экспериментов, которые показывают, что 
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наибольшей поляризуемостью обладают атомы щелочных металлов и их 
поляризуемость возрастает с увеличением числа электронов в атоме. У 
атомов благородных газов атомная поляризуемость меньше всего, но так
же возрастает с увеличением числа электронов. Относительно высокое 
значение поляризуемости атомов щелочных металлов объясняется тем, 
что у этих атомов имеется один так называемый внешний, или валентный 
электрон, который слабо связан с атомом и находится на сравнитель
но большом расстоянии от ядра. В атоме благородного газа электроны 
"упакованы" наиболее плотно. Поэтому "размеры" этих атомов меньше 
п размеров" атомов щелочных металлов. 

Электронную поляризуемость неполярной молекулы можно прибли
женно считать равной сумме поляризуемостей входящих в ее состав ато
мов. 

12.3. Напряженность электрического поля 
внутри сферической полости 

в однородно поляризованном диэлектрике 
Каждая молекула диэлектрика находится в окружении множества та

ких же молекул. Когда молекулы поляризованы, они создают в про
странстве электрическое поле. Таким образом, каждая молекула поля
ризованного диэлектрика находится в электрическом поле, создаваемом 
окружающими ее молекулами. Найдем напряженность этого поля. 

Рассмотрим однородно поляризованный диэлектрик, поляризованность 
которого равна Р , а соответствующая напряженность электрического 
поля - Е . Пусть в диэлектрике имеется сферическая полость с разме
рами меньшими, чем размеры диэлектрика. Можно предположить, что 
электрическое поле в такой полости не сильно отличается от поля, со
здаваемого молекулами, окружающими выделенную молекулу. 

Электрическое поле вдали от полости будет однородным. Пусть Е 
- напряженность этого поля. Если полость заполнить диэлектриком с 
той же поляризованностью, что и у рассматриваемого, то электрическое 
поле станет всюду однородным, а его напряженность внутри полости так
же будет равна Е . Следовательно, электрическое поле в любой точке 
однородного диэлектрика можно представить в виде суммы полей, созда
ваемых поляризовапным диэлектриком с полостью и "вложенным* в эту 
полость шаром: 

Е = Еполости + Ехцара . (12.17) 

Напряженность поля L/ шара* создаваемого однородно поляризованным 
шаром внутри него, можно определить следующим образом. Будем рас-
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сматривать этот шар как два равномерно заряженных сферических обла
ка, радиусы которых равны, а центры смещены так же, как центры тяже
сти зарядов в одной молекуле (рис. 12.3). Напряженность поля в точке 
внутри шара равна сумме напряженностей полей этих двух облаков: 

' шара = Е + + Е~ (12.18) 

Напряженности Е + и Е ~ полей, создаваемых облаками положительного 
и отрицательного зарядов, согласно формуле (12.13) будут соответствен
но 

Зе, 
(12.19) 

Пусть полный заряд положительного 
облака равен +Q. Тогда заряд отрица
тельного облака будет Если объем 
шара равен t/, то плотности зарядов соот
ветственно будут 

£" = - — . (12.20) 

Подставив формулы (12.19) и (12.20) в 
(12.18), получим 

Рис. 12.3. К вычислению 
напряженности поля 

внутри однородно 
поляризованного шара 

) 
шара — 

Вектор 
Г=г" - г + 

соединяет центры тяжести О" и 0 + отрицательного и положительного 
зарядов. Таким образом, по определению произведение QI есть электри-
ческий дипольный момент шара, а вектор Ql/v - поляризованность Р 
вещества. Окончательно получим следующее выражение для напряжен
ности электрического поля внутри однородно поляризованного шара: 

'шара — 
р 

З с 0 

(12.21) 

Теперь из равенства (12.17) нетрудно найти напряженность поля внутри 
сферической полости в однородно поляризованном диэлектрике: 

Еполости — Е + „ (12.22) 
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Это равенство называется формулой Лоренца. Согласно этому равенству 
напряженность поля в полости больше напряженности поля в диэлектри
ке. Дополнительное поле напряженностью Р /ZeQ создается связанными 
зарядами, возникающими на стенках полости при поляризации диэлек
трика (рис. 12.4). Это поле называют полем Лоренца. 

Рис. 12.4- Связанные заряди на стенках полости создают 
внутри полости дополнительное поле Лоренца 

12.4. Диэлектрическая проницаемость 
неполярных диэлектриков 

Рассмотрим одну из молекул неполярного диэлектрика, помещенного 
во внешнее электрическое поле. В том месте, где находится рассматри
ваемая молекула, имеется внешнее поле и поле, создаваемое всеми моле
кулами диэлектрика, включая ту, которую выделили для рассмотрения. 
Напряженность суммарного электрического поля в диэлектрике обозна
чается вектором Е . Очевидно, что поляризация молекулы, обусловлена 
действием внешнего по отношению к ней поля, т.е. поля, создаваемо
го зарядами, не входящими в состав этой молекулы. Напряженность 
внешнего для данной молекулы поля в том месте, где она находится, 
обозначим Eioc. Каждая молекула диэлектрика находится среди других 
молекул как бы внутри полости. Предположим, что эта полость имеет 
сферическую форму. В таком случае локальная напряженность внеш
него для данной молекулы поля будет определяться формулой Лоренца 

Пусть электронная поляризуемость молекулы равна а. Под действи
ем внешнего поля неполярная молекула приобретает электрический ди-

(12.22) 

Eloc = (12.23) 
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полъный момент р, который согласно формуле (12.5) будет 

(12.24) 

Согласно определению вектор поляризованности Р есть электрический 
момент единицы объема. Если в единице объема содержится п молекул 
и каждая из пих имеет электрический момент р, то поляризованность 

V = пр . (12.25) 

Подставив (12.24) в (12.25), придем к уравнению 

г г - . с . . ( г + £ ) 

Разрешив это уравнение относительно вектора Р , получим соотношение 

j r . » « _ f . y , 
3 — а п 

из которого в силу определения (12.3) следует, что диэлектрическая вос
приимчивость 

*• = - г Ч - • <122в> 
6 — а п 

По определению относительная диэлектрическая проницаемость 
<ГГ = 1 + Хе. (12.27) 

Исключив из уравнений (12.26) и (12.27) величину \ е , нетрудно получить 
соотношение 

i l Z * ™ , (12.28) 
Сг + 2 3 7 

которое называется формулой Клауэиуса - Мосотти. 
Как известно, отношение емкости С конденсатора, заполненного ди

электриком, к емкости С0 пустого (или воздушного) конденсатора равно 
относительной диэлектрической проницаемости: 

%- = *г. (12.29) 

Это равенстве является основой метода измерения диэлектрической про
ницаемости веществ. Измеряя радиотехническими методами емкости 
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воздушного и заполненного диэлектриком конденсаторов, можно по фор
муле (12.29) легко вычислить значение ет. Затем, зная концентрацию 
молекул, по формуле Клаузиуса - Мосотти можно определить значе
ние электронной поляризуемости. Полученные таким методом значения 
а хорошо согласуются с расчетными, как и следовало ожидать, только 
для неполярных диэлектриков в газообразном и жидком состояниях, а 
также для кристаллов с кубической решеткой. 

12.5. Диэлектрическая проницаемость 
полярных диэлектриков 

Рассмотрим диэлектрик, состоящий из полярных молекул. Пренебре
гая электронной поляризацией молекул, будем считать их электрические 
дипольные моменты постоянными по величине: 

|рв| = р = const, (12.30) 

где I - номер молекулы. 
Молекулы, совершают непрерывное тепловое движение, интенсив

ность которого характеризуется абсолютной температурой Т. Одним 
из видов теплового движения молекулы является ее вращение вокруг 
собственных осей. При соударепиях молекул изменяется направление и 
скорость их вращения. Так как соударения происходят сравнительно ча
сто, вектор pi ли пол ьн о го момента молекулы за достаточно длительный 
промежуток времени может принимать самые различные направления 
(рис. 12.5). Тепловое движение приводит к тому, что, дипольные момен
ты полярных молекул ориентированы случайным образом (рис. 12.5 а), 
а внешнее электрическое поле стремится развернуть молекулы так, что
бы их дипольные моменты были направлены как вектор напряженности 
поля (рис. 12.5 б). 

Рис. 12.5. Влияние электрического поля на полярные молекулы 
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Полярная молекула с дипольным моментом р во внешнем поле при
обретает потенциальную энергию 

Ф = - р Ei ос (12.31) 

Бели бы не тепловое движение, все молекулы развернулись так, чтобы 
их энергия была наименьшей, т.е. приняли бы положение, в котором ди-
польные моменты совпадают по направлению с вектором напряженности 
электрического поля. Распределение дипольных моментов молекул по 
направлениям обусловлено двумя факторами: 1) тепловым движением, 
которое приводит к беспорядочной ориентации молекул, и 2) наличием 
электрического поля, которое стремится упорядочить направления век
торов pi. 

Рис. 12.7. К вычислению 
телесного угла dil 

Рис. 12.6. К вычислению 
поляризованности диэлектрика, 

состоящего из полярных молекул 
Выделим в однородно поляризованном диэлектрике небольшой объем 

V. Пусть N есть число молекул в этом объеме. Мысленно перенесем 
векторы pi дипольных моментов этих молекул так, чтобы совпали их на
чала (рис. 12.6). Равновесное распределение молекул по направлениям 
векторов fi описывается законом Больцмана: 

dN = Ae~*,kTdn, (12.32) 

где dN - число молекул, векторы электрических моментов которых наг 
ход яте я внутри телесного угла rffl, к - постоянная Больцмана, Т - тем
пература вещества, А - нормирующий множитель. 

Очевидно, что интегрирование выражения (12.32) по всем направле
ниям даст число N всех молекул в объеме V: 

I 
dN = N . (12.33) 
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Подставив (12.32) в (12.33), найдем, что 

- 1 
А 

По определению поляризованность диэлектрика 

Р = - 1 £ £ . (12.35) 
I 

Так как число слагаемых в этой сумме очень велико, ее удобно заменить 
интегралом: 

= у J?™ (12 36) 

Подстановка распределения Больцмана (12.32) приводит к следующму 
выражению для поляризованности: 

Р* = Ап Jpe-*/kTdQ, (12.37) 

где n = N/V концентрация молекул. 
Электрическое иоле внутри малого объема V можно считать однород

ным, а его силовые линии - параллельными прямыми. Построим декар-
тову систему координат таким образом, чтобы ось z совпадала с одной 
из силовых линий элек грического поля (рис. 12.6). Из соображений сим
метрии ясно, что вектор Р должен быть параллелен вектору напряжен
ности электрического поля и поэтому он также будет направлен вдоль 
оси z: 

Я х = 0, Ру=0. (12.38) 
Так как проекция вектора р на ось z равна 

ря = р сое $ , 

где в - угол между осью z и вектором р, из формулы (12.37) следует, что 

Р, = п р ( с о в 0 ) , (12.39) 

где среднее значение ( сое в ) будет 

( c o s 0 ) = J со*веасол° dQ .^Jeaco*'dn) , (12.40) 

где параметр 

••*ЁГ- (12.41) 
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Для вычисления интегралов в формуле (12.40) необходимо выразить 
величину телесного угла dQ через сферические углы в и <р (рис. 12.7). 
Причем угол в изменяется от 0 до а угол <р - от 0 до 2к. По опре
делению телесный угол dQ, равен площади четырехугольника, который 
вырезают из сферы единичного радиуса две вертикальные плоскости 
(р = const, <р + dip = const и два конуса в = const, в + d0 = const. Так 
как стороны этого четырехугольника равны sin в dQ и d<p, телесный угол 
будет 

dQ = sin 0d$d<p. (12.42) 

Подставим (12.42) в (12.40). После интегрирования по углу <р получим 
Ж Ж _ j 

(cos0) = Jсозвеа™ф sin0dO^Jеас~$ sinede^j 
о о 

Это выражение удобно представить в следующем виде: 
ж 

(co*e) = ±\nJ, . а соя 0 sin в dO 

Этот интеграл можно вычислить при помощи подстановки t — cos 0. По
лученное в результате интегрирования выражение, содержащее параметр 
а, называется функцией Ланжевена и обозначается L(a): 

1 

(cos в) = L(a) = ^ In Уeatdt. 
-i 

(12.45) 

Вычисление этого интеграла не составит большого труда. После неслож
ных преобразований придем к формуле 

(со8 0) = Ца) = — л еа +е 
еа — е " а (12.46) 

Рис. 12.8. 
Функция Ланжевена 



График функции Ланжевена показан на рис. 12.8. Как видно, зави
симость среднего значения (сое в) = L(a) от параметра а представляет 
собой монотонно возрастающую функцию. Когда напряженность элек
трического поля равна нулю, параметр а также равен нулю. При этом 
(cos в) = 0. Это означает, что в отсутствие внешнего электрического 
поля дипольные моменты молекул ориентированы хаотически. Когда 
напряженность электрического поля велика, параметр а —• оо. В этом 
случае (cos0) — 1. Это означает, что в сильном электрическом поле 
дипольные моменты всех молекул будут направлены по полю. 

При малых значениях а, т.е. когда а « 1, экспоненту в (12.45) можно 
разложить в ряд по степеням а и оставить в этом ряду только два первых 
слагаемых. Тогда после интегрирования получим 

(созв) = L{a) = ^ при а < 1 . (12.47) 

Предположим, что напряженность локального электрического поля 
определяется формулой 

~Eloc = ~E + , (12.48) 

где Л - подгоночный параметр. Для поля Лоренца А = 1/3. Диэлектри
ческая восприимчивость Хе определяется зависимостью (12.3) поляризо-
ванности Рг от напряженности Еж электрического поля. Опустим для 
краткости индекс z в обозначениях проекций векторов на ось z: Рл = Р, 
Eg = Е. В рассматриваемом случае зависимость Р = Р(Е) дается систе
мой уравнений (12.39), (12.41), (12.46) и (12.48), которую можно преобра
зовать к виду 

(12.49) 

Эта система не имеет простого аналитического решения. Однако зави
симость Р = Р(Е) легко можно построить при помощи персонального 
компьютера. Для этого входящие в уравнения (12.49) переменные ве
личины желательно представить в виде безразмерных параметров. При 
этом окажется, что функция Р = Р(Е) будет содержать в себе в качестве 
такого параметра отношение Т/Тс, где 

^ А п р 2 _ 
' = Т Ё 7 Г ( 1 2 - 8 0 > 

- критическая температура, называемая температурой Кюри. 
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На рис. 12.9 показаны зависимости Р = Р(Е) для двух значений тем
пературы Т\ и Т2 = 2Ti, каждая из которых выше критической. В силь
ном электрическом поле дипольные моменты всех молекул направлены 
по полю. При этом поляриэованность диэлектрика принимает наиболь
шее значение 

Рмаеыщ — П р . 

В таком случае говорят, что поляриэованность достигла насыщения. Как 
видно, при одном и том же значении Е напряженности электрического 
поля поляриэованность Р диэлектрика будет тем больше, чем меньше 
температура. 

Рис. 12.9. 
Зависимость поляризованности 

полярного диэлектрика 
от напряженности 
электрического поля 

Как видно из рис. 12.9, в слабых электрических полях зависимость 
Р = Р(Е) будет линейной. Найдем эту зависимость. Для этого подста
вим в первое из уравнений (12.49) приближенное выражение (12.47) для 
функции Ланжевена: 

пра 

Исключив параметр а, придем к зависимости 

Р = х* е0 Е, (12.52) 

где диэлектрическая восприимчивость 

« " « « . И Т - г . ) п р " т > т - , 1 2 И ) 

Зависимость (12.53) диэлектрической восприимчивости от температуры 
носит название закона Кюри - Вейсса. 

При температурах ниже температуры Кюри зависимость Р = Р(Е) 
имеет более сложный характер. График такой зависимости Р = Р(Е) 
представлен на рис. 12.10 кривой, которая называется петлей гисте
резиса. Из этого рисунка видно, что при выключении электрического 
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поля вещество остается поляризованным. Вещества, сохраняющие поля
ризацию в отсутствие внешнего поля, называются сегнетозлектриками. 
Таким свойством могут обладать только кристаллы, обладающие опреде
ленным строением. Значение поляриэованности, соответствующее Е = О, 
называется спонтанной, или остаточной поляризованностью. Поляризо-
ванность сегнетоэлектрика обращается в нуль, если изменить направле
ние вектора напряженности электрического поля и увеличивать ее до 
значения Ес, которое называется коэрцитивной силой. С повышением 
температуры площадь петли гистерезиса уменьшается. При температу
рах выше температуры Кюри сегнетоэлектрические свойства вещества 
исчезают. 

Р 

пр 

-Ее 0 Ес Е 

пр 

Рис. 12.10. Петля гистерезиса 

Изложенная здесь теория свойств полярных диэлектриков не являет
ся полной, объясняющей все эффекты, наблюдаемые при исследовании 
диэлектриков. Например, расчет температуры Кюри по формуле (12.50) 
при значении А = 1/3 дает для многих веществ чрезвычайно завышенные 
значения. Согласно этой формуле многие твердые диэлектрики должны 
проявлять сегнетоэлектрические свойства даже при комнатной темпера
туре. Этот вывод теории носит название "поляризованная катастрофа". 

Для большинства полярных диэлектриков температура Кюри очень 
низка. В этом случае зависимость (12.53) диэлектрической восприимчи
вости от температуры принимает вид 

Хе = 
пр4 (12.54) 

Это соотношение называется формулой Дебая - Ланжевена. 
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Величина 

есть средняя поляризованность, приходящаяся на одну молекулу. Она 
называется ориентационной поляризуемостью. Одновременно с ориен-
тационной поляризацией полярной молекулы, под действием внешнего 
поля возникает ее электронная поляризация, которая характеризуется 
электронной поляризуемостью ае. Полная поляризуемость равна сумме 
электронной и ориентационной поляризуемостей: 

а = ае + а 0 . (12.56) 

Подставив эту сумму в формулу Клаузиуса - Мосотти (12.28), получим 

равенство 

Это равенство справедливо для газов из полярных молекул и растворов 
полярных молекул в неполярных растворителях. 

3 

О Т~х 

Рис. 12.11. Экспериментальная зависимость поляризуемости 
полярных молекул от обратной температуры 

Экспериментальные зависимости величины (ег — !)/(£> + 2) от обрат
ной температуры 1/Т изображаются наклонными прямыми (рис. 12.11), 
что подтверждает справедливость равенства (12.57). Согласно этому ра
венству тангенс угла 0 наклона прямой к оси абсцисс 
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Эту формулу используют для вычисления дипольных моментов моле
кул. 

Содержащиеся в данной главе сведения дают представление об элек
трических свойствах материалов, применяемых в технике. В малога
баритных накопителях энергии, используемых в качестве источников 
питания различных приборов, применяются диэлектрики с большими 
значениями диэлектрической проницаемости и по возможности с малой 
электрической проводимостью. Коаксиальные кабели, по которым пе
редаются электрические сигналы, заполняются веществом с заданными 
электрическими и магнитпыми свойствами. Особые требования предъ
являются к изоляторам, которые должны выдерживать высокие напря
жения и вместе с тем иметь достаточно малые размеры. Для создания 
новых материалов с заданными электрическими свойствами необходимо 
знать микроструктуру этих материалов и понимать действие механиз
мов, определяющих их свойства. Рассмотренные в этой главе модели и 
теории диэлектрической проницаемости знакомят читателя с существом 
проблемы, и приводят к формулам, которые могут быть использованы в 
инженерных расчетах. 

12.6, Пьезоэлектрический эффект 
Некоторые кристаллы при деформации поляризуются. Это явление 

называется пьезоэлектрическим эффектом. Поляризованность кристал
ла пропорциональна величине деформации. При изменении направления 
деформации вектор поляризованности также меняет направление. Такие 
кристаллы называют пьезоэлектрическими кристаллами, или пьезоэлек-
триками. К ним относятся все сегнетоэлектрики, сегнетова соль, кварц 
и др. 

Рис. I2.lt. Кварцевая пластинка 

При исследовании или использовании пьезоэлектрического эффекта 
в кристалле кварца из него вырезают пластинку, перпендикулярную к 
кристаллографической оси. На рис. 12.12 вдоль кристаллографической 
оси направлена ось х. Если пластинку подвергнуть сжатию вдоль этой 
оси, то на гранях пластинки появляются связанные заряды. То же самое 
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происходит при растяжении пластинки вдоль оси у, перпендикулярной 
к кристаллографическим направлениям х и г. В первом случае эффект 
называют продольным, а в последнем - поперечным. При растяжении 
адоль оси х или сжатии вдоль оси у на гранях пластинки появляются 
связанные заряды другого знака. 

Для практического использования пьезоэлектрического эффекта на 
грани пластинки накладывают металлические обкладки. Если эти об
кладки включить в замкнутую цепь, то при изменениях деформации 
кристалла в цепи будут возникать импульсы тока. Такие пластинки при
меняются в пьезоэлектрическом микрофоне, в котором знакопеременная 
деформация пластинки под действием звуковой волны преобразуется в 
переменный электрический ток. 

Пьезоэлектрический эффект имеет следующее объяснение. Решетка 
кристалла, состоящего из различных атомов, представляет собой сово
купность нескольких вставленных друг в друга простых решеток, ко
торые образованны разными атомами или группами атомов. Если кри
сталл не имеет центра симметрии, то при деформации происходит сдвиг 
простых решеток друг относительно друга, который может вызвать по
явление у кристалла электрического момента. 

В пьезоэлектрических кристаллах наблюдается также обратный эф
фект. Этот эффект заключается в том, что поляризация под действи
ем электрического поля сопровождается механическими деформациями 
кристалла. Если на металлические обкладки изображенной на рис. 12.12 
пластинки подать переменное электрическое напряжение, то пластинка 
будет попеременно растягиваться и сжиматься вдоль оси х (одновремен
но происходят сжатие и растяжение вдоль оси у), т.е. в ней возбудятся 
механические колебания. Эти колебания становятся особенно интенсив
ными, когда частота переменного напряжения совпадает с собственной 
(резонансной) частотой пластинки. Такие настроенные в резонанс пье
зоэлектрические пластинки используются для возбуждения ультразву
ковых волн, для стабилизации частоты генераторов электрических ко
лебаний в различных радиотехнических устройствах. 



Г Л А В А 13 * 

МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА ВЕЩЕСТВА 

Основной величиной, характеризующей магнитные свойства какого-
либо вещества, является его магнитная проницаемость. В этой главе 
рассматриваются модели, позволяющие понять магнитные свойства ве
щества и построить количественные теории магнитных проницаемостей. 

13.1. Намагниченность вещества 
Состояние вещества в магнитном поле охарактеризуется его намагни

ченностью 

Т = ^ ^ Р . , (13.1) 
dV 

которая представляет собой сумму магнитных моментов рт атомов и мо
лекул, заполняющих физически бесконечно малый объем dV, отнесен
ную к величине этого объема. 

Магнитный дипольный момепт рт атома (или молекулы) равен сумме 
магнитных моментов входящих в его состав электронов. Так как элек
трон имеет электрический заряд, его движение вокруг ядра создает элек
трический ток, который подобен электрическому току в круговом про
волочном контуре. Магнитный момент Рт контура есть вектор, модуль 
которого равен произведению силы тока / в контуре на его площадь 5: 
рт = IS. Направлен вектор рт перпендикулярно к плоскости контура 
так, что внешнее магнитное поле стремится повернуть контур в поло
жение, при котором магнитный момепт направлен в ту же сторону, что 
и вектор магнитной индукции поля. Магнитный момент электрона fm\ 
обусловленный его движением вокруг ядра, коллинеарен механическому 
орбитальному моменту (моменту импульса) электрона L\ и также назы
вается орбитальным: 

Й ° = - i ~ Т,, (13.2) 

где е - элементарный электрический заряд, m - масса электрона. 
Электрон обладает собственным механическим моментом L S , кото

рый называют спином. Этот вектор характеризует внутреннее состоя
ние электрона. Таких состояний всего два. Когда электрон находится в 
одном из этих состояний, проекция L 9 A спина электрона на направление 
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внешнего магнитного поля равна L$t = т9 Л, где т9 - так называемое 
спиновое квантовое число, которое может принимать только два значе
ния: гп, = ±1/2. Собственному механическому моменту электрона L$ 

также соответствует магнитный момент рт \ который называют спино
вым, или собственным магнитным моментом электрона. Эти векторы 
связаны соотношением 

Механический момент L атома равен сумме механических моментов 
входящих в его состав электронов. Для некоторых атомов эта сумма 
оказывается равна нулю. Если механический момент L атома не ра
вен нулю, то не равен нулю и магнитный момент рт атома. При этом 
магнитный момент атома коллинеарсн его механическому моменту: 

где коэффициент у, равный отношению модуля рт магнитного момента 
к модулю L момента механического, называют гиромагнитным отноше
нием: 

Согласно законам квантовой механики орбитальное движение элек
трона в атоме или молекуле описывается посредством волновой функции 
<р(г ). Когда характер движения электрона не изменяется с течением вре
мени, говорят, что он находится в стационарном состоянии. Различные 
стационарные состояния электрона в каком-либо атоме или молекуле 
образуют счетное мпожество. Другими слонами, их можно перенумеро
вать. Таким образом, волновые функции ^а(^)> описывающие стацио
нарные состояния электрона, образуют последовательность, в которой 
в качестве номера функции служит совокупность а = {п, /, т) из трех 
квантовых чисел л, / и гл. Кроме этих трех чисел состояние электрона 
характеризуется еще спиновым квантовым числом т , . Согласно прин
ципу Паули электроны распределены по состояниям так, чго в одном 
состоянии может находиться не более одного электрона. Следовательно, 
стационарное орбитальное движение, описываемое волновой функцией 
<Ра(г) с определенными значениями квантовых чисел п, / и т , могут 
совершать два электрона, находящиеся в различных спиновых состояни
ях. Спины этих электронов равны по величине и противоположны но 
направлению. Поэтому сумма собственных магнитных моментов такой 
пары электронов равна нулю. Когда стационарное орбитальное движе
ние, описываемое некоторой волновой функцией y?Q(r), совершает только 

(13.3) 

Рт = -1 L , (13.4) 

(13.5) 
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один электрон, его называют неспаренным. Такой электрон, не изменяя 
характера своего орбитального движения, может переходить из одного 
спинового состояния в другое. 

Движение электронов вокруг ядра также может быть причиной нали
чия у атома магнитного момента. Но в состояниях <ра(г) с магнитным 
квантовым числом m = 0 орбитальный магнитный момент равен нулю. 
В том случае, когда по одной орбите в разных направлениях движутся 
два электрона, создаваемый ими электрический ток, а следовательно и 
магнитный момент тоже будут равны нулю. Такие орбитальные дви
жения описываются функциями у>а(г)> которые соответствуют равным 
по величине и противоположным по знаку значениям магнитного числа 
т . Итак, магнитный момент атома будет равен нулю, если равен нулю 
суммарный орбитальный магнитный момент электронов и среди них нет 
ни одного неспаренного электрона. Если же в атоме или молекуле при
сутствует хотя бы один неспаренный электрон, его магнитный момент 
не будет равен нулю. Магнитные моменты атомов с нечетным числом 
электронов всегда не равны нулю. 

13.2. Магнитные восприимчивость и проницаемость 

Намагниченность J вещества, помещенного в магнитное поле, зависит 
некоторым образом от его напряженности Я . Эта зависимость опреде
ляется поведением отдельных молекул в магнитном поле и их взаимо
действием. 

Для многих веществ зависимость намагниченности вещества от напря
женности магнитного поля описывается формулой 

7 = * т Я , (13.6) 

где магнитная восприимчивость Хт является функцией модуля вектора 
напряженности магнитного поля: 

Х е = Х е ( Я ) . (13.7) 

В частном случае магнитная восприимчивость вещества может быть по
стоянной величиной. Согласно формуле (13.6) вектор намагниченности 
вещества колли неарен вектору напряженности магнитного поля: J || Я . 
При этом в силу (13.7) магнитная восприимчивость \т одинакова при 
всех направлениях вектора Я . Вещества, для которых справедливы 
формулы (13.6) и (13.7), называются изотропными магнетиками. К ним 
относятся газы, жидкости, аморфные вещества н поликристаллические 
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твердые тела. Напротив, для монокристаллов соотношение (13.6) оказы
вается несправедливым. Магнитные свойства монокристалла зависят от 
направления внешнего магнитного ноля. Итак, вектор намагниченности 
изотропного магнетика направлен всегда вдоль вектора напряженности 
поля, а его модуль зависит только от модуля вектора напряженности, 
но не зависит от его направления. Это свойство определяется молеку
лярным строением вещества. В этой главе будем рассматривать только 
магнитные свойства изотропных магнетиков. 

Напряженность магнитного поля определяется соотношением 

Ж = — - 7 , (13.8) 

где В - индукция магнитного поля, / i 0 - магнитная постоянная, или 
магнитная проницаемость вакуума. Подстановка в это соотношение вы
ражения (13.6) приводит к формуле 

Zf = /i7T, (13.9) 

где величина 
/i = ( l+Xm)Aio (13.10) 

называется магнитной проницаемостью вещества. Величина 

Мг = 1 + Х т (13.11) 

называется относительной магнитной проницаемостью. 
Величину / i r , характеризующую магнитные свойства какого-либо ве

щества, сравнительно просто измерить. Это можно сделать следующим 
образом. Индуктивность L проволочного контура или соленоида про
порциональна магнитной проницаемости / j r окружающего его вещества: 

L = / i r Lo , 

где L 0 - индуктивность того же контура без вещества. Существуют про
стые радиотехнические методы измерения индуктивности. По измерен
ным значениям индуктивностей L 0 H L "пустого" соленоида и соленоида, 
заполненного исследуемым веществом, нетрудно найти относительную 
магнитную проницаемость этого вещества: / i r = L / L 0 , а затем его маг
нитную ВОСПРИИМЧИВОСТЬ \ т . 
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13.3. Классификация магнетиков 
Магнитные свойства веществ исследуют, помещая их образцы в маг

нитное поле. Все вещества являются магнетиками, т.е. так или иначе 
реагируют на магнитное поле. Однако магнитное поле оказывает не оди
наковое воздействие на различные вещества. 

На рис. 13.1 изображены силовые линии магнитного поля, создавае
мого электрическим током в соленоиде. Видно, что в середине соленоида 
поле почти однородно, а у его концов оно очень неоднородно и быстро 
ослабевает при удалении от середины соленоида. 

Рис. 13.1. Магнитное поле соленоида. Неоднородное магнитное поле 
выталкивает диамагнетик из соленоида 

На образец, помещенный внутрь соленоида, действует сила F , кото
рая направлена вдоль оси соленоида. Эта сила равна нулю, когда обра
зец расположен симметрично в середине соленоида. Наибольшее значе
ние сила принимает, когда он расположен у одного из его концов, где 
магнитное поле неоднородно. Установлено, что независимо от направле
ния тока в соленоиде одни вещества втягиваются его магнитным полем 
внутрь соленоида, а другие выталкиваются из него. Вещества, образ
цы которых выталкиваются магнитным полем из соленоида, называют 
диамагнетиками (рис. 13.1). 

Вещества, образцы которых втягиваются магнитным полем внутрь со
леноида, по их свойствам разделены на несколько классов. Наиболее 
многочисленным из этих классов является класс веществ под названием 
парамагнетики. Сила, с которой неоднородное магнитное поле действу
ет на парамагнетик, по величине почти равна силам, с которыми это же 
поле действует на диамагнетики. 

Существуют вещества, на которые неоднородное магнитное поле дей
ствует с очень большой силой. К этим веществам относится железо. 
Поэтому такие вещества называют ферромагнетиками. 
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13.4. Действие неоднородного магнитного поля 
на кольцо с током 

Магнитные свойства вещества можно объяснить при помощи гипоте
зы Ампера, который предположил, что каждый атом вещества подобен 
маленькому кольцу электрического тока. 

Рассмотрим как неоднородное магнитное поле действует на круговой 
контур с током. На рис. 13.2 изображены силовые линии магнитного 
поля, которое симметрично относительно оси г. Круговой контур с током 
также расположен симметрично относительно оси х. 

X 

Рис. 13.2. Контур с током в магнитном поле 

Магнитное поле действует на элемент контура dl с силой Ампера 

dF =1 [df , Ж] , (13.12) 

где J - сила тока в контуре, вектор dl направлен по току. Сила, с кото
рой магнитное поле действует на весь контур ровна сумме сил Ампера, 
действующих на различные его элементы: 

~F =^dF . (13.13) 

В силу симметрии рассматриваемой системы вектор силы F будет на
правлен вдоль оси х. На рис. 13.2 магнитный момент рт контура с то
ком направлен против вектора магнитной индукции. Направление тока 
в контуре связано с направлением вектора рт правилом правого винта. 
В рассматриваемом случае ток в контуре направлен так, что согласно 
формуле (13.12) проекция dFx вектора dF на ось х будет положитель
ной: 

dFx = IdlBr, 
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где dl - длина элемента контура, Вг - модуль вектора Вг> который явля
ется радиальной составляющей магнитной индукции, т.е. составляющей, 
перпендикулярной к оси х. Так как величина Вг во всех точках контура 
одинакова, проекция силы F на ось х будет 

FT = £ dFz = / • 2жгВг , (13.14) 

где г - радиус контура. Эта сила выталкивает контур из магнитного 
поля. 

В силу того, что рассматриваемое магнитное поле обладает осевой сим
метрией, проекции Вг и Вг вектора магнитной ипдукции в произвольной 
точке пространства будут зависеть только от координаты т этой точки 
и от расстояния г, на которое она удалена от оси х: 

Вх = Вг(х, г ) , Вг = Вг(х% г ) . 

Выразим радиальную составляющую Вг магнитной индукции через про
екцию Вг вектора В на ось х при помощи закона 

j> ЖdS = 0, (13.15) 
s 

согласно которому поток вектора магнитной индукции через произволь
ную замкнутую поверхность S равен нулю. В качестве поверхности 5 
возьмем поверхность круглого цилиндра радиуса г и высоты dx, кото
рый показан на рис. 13.3. Эта замкнутая поверхность состоит из боковой 
поверхности цилидра и двух донышек. Во всех точках на боковой поверх
ности цилидра радиальная составляющая Вг принимает почти одно и то 
же значение, так как здесь г = const, а высота dx есть бесконечно малая 
величина. Поэтому поток магнитной индукции через боковую поверх
ность цилидра будет равен произведению радиальной составляющей Вг 

на площадь этой поверхности: 

£ r ( x , r)2*rdx. 

Аналогично, потоки через донышки будут 

- Вг{х, 0) * г 2 и Br(x + dxy 0) п г 2 . 

В силу равенства (13.15) сумма этих потоков, т.е. поток магнитной ин
дукции через поверхность цилиндра 5, равна нулю. Таким образом при
ходим к равенству 

В г (х, r)2*rdx+ (вт{х + dx,0) - Вт(хч 0)) т г 2 = 0. 
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Так как 
Вг(х + dx, 0) - ВА*, 0) й д В * £ , 0 ) <ix , 

получим искомое соотношение 

а/ \ г дВх(х,0) j 
Br(z,r) = - — — dz. (13.16) 

Вж 

X x+dx\ 
1 
1 1 1-^ i ! 1 х 

Рис. К вычислению потока магнитной индукции 

Подставим выражение (13.16) в формулу (13.14). Получим 

2дВх Fx = -*r' dz • 
Этой формуле можно нридать более универсальный вид, если учесть, что 
на рис. 13.2 вектор рт магнитного момента контура с током направлен 
против оси х. При этом его проекция 

Pmt = - I ТГГ7 . 

С учетом этой формулы будем иметь 
дВх 

Fx = Ртпж дх (13.17) 

Как видно из рис. 13.2, вектор В индукции магнитного поля напра
влен вдоль оси х, а его модуль уменьшается при увеличении х. Следо
вательно, производная 

Эх < 0 

Когда вектор рт направлен так же, как вектор В , его проекция ртя > 0. 
В таком случае согласно формуле (13.17) проекция силы, которая дей
ствует на контур с током, будет отрицательной. Это означает, что маг
нитное поле втягивает контур в область, где его индукция больше. Если 
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ж е Pmr < 0, то по формуле (13.17) проекция силы будет положительной, 
т.е. контур будет выталкиваться из области сильного магнитного поля. 

Теперь понятно, почему одни вещества выталкиваются магнитным по
лем, а другие притягиваются им. Образец из днамагнетика на рис. 13.1 
выталкивается магнитным полем из соленоида, потому что магнитные 
моменты атомов, из которых он состоит, всегда направлены против па
ля, т.е. антипараллельны вектору В магнитной индукции. Напротив, 
образец из вещества, в котором магнитные моменты атомов всегда на
правлены по полю, будет втягиваться в соленоид. 

Таким образом, вещество является диамагнетиком, если под действи
ем магнитного поля его молекулы приобретают магнитные моменты, ко
торые всегда направлены против вектора магнитной индукции. Из фор
мулы (13.6) следует, что магнитная восприимчивость \т днамагнетика 
отрицательна. Измерения магнитной восприимчивости диамагнетиков 
дают значения, которые по абсолютной величине много меньше едини
цы* Хт < 0, \хт I 1. Для всех других веществ магнитная воспри
имчивость принимает положительные значения. Причем для парамаг
нетиков магпитиая восприимчивость Xm <С 1, а для ферромагнетиков 
Хт ^ 1- Пара- и ферромагнетиками являются те вещества, атомы кото
рых содержат один или несколько неспаренных электронов. Например, 
ферромагнитные свойства проявляют такие химические элементы как: 
железо, пикель и кобальт. 

Заполним соленоид диамагнитным веществом и будем постепенно уве
личивать силу тока г в его обмотке. Напряженность магнитного поля в 
соленоиде пропорцинальна силе тока: Я = n i , где п - число витков, 
приходящихся на единицу длины соленоида. Поэтому при увеличении 
силы тока будут увеличиваться напряженность и магнитная индукция 
поля внутри соленоида. 

Предположим, что электрон в атоме вращается вокруг ядра по окруж
ности. Такой электрон подобен контуру с током (рис. 13.4). Обозначим 
этот контур символом С. Так как электрон имеет отрицательный заряд, 
электрический ток /, обусловленный его движением, направлен проти
воположно его скорости. 

Изменяющееся магнитное поле создает в контуре ЭДС индукции. По 
определению ЭДС есть циркуляция вектора напряженности Е электри
ческого поля по контуру: 

13.5. Диамагнетизм 

(13.18) 
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Согласно закону Фарадея ЭДС индукции равна с обратным знаком про
изводной по времени от магнитного потока Ф через поверхность 5, натя
нутую на контур: 

dФ € = - -J- , (13.19) 

где 
Ф =/ 

dt 

В dS (13.20) 

Рис. 13.1 
К объяснению диамагнетизма 

Определим при помощи закона Фа
радея величину Е напряженности вих
ревого электрического поля, создава
емого переменным магнитным полем. 
Предположим, электрон движется по 
круговой орбите, плоскость которой 

перпендикулярна силовым линиям магнитного поля. Для удобства вы
числения потока в качества поверхности S выберем плоскость контура, 
а вектор нормали п направим по полю (рис. 13.4). Так как в пределах 
атома внешнее магнитное поле можно считать однородным, магнитный 
поток будет 

Ф = Впа7
 ч (13.21) 

где а - радиус орбиты электрона. 
Теперь вычислим циркуляцию вектора Е по круговому контуру С. 

При этом направление вектора dl найдем по правилу правого винта. 
Пусть Ei есть среднее значение проекции вектора Е на вектор dl . Тогда 
будем иметь 

€ = E,2ira. (13.22) 
Подставим выражения (13.21) и (13.22) в закон Фарадея (13.19). По

лучим равенство 

из которого найдем 

2*аЕ1 = - — (Вжа2) , 

a dB 
(13.23) 

Производная dB/dt положительна, так как магнитная индукция уве
личивается со временем. Согласно формуле (13.23) проекция Е\ отрица
тельна, т.е. вектор Е направлен противоположно вектору dl. При этом 
на электрон будет действовать сила 

F ^-еЕ 
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направление которой совпадает с направлением вектора dl (рис. 13.4). 
Направления действующей на электрон силы и возникающего при этом 
электрического тока можно найти по правилу Ленца. Согласно этому 
правилу индукционный ток направлен так, что он препятствует причине, 
его вызывающей. В данном случае причиной возникновения тока явля
ется увеличение магнитной индукции внешнего магнитного поля. Сле
довательно, создаваемое индукционным током магнитное поле должно 
быть направлено против внешнего поля. 

Запишем основное уравнение вращательного движения для электрона 
на орбите: 

= Mt , (13.24) 

где L2 и Мг - проекции на ось z векторов 

Г = [ г р ] , М = [г F ] 

момента импульса электрона и момента действующей на него силы соот
ветственно. Пострим декартову систему координат так, чтобы ее начало 
совпало с центром атомного ядра, а ось z направим вдоль вектора маг
нитной индукции (рис. 13.4). При этом момент силы 

Mz = -tExa. (13.25) 

При помощи формул (13.23) и (13.25) преобразуем правую часть уравне
ния (13.24): 

dLz _ еа* dB 
ч г - — 1т- ( 1 3 2 6 ) 

Это уравнение можно легко проинтегрировать. Запишем его решение в 
виде 

М О = ^ + ^ В ( 0 , (13.27) 

где Lt<> - значение момента импульса в начальный момент времени, ко
гда индукция магнитного поля была равна нулю. Соотношению (13.27) 
соответствует векторное равенство 

т+ т* с а2 

L =L0+ — B . 

Используя это выражение и формулу (13.2), найдем орбитальный маг
нитный момент 1-го электрона в атоме: 
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где рт]0 - магнитный момент t-ro электрона до включения магнитно
го поля. На самом деле электрон в атоме движется не по орбите, а 
более сложным образом - согласно законам квантовой механики. При 
этом величину а7 следует рассматривать как среднее значение квадрата 
расстояния электрона до оси г, проходящей через центр атомного ядра 
параллельно вектору В : 

а2 = х* + у* . 

Если волновая функция электрона, описывающая но представлениям 
квантовой механики его движение вокруг ядра, сферически симметрич
на, то 

а 2 = 2^* , 

При помощи этого равенства запишем формулу (13.28) в виде 

(«Л» 
Из этой формулы следует, что магнитное поле индуцирует у электрона 
дополнительный магнитный момент, который направлен противополож
но вектору магнитной индукции. 

Магнитный момент молекулы равен сумме орбитальных и спиновых 
моментов электронов: 

где рто - магнитный момент диамагнитной молекулы при отсутствии 
внешнего поля. Свойства диамагнетиков можно объяснить, если пред
положить, что входящие в их состав молекулы в отсутствие внешнего 
магнитного поля не имеют магнитных моментов: 

Рто = 0 . (13.30) 

При этом условии магнитный момент, который появляется у молекулы 
в магнитном поле, будет 

1 
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Согласно этой формуле магнитный момент диамагнитной молекулы на
правлен противоположно вектору магнитной индукции. 

Вектор намагниченности J есть сумма магнитных моментов всех мо
лекул в единице объема. В однородном поле все молекулы имеют оди
наковые магнитные моменты. При этом 

J = n p m , 

где п - концентрации молекул. С учетом (13.31) получим 

~ = - - ^ £ ? * - ( ч » ) 

Найдем теперь соотношение, связывающее векторы В и Н . Для это
го подставим выражение (13.32) в равенство (13.8). После несложных 
преобразований получим 

5 - = 
1+ ' 

где 
е 2 п £7 бгл 

I 
Подставим теперь это выражение в формулу (13.32). Придем к соотно
шению 

7 = - * * * Ж 

1 +Vo<* 
Численный расчет показывает, что величина /J0<T много меньше едини
цы: |10<7 <С 1 В таком случае величиной ц0<г в знаменателе можно 
пренебречь: 

J = - р0<? Н . 

Сравнив это выражение с (13.6), приходим к выводу, что магнитная вос
приимчивость диамагнетика 

о m *~~ 
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13.6. Магнитомеханические явления 
При помощи равенства (13.4) можпо объяснить так называемые магни

томеханические явления. Экспериментально установлено, что при бы
стром намагничивании тела оно начинает вращаться. Бели же способное 
намагничиваться тело (например, железный стержень) достаточно бы
стро привести во вращение, то оно намагничивается. 

Рассмотрим эксперимент, который по
зволяет непосредственно измерить гиро
магнитное отношение 7. Подвешенный 
на тонкой упругой нити ферромагнитный 
цилиндр помещен внутрь соленоида (рис. 
13.5). Ток в соленоиде создает магнитное 
поле, намагничивающее ферромагнетик. 
При этом под действием магнитного поля 
атомы разворачиваются так, что их маг
нитные моменты ориентируются по по
лю, т.е. в направлении вектора магнит
ной индукции. Однако такой направлен
ности магнитных моментов препятствует 
тепловое движение атомов. Под действи

ем достаточно сильного магнитного поля магнитные моменты всех ато
мов выстраиваются по полю и тепловое движение не может разрушить 
этот порядок. В таком случае говорят, что вещество намагничено до на
сыщения. Измерив напряженность поля и магнитную индукцию, можно 
рассчитать намагниченность: 

Но 

С другой стороны, согласно определению (13.1) намагниченность равна 
сумме магнитных моментов всех атом, деленной на объем магнетика. 
Когда вещество намагничено до насыщения все атомы имеют одинаковые 
магнитные моменты. При этом намагниченность насыщения равна 

Рис. 18.5. К описанию 
магнитомеханических 

явлений 

J 9 — -у Pm » (13.34) 

где N - число атомов, V - объем цилиндра, рт - магпитный момент 
одного атома. Намагниченный до насыщения ферромагнитный цилиндр 
обладает механическим моментом (моментом импульса) 

(13.35) 

где L - механический момент одного атома. 
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Изменим направление тока в соленоиде. Это приведет к тому, что 
направление векторов (13.34) и (13.35 ) изменится на противоположное, 
а момент импульса цилиндра получит приращение 

AT = 2NT t (13.36) 
Вследствие этого цилиндр придет во вращение. По углу поворота цилин
дра можно измерить приращение момента импульса AL. Из соотношений 
(13.34) и (13.36) найдем, что 

7 L AL ' 
Измеренное таким образом гиромагнитное отношение для железа ока

залось равным е/т, т.е. отношению собственного магнитного момента 
электрона к его спину. Это означает, что магнитный момент атома же
леза равен магнитному моменту неспаренного электрона. 

13.7. Парамагнетизм 
Экспериментально установлено, магнитная восприимчивость парамаг

нетиков является некоторой функцией от напряженности магнитного по
ля. Однако в достаточно слабом магнитном поле магнитная восприим
чивость парамагнетика не зависит от его напряженности, но зависит от 
температуры по закону Кюри - Вейсса (Пьер Кюри (1859 - 1906) и Пьер 
Вейсс (1865 - 1940) - французские физики) 

const 
Хт = у — , (13.37) 

где величина Тс называется температурой Кюри, или точкой Кюри. При 
высоких температурах, когда Г > Г с , магнитная восприимчивость пара
магнетика обратно пропорциональна температуре: 

const / ч л Л Л Ч Хт = —f-. (13.38) 

Рассмотрим вещество, состоящее из атомов, которые обладают не рап
ными нулю магнитными моментами, даже когда внешнее магнитное поле 
отсутствует. Энергия атома, обладающего магнитным моментом, опре
деляется по формуле 

£ = - р т Йог. (13.39) 
где Btoc - индукция магнитного поля, в том месте, где находится этот 
атом. Парамагнетиками, так же как и диамагнетиками, могут быть веще
ства в любом агрегатном состоянии: газообразном, жидком или твердом. 
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Отсюда можно сделать заключение, что на магнитные свойства этих ве
ществ не влияют взаимодействия атомов друг с другом. При этом маг
нитная энергия (13.39) атома будет почти одной и той же независимо 
от того, где он находится - в веществе или в вакууме. Поэтому можно 
положить 

В 1 о с = / 1 0 Я . (13.40) 
Предположим для простоты, что магнитное поле внутри исследуемого 

образца однородно. В этом случае намагниченность вещества J будет 
всюду одинакова и ее можно представить в виде 

Т = п(рт), (13.41) 

где п = N/V - концентрация атомов, ( р т ) - средний магнитный мо
мент одного атома. По определению этот вектор равен сумме магнитных 
моментов всех атомов, деленной на число атомов в образце: 

<Р-> = 7 г Е р т . (13.42) 

Проекция спина электрона на направление магнитного поля может 
принимать значения ± у Л, а его собственной магнитный момент - значе
ния ±/1в> где 

eh 

Величину /ля называют магнетоном Вора. Если магнитный момент атома 
не равен нулю, то в большинстве случаев его величина равна магнетону 
Бора, т.е. наличие у атома магнитного момента почти всегда связано с 
тем, что в нем присутствует только один неспаренный электрон. Итак, 
пусть магнитный момент атома р т равен собственному магнитному мо
менту неспаренного электрона. В таком случае модуль этого вектора 
будет равен магнетону Бора: 

Рт = ЦВ у 

а его проекция на вектор магнитной индукции может принимать одно из 
двух значений: 

Рт ИЛИ - рт . 

Энергия атома также принимает только два значения: 

Е+ = - HoPtnH , 

когда вектор р т направлен по полю, и 

Е- = / i 0 рт Н , 
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когда магнитный момент атома направлен против поля. 
Пусть Л+ есть число атомов, магнитный момент которых направлен 

по полю, а iV_ - число атомов, у которых вектор р т направлен против 
поля. Эти числа связаны условием 

ЛГ++ЛГ. =ЛГ, (13.43) 

где N число атомов в исследуемом образце. 
Число N(E) частиц с энергией Е в системе, находящейся в состоянии 

термодинамического равновесия, определяется формулой 

N(E) = Ae-fiE , (13.44) 

которая выражает собой закон распределения Гиббса. Согласно этому 
закону числа N+ и N+ атомов связаны с их энергиями соотношениями 

ЛГ+ = Ac'fiB+ , Л'- = Ае-*Е- . (13.45) 

Постоянную А найдем из условия (13.43). Подстановка выражений 
(13.45) в это условие приводит к формуле 

Л = , * + , - г ' < 1 3 4 в > 

где 

x = ^oPmH=^^L. (13.47) 

Среднее значение (рт) проекции вектора (рт) на направление маг
нитного поля по определению (13.42) будет 

(Pm) = -}T(N+-N-)pm. (13.48) 

При помощи равенств (13.45) и (13.48) найдем проекцию J вектора на
магниченности (13.40) на вектор магнитной индукции: 

J-npmthx, (13.49) 

где 

t h x = е ' ~ е (13.50) 
е* + е - х * 

- гиперболический тангенс. График зависимости намагниченности от 
параметра х показан на рис. 13.6. 
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Когда параметр г < 1, намагниченность парамагнетика достигает на
сыщения, т.е. принимает значение 

В магнитных полях, которые можно создать современными техническими 
методами, насыщение удается наблюдать только при достаточно низких 
температурах. Как правило, эти температуры существенно ниже ком
натной. 

При высоких температурах и не
больших значениях напряженно
сти магнитного поля величина х 
много меньше единицы: х <С 1. В 
этом случае справедлива прибли
женная формула 

th х ~ х 

и формула (13.49) принимает вид 

J = 
О 1 х 

Рис. 13.6. 
Намагниченность парамагнетика 

кТ 
(13.51) 

При сравнении формул (13.6) и 
(13.51) найдем, что магнитная вос
приимчивость 

Хтп — кТ 
(13.52) 

Нетрудно видеть, что эта формула согласуется с экспериментальной за
висимостью (13.38) магнитной восприимчивости парамагнетика от тем
пературы. 

Магнитная восприимчивость парамагнетика увеличивается при пони
жении температуры. При низких температурах парамагнетик легче на
магничивается одним и тем же магнитным полем, чем при высоких, т.е. 
намагниченность парамагнетика в постоянном магнитном поле увеличи
вается при понижении температуры. Магнитное поле стремится навести 
порядок среди атомов, т.е. направить атомные магнитные моменты вдоль 
вектора В . Тепловое движение атомов стремится этот порядок разру
шить. Можно сказать, что тепловое движение есть враг порядка. Чем 
выше температура, тем интенсивнее тепловое движение и тем сильнее 
должно быть магнитное поле, способное намагнитить парамагнетик до 
насыщения. 
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13.8. Постоянный магнит-
Спонтанная намагниченность 

Некоторые твердые тела создают в пространстве вокруг себя посто
янное магнитное поле. Такие тела называют постоянными магнита* 
ми. Магнитное поле, создаваемое постоянным магнитом цилиндрической 
формы, напоминает магнитное поле соленоида с электрическим током 
(рис. 13.7). При этом, так же как и соленоид с током, магнит должен 
обладать магнитным моментом, который параллелен вектору В внутри 
магнита. Постоянный магнит продолговатой формы имеет два конца, 
которые называют полюсами магнита. Полюс, из которого "выходят" 
силовые линии, называют северным. Противоположный полюс называ
ют южным. Изготавливают постоянные магниты из ферромагнитных 
материалов. 

Рис. 13.7. Поле постоянного магнита 

Бели магнит распилить пополам, то получим два постоянных магни
та. Такое деление можно мысленно продолжать много много раз до тех 
пор, пока половинками магнита не окажутся два атома. Следователь
но, атом есть маленький магнитик. Атом создает вокруг себя магнитное 
поле только в том случае, когда у него есть магнитный момент. Поля 
отдельных атомов складываются и образуют сильное поле постоянного 
магнита. Это возможно только тогда, когда магнитные моменты почти 
всех атомов тела ориентированы в одном направлении и что-то заставля
ет их такой порядок удерживать. Итак, намагниченность J постоянного 
магнита не равна нулю даже тогда, когда нет внешнего магнитного поля. 
Такое состояние вещества называют спонтанной, или самопроизвольной 
намагниченностью. 

Рассмотрим поведение одного магнита в магнитном поле другого маг
нита. Так как вещество, в котором магнитные моменты атомов напра
влены как магнитная индукция внешнего поля, втягивается в это поле, 
разноименные полюса магнитов притягиваются друг к другу (рис. 13.8а). 
Напротив, одноименные полюса магнитов отталкиваются (рис. 13.85). 

Энергию магнита во внешнем поле можно найти по формуле (13.39). 
Согласно этой формуле энергия магнита принимает наименьшее значе-
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ние, когда его магнитный момент направлен в ту же сторону, что вектор 
магнитной индукции внешнего поля. По этой причине два магнита, если 
у них есть возможность свободно вращаться, развернутся так, что их 
магнитные моменты станут параллельны. Так ведут себя стрелки двух 
компасов, если их приблизить друг к другу. Собственно, стрелки компа
сов и есть постоянные магниты. Можно подумать, что так ведут себя и 
атомы ферромагнетика в процессе самопроизвольного намагничивания. 
Однако это не так. Магнитные силы очень слабы и пе могут поддержи
вать порядок среди атомов постоянного магнита. Эти силы действуют 
между атомы твердого парамагнетика. Но после выключения внешнего 
магнитного поля тепловое движение быстро нарушает порядок в напра
влениях магнитных моментов атомов и намагниченность парамагнетика 
исчезает. Какие-то более могущественные силы заставляют атомы фер
ромагнетика выстраиваться так, что их магнитные моменты направлены 
в одну сторону. В квантовой механике эти силы называют обменными. 

N N 

б) N N 

Рис. 13.8. Взаимодействие постоянных магнитов 

13.9. Ферромагнетизм 
Для исследования магнитных свойств веществ используется схема, 

изображенная на рис. 13.9. Исследуемый магнетик имеет форму тора, 
на котором имеются две проволочные катушки. Источник переменного 
напряжения вызывает в одной из катушек ток, который создает в магне
тике почти однородное магнитное поле с напряженностью Н = п\ i\, где 
п\ - число витков на единицу длины в первой катушке. 

О величине магнитной индукции можно судить по силе тока, индуци
руемого во второй катушке: 

S3 = e/R7 , 

где Яз - сопротивление второй катушки, с - ЭДС индукции. Согласно 
закону Фарадея 
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где потокосцепление 

N2 ~ число витков во второй катушке, S - площадь одного витка. При 
этом сила тока t? и магнитная индукция в веществе будут связаны соот
ношением 

. _ N2S dB_ 
% 2 ~ Я 2 dt * 

Таким образом, зная параметры катушек, по измеренным значениям сил 
токов t*i и 12 можно вычислить В и Я и установить зависимости В = 
В(Н) и J = J(H). Графики этих зависимостей называются кривыми 
намагничивания. 

Рис. J3.9. К измерению магнитной индукции 

Пусть в начальный момент времени исследуемый образец на рис. 13.9 
не был намагничен, т.е. его намагниченность J была равна нулю. Бу
дем постепенно увеличивать ток i\ в первой катушке. При этом в веще
стве появляется магнитное поле, напряженность Н которого будет также 
увеличиваться. Чем больше напряженность магнитного поля, тем выше 
намагниченность вещества. Об этом свидетельствует кривая / на рис. 
13.10. В достаточно сильном магнитном поле намагниченность вещества 
достигает насыщения, т.е. принимает наибольшее значение J9. Кривая 
намагничивания /, соответствующая нулевой начальной намагниченно
сти, называется основной, или нулевой. При уменьшении напряженности 
магнитного поля намагниченность ферромагнетика также уменьшается, 
но зависимость J = «/(//) теперь имеет другой вид (кривая 2 на рис. 
13.10). Когда ток в первой катушке станет равен нулю, напряженность 
магнитного поля также обратится в ноль. Однако ферромагнетик оста
нется намагниченным, т.е. он превратится в постоянный магнит. Зна
чение J0% которое принимает при этом его намагниченность, называют 
остаточной намагниченностью. Если бы в торе на рис. 13.9 имелся 
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воздушный зазор, то в нем можно было бы обнаружить постоянное маг
нитное поле с индукцией В9 = ficJ0 

Рис. 13.10. 
Намагниченность 
ферромагнетика 

О Н 

Увеличивая ток в первой катушке, доводим ферромагнетик до насы
щения, а затем будем уменьшать ток. Когда ток станет равным нулю, 
изменим его направление и снова будем увеличивать его силу. При этом 
вектор Я напряженности магнитного поля изменит направление на про
тивоположное, но направление вектора J намагниченности вещества не
которое время изменяться не будет. Только с увеличением силы тока %\ 
будет уменьшаться его величина (рис. 13.11). Намагниченность обра
щается в нуль при значении Я с напряженности обратного магнитного 
поля, которое называется коэрцитивной силой. При дальнейшем уве
личении тока растет напряженность поля и вектор J намагниченности 
изменяет направление, т.е. теперь он направлен как вектор напряженно
сти поля. При больших значениях силы тока намагниченность достигает 
насыщения, но уже противоположного направления. Бели теперь снова 
уменьшать ток до нуля, а затем, изменив его направление, увеличить 
его до насыщения ферромагнетика, получим зависимость J = «/(Я), гра
фик которой представлен на рис. 13.11. Это есть замкнутая кривая, 
называемая максимальной петлей гистерезиса. Если, изменяя ток не 
доводить ферромагнетик до насыщения, можно получить петли гистере
зиса меньшей амплитуды, которые называются частными циклами. Из 
рис. 13.11 видно, что намагниченность ферромагнетика не является од
нозначной функцией напряженности поля и при заданном значении Я 
определяется предысторией вещества. 

На рис. 13.11 изображены две максимальные петли гистерезиса, со
ответствующие различным температурам. Чем выше температура, тем 
меньше площадь петли гистерезиса. Когда температура ферромагнетика 
поднимается до значения Т с , т.е. до точки Кюри, площадь петли стано
вится равной нулю. При температурах выше точки Кюри ферромагнетик 
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утрачивает свои свойства и становится парамагнетиком, магнитная вос
приимчивость которого подчиняется закону Кюри - Вейсса (13.37). 

J/Js 

- 1 

Рис. 13.11. Кривые намагничивания ферромагнетика (петли гистере
зиса) при различных значениях температуры Т, Т\ < Тг 

Свойства ферромагнетиков объясняются способностью атомов к само
произвольному упорядочению магнитных моментов. Атомы ферромаг
нетика сами собой без влияния внешнего магнитного поля могут ориен
тироваться в одном направлении. Каждый атом в ферромагнетике стре
мится повернуться так, чтобы его магнитный момент был направлен так 
же, как у ближайших к нему соседних атомов (рис. 13.12). Но делает 
он это совсем не потому, что к этому принуждает его магнитное поле, 
создаваемое его соседями. Это поле очень слабое и энергия атома в этом 
поле существенно меньше значения энергии взаимодействия двух атомов, 
которое дают экспериментальные исследования ферромагнетиков. 

Ферромагнитные свойства проявляют только вещества в кристалли
ческом состоянии. Газы и жидкости не бывают ферромагнитными. Это 
связано с тем, что интенсивное тепловое движение не дает воэможости 
атомам осуществить самопроизвольно упорядочение их магнитных мо
ментов. В кристалле каждый атом находится в тесном окружении других 

Рис. 13.lt. 
Ферромагнитное упорядочение 

атомных магнитных моментов 
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таких же атомов. Естественно предположить, что именно взаимодействие 
каждого атома со своим окружением и определяет свойства ферромагне
тика. 

Найдем сначала энергию Ема* атома в магнитном поле, создаваемом 
другими атомами вещества. Для этого можно использовать формулу 
(13.39), которую теперь запишем так: 

Е„а, ^-Pm'Bioc, (1353) 

здесь 
%ос =/io77L. (13.54) 

Векторы Bioc и Hioc характеризуют магнитное поле в пустоте, которая 
образуется на месте рассматриваемого атома, если его удалить из магне
тика. В общем случае это поле отличается от поля внутри магнетика, где 
все атомы находятся на своих местах. Это отличие определяется фор
мой полости, в которой располагается атом, или, точнее говоря, располо
жением соседних атомов вокруг данного атома. Рассмотрим некоторые 
крайние и не вполне реальные частные случаи. 

. н * 

Рис. 13.13. Две полости в однородно намагниченном веществе 

Пусть полость, занимаемая одним атомом ферромагнетика, имеет 
форму узкой щели, которая расположена вдоль силовых линий магнит
ного поля (рис. 13.13). В этом случае большая часть поверхности поло
сти касательна к силовым линиям поля. Согласно законам магнитного 
поля на границе раздела двух сред касательная составляющая напря
женности поля непрерывна. В силу этого условия напряженность маг
нитного поля в полости будет равна напряженности Н магнитного поля 
в веществе: 

Hioc = Н . 
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При этом 
#/ос =Цо~Н . (13.55) 

Предположим, что полость, в которой заключен атом ферромагнетика, 
также имеет форму узкой щели, но расположена она перпендикулярно к 
силовым линиям магнитного поля (рис. 13.13). В этом случае большая 
часть поверхности полости перпендикулярна к силовым линиям. Так 
как нормальная составляющая магнитной индукции не изменяется при 
переходе через границу раздела двух сред, индукция магнитного поля в 
полости будет равна индукции В магнитного поля в веществе: 

Bioc = В , 

или согласно определению (13.8) 

Яюс = / i * ( 7 f + Г ) . (13.56) 

Обобщая формулы (13.55) и (13.56), можно записать следующее выраже
ние для магнитной индукции локального поля в полости: 

Ж1ос = / 1 0(я + А 7) , (13.57) 

где Л - так называемый подгоночный параметр, значение которого сле
дует подобрать так, чтобы теория наилучшим образом соответствовала 
действительности. Очевидно, что реальное значение этого параметра 
лежит где-то в интервале от нуля до единицы: 0 < А < 1. Возмож
но, А = 1/3. Подстановка магнитной индукции локального поля (13.57) 
в формулу (13.53) приводит к следующему выражению для магнитной 
энергии атома в поле, создаваемом другими атомами вещества: 

Ем„ = -ИоРт(1? + А Т ) . (13.58) 

В теории магнитных материалов на основе законов квантовой механи
ки доказывается, что неспаренные электроны, принадлежащие двум со
седним атомам твердого тела, обладают так называемой обменной энер
гией Е\2- Причем эта энергия зависит от направления собственных маг
нитных моментов электронов. В ферромагнетике обменная энергия £12 
двух соседних атомов принимает наименьшее значение, когда их магнит
ные моменты направлены в одну сторону. Существуют вещества, назы
ваемые антиферромагнетиками, в которых обменная энергия Е\г двух 
соседних атомов принимает наименьшее значение, когда их магнитные 
моменты направлены в разные стороны. 
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Для энергии взаимодействия ЕЦ двух соседних атомов ферромагне
тика, в каждом из которых имеется один неспаренный электрон, можно 
записать следующее выражение: 

El2 = - I P"|Pm? , (13.59) 
Рт 

где / - так называемый обменный интеграл - положительная постоян
ная, имеющая размерность энергии, рт% и рт7 - собственные магнит
ные моменты электронов. Когда магнитные моменты соседних атомов 
pmi и p m j параллельны, т.е. направлены так |Т и л и так —• —согласно 
формуле (13.59) энергия их обменного взаимодействия равна — / . В том 
случае, когда магнитные моменты соседних атомов антипараллельны, 
т.е. направлены так |1 или так «— — п о этой формуле значение энергии 
обменного взаимодействия атомов будет равно /. Таким образом, два 
соседних атома ферромагнетика обладают наименьшей энергией, когда 
магнитные моменты их песпаренных электронов параллельны. Так как 
любая система стремится к состояпиюс наименьшей энергией, при доста
точно низких температурах должна происходит спонтанная ориентация 
спинов, т.е. они сами собой должны выстраиваться в одном направлении. 
При этом ферромагнетик превращается в постоянный магнит. 

Пусть z есть число атомов, которые окружают произвольный атом 
ферромагнетика, т.е. являются его ближайшими соседями. Этот атом 
взаимодействует одновременно со всеми своими соседями. Его взаимо
действием с более удаленными соседями можно пренебречь. Энергия 
атома зависит от того, как направлены магнитпые моменты окружаю
щих его атомов. С учетом формулы (12.59) запишем следующее выра
жение для энергии обменного взаимодействия произвольного атома со 
своим окружением: 

_ г 

ЕОБМЕН = - / -£Е- £ ft*. , (13.60) 

где рт - магнитный момент данного атома, рт% - магнитный момент 
одного из z окружающих его атомов. По определению средний магнитный 
момент системы из z атомов будет 

< Л » и > = | £ Рт. (13.61) 
z 1=1 

При помощи этого определения формуле для обменной энергии одного 
атома со своим окружением можно придать вид 

Eo6MtH = -zI РгпШ^Р (13.62) 
Рт 
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Когда ферромагнетик намагничен однородно, справедлива формула 
(13.41) 

Т = п(рт). 
Причем средние магнитные моменты, определяемые формулами (13.42) 
и (13.61), в таком случае будут равны: 

(Рт) = (Рт)окр , 

и формулу (13.62) можно записать так: 

EoSmch = -ZI - ^ ф . (13.63) 

Энергия одного атома ферромагнетика равна сумме его магнитной и 
обменной энергий: 

Е = Ема§ + Еобмен у 

или с учетом формул (13.58) и (13.63) 

Е = -»о р т ( я + А Г ) - г / - ^ - . (13.64) 

Когда магнитный момент атома рт направлен по полю, т.е. его про
екция на вектор напряженности поля равна рт, энергия атома будет 

Е+ = - fi0 рт (Н + A j) - — . (13.65) 
4 ' "Рт 

Относительной намагниченностью вещества называют величину <г, ко
торая равна намагниченности J, деленной на намагниченность насыще
ния J, = прт: 

<г=^Г = — = ^ . (13.66) 
J* П Рт Рт 

Используя это определение, запишем выражение (13.65) следующим обра
зом: 

Е+ = -h-ca , (13.67) 
где 

h = fioPmH (13.68) 
- энергия атома в магнитном поле без учета его взаимодействия с дру
гими атомами, 

е = А/10прД + zl (13.69) 
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- наибольшее значение энергии взаимодействия атома с окружающими 
его атомами. Произведение А / i 0 пр^ есть магнитная энергия атома, а ; / 
- энергия его обменного взаимодействия с соседними атомами, когда маг
нитные моменты всех атомов направлены противоположно магнитному 
моменту данного атома. 

Когда магнитный момент атома направлен против поля и его проекция 
равна —Рт, энергия атома согласно формуле (13.64) будет 

Е- = Л-М<г. (13.70) 

Применим теперь распределение Гиббса (13.44) и найдем числа N+ и 
N+ атомов, магнитные моменты которых направлены по полю и против 
поля соответствено. Подстановка энергий (13.67) и (13.70) в формулы 
(13.45) дает 

ЛГ+ = Л е г , N. = Ае~г, (13.71) 
где 

« Т У 1 - (»»•«> 
Условие (13.43) вновь приводит формуле (13.46) для постоянной А, а 
равенства (13.48) и (13.71) - к уравнению (13.49), которое при помощи 
соотношения (13.66) можно записать следующим образом: 

<т = t h x , (13.73) 

где величина х определена формулой (13.72). Это уравнение нетрудно 
преобразовать к виду 

1 п Т 3 7 = Тт(н + € < г ) - ( 1 3 7 4 ) 

Когда внешнее магнитное поле отсутствует (Я = 0), энергия атома 
h также равна нулю. При этом вместо уравнения (13.74) будем иметь 
уравнение 

\+а 2е<т П л 7 , х 
] п Т ^ = Т т - ( 1 3 7 5 ) 

В этом уравнении величина а есть отношение остаточной намагниченно
сти J0t т.е. спонтанной намагниченнисти при Н = 0, к намагниченности 
насыщения: 

J. 
° = т,-

Уравнение (13.75) определяет температурную зависимость а = &(Т) 
спонтанной намагниченности ферромагнетика. График этой зависимо
сти нетрудно построить при помощи персонального компьютера (рис. 
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13.14). Эта кривая не плохо согласуется с результатами эксперименталь
ных исследований. Только при очень низких температурах наблюдается 
расхождение с экспериментальной зависимостью <т — <г(Т), которая под
чиняется закону Блоха 

<т(Т) = 1 - const Т 3 / 2 . 

Jo/Js 

1,0 

Рис. 13. Ц. 
Спонтанная намагниченность 

ферромагнетика 
как функция от температуры 0,5 

0 
Как видно из рис. 13.11 и 13.14, только в очень сильных магнитных 

полях и при низких температурах намагниченность J почти достигает 
насыщения J9. В других случаях J < J9. Это означает, что не все атомы 
соблюдают порядок, как показано на рис. 13.12. При любой температуре 
в ферромагнетике имеется определенная доля (а именно, 1 — а) атомов, 
магнитные моменты которых направлены против поля, т.е. не так, как 
у большинства атомов. Причиной этого является тепловое движение, 
из-за которого в том или ином атоме неспаренный электрон вдруг нару
шает общий порядок и поворачивается на 180°. При постоянной темпера
туре, когда ферромагнетик находится в состоянии термодинамического 
равновесие, число таких поворотов, совершаемых за некоторое время, в 
среднем равно числу поворотов в обратном направлении, совершаемых 
электронами за то же время. 

Уравнение (13.74) содержит три переменные величины <г, Л и Т. Из 
этого уравнения можно найти зависимость 

о = o(Ht Т) 

намагниченности от напряженности магнитного поля и температуры. 
Построенные при помощи уравнения (13.74) графики зависимости на
магниченности о от напряженности поля Я при различных постоянных 
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значениях температуры Т <ТС показаны на рис. 13.11. Качественно эти 
кривые соответствует экспериментальным кривым гистерезиса. 

Уравнение (13.75) дает возможность получить следуюшее выражение 
для температуры Кюри: 

T c = i . (13.76) 

Вычислим по этой формуле значение температуры Кюри, предположив, 
что энергия € взаимодействия атома с соседними атомами равна 

т.е. не будем учитывать его обменную энергию. Используя значения 
магнитной постоянной ц0 = 1,26-10" 6 Гн/м% магнетона Бора рв = 0,927-
10" 2 3 Док/Тл и постоянной Больцмана к = 1,38 • 10" 2 3 Дж/К, найдем 
температуру Кюри для никеля, положив А = 1. Так как концентрация 
атомов в кристалле никеля 10 2 9 л«~ 3, получим значение 

i ^ i = 0,785K. 
к 

В действительности для никеля температура Кюри Тс — 631 К. Это 
несоответствие расчетной и реальной температур Кюри означает, что в 
формуле (13.69) второе слагаемое, т.е. обменая энергия играет главную 
роль: 

€ = Z/. 
Другими словами, это означает, что именно обменное взаимодействие 
принуждает неспаренные электроны в ферромагнетике при достаночно 
низких температурах, преодолевая разрушительное действие теплового 
движения, вести себя так, что почти у всех этих электронов спины на
правлены в одну сторону. 

Найдем из уравнения (13.74) зависимость намагниченности а от вели
чины h для значений температуры Т > Тс. При этих значениях темпе
ратуры спонтанное намагничивание вещества невозможно и намагничен
ность равна нулю в отсутствие магнитного поля. Когда напряженность 
магнитного поля не очень велика, намагниченность вещества а также 
должна быть мала и прямо пропорциональна напряженности магнитно
го поля. Для малых значениях а левую часть уравнения (13.74) можно 
преобразовать при помощи приближенной формулы 

1 + а 
1 — а 

С учетом (13.76) придем к уравнению 

kTa = h + kTca4 
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из которого получим соотношение 
_ h 

С ~ к(Т-Тс) * 

Так как энергия Л прямо пропорциональна напряженности магнитного 
поля, из этого соотношения вытекает закон Кюри - Вейсса (13.37). 

13.10. Домены 
Рассмотрим следующий опыт. Нагреем образец ферромагнетика (на

пример, предварительно намагниченный кусок железа) до температуры 
выше точки Кюри. При этом он превратится в парамагнетик. Если внеш
нее магнитное поле отсутствует, намагниченность образца будет равна 
нулю. Затем будем постепенно понижать его температуру. Когда она 
станет ниже температуры Кюри, должно произойти самопроизвольное 
намагничивание образца. Однако подвергнутый такой обработке (она 
называется отжигом) образец останется ненамагниченным. Постоянный 
магнит после отжига теряет свои свойства. Только после воздействия на 
него достаточно сильным магнитным полем он снова намагнитится, т.е. 
будет создавать вокруг себя свое собственное магнитное поле. 

Представим себе, как происходит упорядочение атомных спинов в фер
ромагнетике, температура которого только что стала ниже температуры 
Кюри. Сначала спины всех атомов были ориентированы произвольным 
образом. Затем в различных местах ферромагнетика стали появлять
ся небольшие группы атомов с параллельными спинами. Такая группа 
атомов с одинаковой ориентацией спинов занимает небольшую область 
пространства, которую называют доменом. Образец ферромагнетика до
статочно больших размеров состоит из очень большого числа доменов. 
В пределах каждого домена ферромагнетик намагничен до насыщения. 
Но ориентация спинов в разных доменах рзлична, и поэтому сумма спи
новых магнитных моментов всех электронов в образце равна нулю, т.е. 
в среднем образец ферромагнетика оказывается ненамагниченным. По
местим ненамагниченный ферромагнетик в магнитное поле. При увели
чении его напряженности изменяется форма доменов: увеличиваются в 
размерах те домены, в которых магнитные моменты электронов напра
влены преимущественно по полю. Рост одних доменов сопровождается 
уменьшением в размерах других. В достаточно сильных магнитных по
лях в пределах целого домена происходит поворот магнитных моментов 
всех электронов в направлении поля. Так ферромагнетик превращается 
в постоянный магнит. 
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13.11. Статистическая физика ферромагнетиков 
Рассмотрим кристаллическую решетку, в узлах которой расположены 

атомы, имеющие по одному нсспареиному электрону каждый. Пусть W+ 
- вероятность, того, что какой-то один из этих атомов имеет магнитный 
момент рт, который направлен по полю, т.е. так же, как вектор напря
женности внешнего магнитного поля. Аналогично, W- - вероятность, 
того, что магнитный момент рт этого атома направлен противоположно 
вектору напряженности магнитного поля. Условие нормировки вероят
ности будет иметь вид 

W+ + W- = 1 . (13.77) 

Пусть г есть радиус-вектор, характеризующий положение произволь
ного узла кристаллической решетки. Вероятности W+ и W-, определя
ющие состояние какого-либо атома, в общем случае следует рассматри
вать как функции радиус-вектора г того узла решетки, где находится 
этот атом: 

W+ = W+(r), W- = W-(r). (13.78) 

Эти функции осуществляют статистическое описание магнитного состо
яния всего кристалла. Вид этих функций может быть установлен при 
помощи одного из основных законов статистической физики - принци
па минимума свободной энергии, который был сформулирован в разделе 
1.8. Согласно этому принципу при заданных значениях температуры Т 
и объема V равновесному состоянию макросистемы соответствует наи
меньшее значение свободной энергии 

F = f / - T 5 , (13.79) 

где U - внутренняя энергия системы, S - ее энтропия. 
В силу условия нормировки (13.77) функции (13.78) не являются не

зависимыми. Например, вероятность W- можно выразить через вероят
ность W+: 

W- = 1 - 1У+ = 1 - W % (13.80) 

где 
W = W{r) = W+{7). 

Внутренняя энергия кристалла, его энтропия и свободная энергия F 
являются функциями его состояния и зависят некоторым образом от 
функции W = W(r). Пусгь установлена зависимость свободной энер
гии от этой функции: 

F = F{W(r)}. 
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Тогда функция W = W ( r ) , описывающая равновесное состояние кри
сталла, может быть найдена из условия минимума свободной энергии 

Проекция магнитного момента рт на вектор напряженности магнит

ного поля может принимать одно из двух значений: рт или — рт. Соот

ветственно энергия атома в магнитном поле будет равна или 

Е+ = - h , 

когда вектор рт направлен по полю, или 

= Л, 
когда магнитный момент атома направлен против поля. Здесь 

Л = ИоРтН . 

Среднее значение энергии одного атома определяется формулой 

Ема, = Е+ W+ + W- , 

которая в рассматриваемом случае принимает вид 

Емси = - М — ) • (13.82) 

Среднее значение проекции вектора магнитного момента атома на на
правление внешнего магнитного поля по определению будет 

(Pm)=Pm(W+-W-). (13.83) 

Согласно этой формуле средняя намагниченность одного атома 

а = (13.84) 

связана с вероятностями W+ и соотношением 

W+ - W- = а . (13.85) 

Используя функции (13.78), можно записать следующее выражение для 
средней энергии всех атомов кристалла в магнитном поле: 

Ёмаш = - h £ ( w + ( r ) - И М ? ) ) , (13.86) 
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где суммирование производится по всем векторам г, соответствующим 
различным узлам решетки. С учетом соотношения (13.85) выражение 
(13.86) можно записать так: 

^ o , = - / i $ > ( r ) , (13.87) 

где 

есть средняя намагниченность атома в узле г. 
Получим теперь выражение для средней энергии обменного взаимо

действия атома в узле г с его ближайшими соседями. Используя соотно
шение (13.84), при помощи формулы (13.60) получим 

Е о б м е н = - / а(г) £*{? + Я) • (13.88) 
/ 

где д - один из z векторов, который соединяет атом с его ближайшим 
соседом. Средняя энергия обменного взаимодействия всех атомов кри
сталла будет 

Ёоемеп = -^/У2У2<г(г)<г(г + д). (13.89) 
1 F i 

Множитель j в этом выражении появляется вследствие того, что при 
суммировании по г выражения (13.88) энергия обменного взаимодействия 
одной и той же пары атомов встречается дважды. 

Итак, внутренняя энергия кристалла в магнитном поле с учетом энер
гии обменного взаимодействия атомов будет иметь вид 

Как следует из равенств (13.80) и (13.85) средняя намагниченность <т(г) 
одного атома связана с вероятностью W{r) соотношением 

а{г) = 2W(r)- 1 . (13.91) 

Согласно формуле (2.27), которая дает статистическое определение 
энтропии, энтропия одного атома будет 

Si = - к (w+ In W+ + W- in W~) . 
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Так как энтропия является аддитивной величиной, можно записать сле
дующее приближенное выражение для энтропии кристалла: 

S = -к ^(w+(r) \nW+(r) + W-(r) l n W - ( r ) ) . (13.92) 

Формулы (13.79), (13.80), (13.90) - (13.92) определяют зависимость 
F = F{W(r)} свободной энергии от вероятности W = W(r). Нетруд
но показать, что условие (13.81) минимума свободной энергии приводит 
к уравнению 

1 * Т , П 1 - %\ = Л + / ^2а(? + 9)- (13.93) 

Из этого уравнения можно найти функцию <т = сг(г), которая описывает 
намагниченность каждого атома кристалла, находящегося в состоянии 
термодинамического равновесия. 

В пределах одного домена намагниченность а каждого атома ферро
магнетика одинакова. Положив в уравнении (13.93) 

<т(г) — а — const, 

придем к уравнению 

1 1 + <г 

Z 1 — <т 

которое совпадает с уравнением (13.74). 
Рассмотрим теперь свойства магнетика в случае, когда энергия / от

рицательна: 
/ = - I / I . 

В этом случае обменная энергия пары соседних атомов будет прини
мать наименьшее значение — |/|, когда магнитные моменты атомов на
правлены в противоположные стороны. Результатом такого взаимодей
ствия является устанавливающийся при достаточно низких температу
рах определенный порядок в направлениях атомных магнитных момен
тов. Так называемое антиферромагнитное упорядочение характеризу
ется тем, что магнитные моменты соседних атомов направлены преиму
щественно в противоположные стороны. При этом происходит чередо
вание направлений магнитных моментов вдоль кристаллографических 
осей (рис. 13.15). 
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Антиферромагнитный кристалл можно представить себе как две вста
вленные друг в друга пространственые решетки, которые называют маг
нитными подрешетками. Каждая под решетка образована атомами, маг
нитные моменты которых сонаправлены. Магнитные моменты атомов 
из разных подрешеток антипараллельны. Поэтому средняя намагничен
ность антнферромагнетик а в отсутствие внешнего магнитного поля равна 
нулю. 

ф ф ф ф ф 

ф ф ф ф ф 

ф ф ф ф ф 

ф ф ф ф ф 
Рис. 13.15. Антиферромагнитное упорядочение 

Обозначим одну из магнитных подрешеток L\, а другую - L2. Ис
пользуя эти обозначения, среднюю намагниченность <г(г) атома в узле г 
можно описать следующей формулой: 

= ( а х П р И ! ? f 1 ' (13.94) \ <г2 при г € Li, v 7 

где а\ и <г2 - намагниченности атомов в подрешетках L\ и L2 соответ
ственно. Подстановка этой функции в уравнение (13.93) приводит к си
стеме уравнений для значений а\ и а2 

T t T l n T ^ r = fc-'i/|ff" 

Отсутствие антиферромагнитного упорядочения характеризуется par 
венством значений <г\ и е2у а степень такого упорядочения можно оха
рактеризовать величиной 

9 = ! ( „ - » » ) , (13.96) 

которую называют параметром порядка. 

(13.95) 
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Среднюю намагниченность <т атома антиферромагнетика можно опре
делить так: 

Таким образом, система уравнений (13.95) неявным образом определя
ет зависимости параметра порядка 17 и средней намагниченности а от 
температуры и напряженности внешнего магнитного поля. 

Если внешнее магнитное поле отсутствует и А = 0, то намагниченность 
а = 0. При этом с2 — — &\ и параметр порядка 17 = 0-1. В этом случае 
уравнения (13.95) приводят к уравнению для параметра порядка 

1 +1) _ 2z\I\V 

которое совпадает с уравнением (13.75). При этом график зависимости 
т) = т](Т) параметра порядка от температуры, когда магнитное поле от
сутствует, будет такой же, как график на рис. 13.14. Такая зависимость 
г) = т)(Т) свидетельствует о том, что при температурах ниже критиче
ской 

Тс = ^ , (13.99) 

которую называют тонкой Нсслл, наступает самопроизвольное антифер
ромагнитное упорядочение атомных магнитных моментов. 



Г Л А В А 14 

ФИЗИКА ЛАЗЕРОВ 

14Л. Стационарные состояния электронов 
и квантовые переходы 

Движение одного из электронов в атоме или молекуле согласно пред
ставлениям квантовой механики описывается посредством волновой футе 
дни хр = tp(t, г) . Когда электрон совершает стационарное движение, ха
рактер которого не изменяется с течением времени, говорят, что он на
ходится в стационарном состоянии. Такое движение описывается вол
новой функцией вида 

где Е - энергия электрона, а функция <р = <р(г) является решением 
уравнения Шредингера 

Н<р= Е<р, (14.1) 

где Я - оператор полной энергии электрона, называемый гамильтониа
ном. 

Когда электрон движется в ограниченной области пространства (на
пример, в пределах атома), решения уравнения Шредингера (14.1) обра
зуют счетное множество, т.е. каждой функции <р = vK^ )> удовлетворяю-

Е 

Е4 

Е$ 
Е2 

Рис. Ц.1. 
Уровни энергии 

щей этому уравнению, можно приписать поряд
ковый номер, обозначаемый символом п или 
m = 1, 2, 3, ... При этом энергию электрона 
в стационарном состоянии, описываемом вол
новой функцией <рп(г)> обозначают Еп. Таким 
образом, возможные значения энергии элек
трона образуют дискретный спектр. Эти зна
чения принято отмечать на числовой оси Е ли
ниями, которые называют уровнями энергии 
(рис. 14.1). Состояние y>i(f), в котором элек
трон обладает наименьшей энергией Е\, назы
вают основным. Все другие состояния <рп{г) 
называют возбужденными. 
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Е 

Ет 

Существуют различные состояния, в которых электрон обладает од
ной и той же энергией. Такие состояния и соответствующий уровень 
энергии называют вырожденными, а число этих состояний - кратностью 
вырождения уровня. 

Под влиянием различных внешних воздействий электрон время от вре
мени совершает быстрые переходы из одного стационарного состояния 
¥?п(г) в другое <рт(г). В результате такого перехода его энергия может 
"скачком" измениться от значения Еп до значения Ет. В таком случае 
говорят, что электрон перешел с уровня Еп на уровень Ет. Схематичпо 
переходы электрона из одного стационар
ного состояния в другое изображают вер
тикальными стрелками между энергетиче
скими уровнями. На рис. 14.2 условно 
изображены переход с уровня Еп на более 
высокий уровень Ет и обратный переход с 
Ет на Еп. Существенной особенностью пе
рехода электрона из одного стационарного 
состояния в другое является то, что при 
этом его энергия "скачком" изменяется на 
величину Ет — Еп. Поэтому такие перехо
ды и называют квантовыми. В результате 
одних переходов энергия электрона увели
чивается, а в результате других она умень
шается. 

Квантовый переход электрона из одного состояния в другое может 
произойти, а его энергия может измениться только в том случае, когда 
какая-то частица (или сразу несколько частиц), взаимодействуя с элек
троном некоторым образом, сообщает ему энергию или отбирает ее у 
него. Очень часто роль такой частицы играет квант электромагнитного 
излучения - фотон. 

Рис. Ц.2. Квантовый пе
реход электрона из состо
яния <рп в состояние у>т и 
обратный переход 

Ни Еп 
® 

Ет = En + hu © 
б) 

Рис. Ц.З. Поглощение фотона атомом 

Взаимодействие электромагнитного излучения с веществом приводит к 
различным процессам, протекающим в веществе, и к изменению характе
ристик самого излучения. В этой главе будем рассматривать только два 
процесса: поглощение излучения веществом и его испускание. Соглас-
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но квантовой теории взаимодействия излучения с веществом отдельный 
атом может как поглотить фотон, так и испустить его. При поглощении 
фотона атомом А (рис. 14.3) электрон переходит из некоторого состоя
ния <рп в состояние <рт с более высокой энергией (Ет > Еп), т.е. атом 
приходит в возбужденное состояние Л # . Такой переход возможен при 
условии, что энергия фотона Низ равна изменению энергии электрона: 

hu = E m - E n y (14.2) 

т.е. частота фотона должна иметь вполне определенное значение. По
этому этот переход называют резонансным поглощением фотона. 

Электрон в атоме может перейти в состояние с более высокой энергией 
не только при поглощении фотона, но также при столкновении с другим 
атомом или какой-либо иной частицей. Например, тепловые колебания 
атомов в кристаллической решетке приводят их в возбужденные состо
яния. Другими словами, атомы в кристаллах могут поглощать кванты 
тепловых колебаний решетки - фононы. 

Переход электрона из состояния <рт в состояние <рп с более низкой 
энергией (Еп < Ет) может сопровождаться испусканием фотона с ча
стотой 

Ет ~~ Еп /л л о\ 
* = д • (14.3) 

Такой переход называют излунательным. Иногда при переходе из <рт в 
<рп электрон отдает часть своей энергии не фотону, а каким-то другим 
частицам, например, фон о нам. Тогда переход называют бсзызлучателъ-
ным. 

Переход из некоторого возбужденного состояния в состояние с мень
шей энергией электрон может совершить самостоятельно без всякого воз
действия извне. Такой самопроизвольный переход А* —> А называют 
спонтанным. Если при этом рождается фотон, то испускаемое атомом 
электромагнитное излучение также называют спонтанным (рис. 14.4). 

Ет Еп = Ет - hu ^ 
@ (A) O V W 

а) б) 

Рис. J4-4- Спонтанное испускание фотона атомом 

Спонтанное электромагнитное излучение есть совокупность большо
го числа фотонов, в разное время спонтанно испущенных различными 
атомами. Поэтому оно не является когерентным. 
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Переход электрона в возбужденном атоме из состояния <рт в состояние 
spn с испусканием фотона частоты ш может быть совершен под влияни
ем пролетающего мимо фотона той частоты (14.5). Причем рожденный 
фотон совершенно идентичен фотону, стимулировавшему его рождение. 
Такой переход называют вынужденным, а возникающее при этом излу
чение - индуцированным. Возможность вынужденных излучательных 
переходов электрона и существование индуцированного излучения были 
предсказаны А. Эйнштейном. 

Ни) 

®Ет 

а) 

Рис. Ц.5. Вынужденное испускание фотона атомом 

Плоская электромагнитная монохроматическая волна распространя
ется по пространству в определенном направлении, имеет определенную 
частоту, фазу и поляризацию. Индуцированное электромагнитное излу
чение обладает замечательным свойством. Его волновые характеристи
ки (направление, частота, фаза и поляризация) совершенно совпадают 
с характеристиками излучения, которое, проходя через вещество, выну
ждает атомы испускать это излучение. Иначе говоря, индуцированное 
излучение когерентно с излучением, его вызывающим. 

14.2. Кинетика квантовых переходов 

Рассмотрим систему невзаимодействующих атомов, в которых валент
ный электрон может совершать квантовые переходы из одного стацио
нарного состояния в другое. Пусть в момент времени t в этой системе 
имеется число Nn(t) атомов, в которых валентный электрон находится в 
состоянии <рп с энергией Еп, где п = 1, 2, 3, ... Число dNn™m спонтанных 
переходов, совершаемых электронами из состояния <рп в какое-то состо
яние <рт с меньшей энергией за время от момента t до момента t + dt, 
пропорционально числу Nn(t) атомов и промежутку времени dt: 

dN№m = AnmNn(t)dt, (14.4) 

где Апт - положительный коэффициент, п > т. Если бы в системе 
совершались только такие спонтанные переходы, то за время от t до 
t + dt число Nn атомов в состоянии <рп уменьшилось так, что функция 

®Еп 

ли 
(У\/\^-

б) 
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Nn = Nn(t) получила бы приращение 

dNn = -AnmNndt. (14.5) 

По определению отношение 

-*ЛГ П = Anmdt 

числа — dNn атомов, в которых за время dt произошел спонтанный пе
реход электрона из <рп в <рт% к числу Nn(t) атомов в момент времени 
t есть вероятность того, что в каком-то одном атоме за это время про
изойдет такой переход. Поэтому величину Апт называют вероятностью 
спонтанного перехода из <рп в <рт за единицу времени {dt = 1). Решением 
уравнения (14.5) является функция 

N n(<) = N n ( 0 ) e - > 1 - ' . (14.6) 

Подставим в это равенство вместо t значение 

Тпт = -Т^— • (147) 

Получим 

т.е. за промежуток времени от момента t = 0 до момента t = rnm число 
атомов в состоянии <рп из-за спонтанных переходов в <рт уменьшается в с 
раз. Величину (14.7) называют средней продолжительностью жизни ато
ма в состоянии <рп относительно перехода в состояние <рт. Как правило, 
время жизни тпт ^ 10~ 8 с. Состояние атома называют мстастабилъ-
ным, если время его жизни в этом состоянии тпт > 10~ 8 с. 

В действительности кроме спонтанных переходов из (рп в <рш атом мо
жет совершать вынужденные переходы между этими состояниями. Чи
сло dNn^m атомов, совершающих вынужденные переходы из <рп в <рт за 
время от t до t + dt, пропорционально их числу Nn(t) в состоянии про
межутку времени dt и числу фотонов, вынуждающих атомы совершать 
такие переходы. Так как частота и/ этих фотонов определяется форму
лой (14.3), их число равно отношению энергии фотонов этой частоты к 
энергии одного фотона: 

ц(ы) V 

где w(u>) - спектральная плотность энергии электромагнитного излуче
ния в объеме V', где находится рассматриваемая система атомов. Итак, 
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для числа вынужденных (индуцированных) переходов можно записать 
следующую формулу: 

ЙЙ = Bnmw(u>) Nn(t) dt, (14.8) 

где Bnm - коэффициент пропорциональности, п > гл. Величины Апт и 
ВПт называют коэффициентами Эйнштейна. 

Сообщество атомов в состоянии <рп может не только терять своих чле
нов из-за их переходов в состояние <рт с меньшей энергией. Оно мо
жет пополняться за счет обратных переходов, которые происходят при 
поглощении фотонов атомами. Число dN^-ll? переходов, совершаемых 
электронами из состояния <рт в состояние <рп за время от t до t + dt при 
поглощении атомом фотона, пропорционально числу Nm(t) атомов в со
стоянии ffim, времени dt и числу фотонов с частотой о/, т.е. плотности 
энергии электромагнитного излучения этой частоты: 

d N ^ = Втп u/(u/) Nm(t) dt, (14.9) 

где m < п. 

14.3. Принцип детального равновесия. 
Формула Планка 

Когда система атомов и взаимодействующее с ними электромагнитное 
излучение находятся в состоянии термодинамического равновесия, числа 
атомов iV„ и плотность энергии излучения не изменяются с течени
ем времени. Однако различные квантовые переходы происходят и очень 
часто. При этом соблюдается принцип детального равновесия, согласно 
которому число атомов, совершающих за время dt переходы из состоя
ния <рп в состояние равно числу атомов, совершающих за это время 
обратные переходы из <рт в (рп - Этот принцип выражается равенством 

d*(
nZl + Л * Й Й = dN(m"J • (14.10) 

Подстановка в это равенство выражений (14.4), (14.8) и (14.9) приводит 
к уравнению 

(Апт + Bnm w(u>)) Nn = Втп w(u>) Nm , (14.11) 

где n > rn, 
и = Е п - Е т (14.12) 

h 
Разрешим уравнение (14.11) относительно плотности энергии излучения. 
Придем к формуле 

= в и™"; к/ . 04.13) 
°тп 1Ут D nm i Y n 
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которая должна привести к функции Планка, которая описывает рас
пределение энергии в спектре равновесного теплового излучения. 

Когда система частиц находится в состоянии термодинамического рав
новесия, распределение частиц по состояниям осуществляется в соответ
ствии с законом Гиббса, согласно которому в рассматриваемой системе 
число атомов в состоянии <рп должно быть 

Nn =Се-0Е* , (14.14) 

где С - положительный множитель, 0 - обратная температура. При этом 
число атомов в состоянии <рт будет 

Nm =Се~0Е- . (14.15) 

Подставим выражения (14.14) и (14.15) в формулу (14.13). С учетом со
отношения (14.12) получим следующую зависимость плотности энергии 
излучения от частоты и температуры: 

Эта формула приведет к функции Планка, если будут равны друг другу 
коэффициенты Втп и Впт: 

Втп = Впт. (14.17) 

Обоснованием этого равенства является следующее требование, предъ
являемое к плотности энергии равновесного излучения. С ростом темпе
ратуры (р —• 0) спектральная плотность энергии равновесного излучения 
должна неограниченно возрастать: 

lim WUA), 0) = оо. 

Теперь функцию (14.16) можно записать так: 

w(u>, 0) = Впт{еР*»-\) ' 

14.4. Прохождение излучения через вещество. 
Инверсная населенность уровней 

Очень часто взаимодействие излучения с веществом бывает связано 
только с переходами электронов в атомах из основного состояния <р\ и 
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первое возбужденное состояние (р2 и обратно, а другие переходы или не 
происходят совсем, или не влияют на переходы между состояниями (pi и 
(р?. Такие атомы называют двухуровневыми. 

Представим себе однородную среду, состоящую из атомов с двумя 
уровнями энергии Е\ и Е2} которая заполняет пространство между двумя 
параллельными плоскостями, расположенными на расстоянии / друг от 
друга (рис. 14.6). Направим ось х перпендикулярно к этим плоскостям 
и положим х = 0 на одной из них. Тогда на другой будет х = /. 

А А 

/ 
I/O /x+dx V 1 * 

Рис. 14-6. Прохождение излучения через вещество 
Пусть через плоскость х = 0 в среду входит распространяющееся 

вдоль оси х монохроматическое электромагнитное излучение частоты 

Е2 — Е\ 

Некоторые фотоны, составляющие это излучение, при его прохождении 
через вещество поглощаются атомами, находящимися в основном состо
янии <р\. После этого атомы приходят в возбужденное состояние <Р2-
Другие фотоны, пролетая мимо возбужденных атомов, вынуждают их 
испускать когерентные фотоны, которые образуют индуцированное из
лучение. Если продолжительность т жизни атома в возбужденном состо
янии сравнительно велика, то спонтанные переходы атомов из состояния 
<р? в состояние <р\ будут происходить очень редко и возникающее при та
ких переходах спонтанное излучение можно не учитывать. Поглощение 
фотонов и их вынужденное испускание атомами приводят к тому, что 
интенсивность / излучения изменяется по мере его прохождения через 
вещество, т.е. интенсивность зависит некоторым образом от координаты 
х: 

1 = 1(х). 

Установим эту зависимость. 
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Пусть излучение распространяется через вещество в виде пучка, пло
щадь поперечного сечения которого равна S. Согласно определению ин
тенсивности произведение 

I(x)Sdt (14.18) 
есть энергия излучения, перенесенная им через сечение пучка плоско
стью х за время dt. 

Рассмотрим взаимодействие излучения с веществом в тонком слое ме
жду сечениями х и х + dx. Найдем число 6N(x) фотонов, влетающих в 
этот слой через сечение х. Для этого разделим их энергию (14.18) на 
энергию одного фотона. Получим 

6N(x) = -r^- I(x) Sdl. (14.19) 

Аналогично, число 6N(x + dx) фотонов, вылетающих из слоя через сече
ние х + dx, будет 

6N(x + dx)=-^- 1(х + dx) S di . (14.20) h LJ 

Изменения числа фотонов обусловлено их взаимодействием с атомами 
внутри слоя. 

При прохождении излучения через слой в нем было поглощено атома
ми некоторое количество фотонов. Это число найдем по формуле (14.9): 

dN{™? = Bl7 wNxdt, (14.21) 

где число N\ атомов в основном состоя пи и, находящихся внутри слоя, 
равно произведению их концентрации п\ на объем слоя: 

N\ = п\ S dx . 

В то же время атомы были вынуждены испустить фотоны, число ко
торых согласно формуле (14.8) равно 

dN^ = В71 wN7dt, (14.22) 

где 
N7 = П2 S dx 

- число атомов в слое, которые находятся в возбужденном состоянии, п7 

- их концентрация. В силу равенства (14.17) 

# 2 1 = # 1 2 -
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Подведем баланс числа фотонов. Число 6N(x) фотонов, влетевших в 
слой за время А, должно быть равно числу 6N(x+dx) фотов, вылетевших 
из слоя за это время, плюс число dN^™£ фотонов, поглощенных в слое, 
минус число dN^Ufi фотонов индуцированного излучения, которые были 
испущены атомами за это время. Итак, придем к равенству 

6N(x) = 6N(x + dx) + dN{™2 - dN{£S . 

Подставим в это равенство выражения (14.19), (14.20), (14.21) и (14.22). 
С учетом того, что плотность энергии излучения связана с его интенсив
ностью соотношением 

где с - скорость света, придем к уравнению 

dl - ВЦ — ( n 2 - щ) / dx , (14.23) 
С 

где 
dl = I(x + dx) - I(x) 

- приращение интенсивности излучения на длине dx. Из этого уравнения 
можно найти функцию I = 1(х), если известны концентрации атомов п\ 
И П2-

Предположим, что рассматриваемая система атомов находится в со
стоянии термодинамического равновесия. Падающее извне на эту систе
му достаточно мощное излучение может это равновесие разрушить. Од
нако в том случае, когда интенсивность падающего излучения не велика, 
система атомов будет находиться в состоянии близком к равновесному. 
При этом числа атомов в различных состояниях можно найти по закону 
Гиббса (14.14): 

Ni =Ce~0El , N7 = Се~рЕ* . (14.24) 

Как видно из этих формул в равновесной системе число N7 атомов в 
возбужденном состоянии меньше числа N\ атомов в основном состоянии: 

Ni > N7 . 

В таком случае говорят, что населенность первого уровня выше, чем 
населенность второго. 

С учетом соотношений (14.24) уравнение (14.23) можно записать так: 

y = - a d x , (14.25) 
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где 
а = В Х 2 ^ п х ( l - e - * * w ) (14.26) 

- коэффициент поглощения света. Интегрирование уравнения (14.25) 
приводит к следующей зависимости интенсивности от координаты: 

/(х) = / ( 0 ) е - а г . (14.27) 

Согласно этой зависимости интенсивность излучения уменьшается по ме
ре его проникновения в глубь вещества. Зависимость (14.27) называют 
законом Бугера. 

В современной физике существуют методы создания в системе двух
уровневых атомов так называемой инверсной населенности уровней. Ин
версией населенностей уровней энергии называют такое распределение 
атомов по состояниям, при котором число N2 атомов в возбужденном 
состоянии больше числа Nx атомов в состояпии с энергией Е\ < Е2: 

N2> N\. (14.28) 

Неравновесное состояние вещества с инверсией населенностей уровней 
называют инверсным, или обращенным. Это состояние будет сохранять
ся до тех пор, пока на вещество оказывается соответствующее воздей
ствие. Как только такое воздействие прекращается, вещество возвраща
ется (релаксирует) в состояние термодинамического равновесия. 

При условии (14.28) правая часть уравнения (14.23) будет положи
тельной и его удобно записать так: 

^ = ydz, (14.29) 

где 

7 = ВХ2 — (п2 — ni ) > 0 . (14.30) 
с 

Решением уравнения (14.29) является функция 

1(х) = 1(0) е*** . (14.31) 

Как видно, теперь интенсивность излучения увеличивается по мере его 
прохождения через вещество. 

Положим в формуле (14.31) х = /. Получим 

7(/) = /(0)е>'. 

Отношение 

А ' = щ = е 1 ' < 1 4 - 3 2 > 
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называется коэффициентом усиления излучения на длине /. Расположив 
вещество в инверсном состоянии между двумя параллельными зеркаль
но отражающими излучение поверхностями, можно заставить излучение 
многократно проходить через вещество. Так можно повысить коэффи
циент усиления. Этот принцип используется в работе квантовых усили
телей и генераторов. 

14.5. Квантовые генераторы 
В 1953 году русские ученые Александр Михайлович Прохоров и Нико

лай Геннадиевич Басов создали теорию квантовых усилителей и генера
торов электромагнитного излучения. В 1954 году они построили первый 
квантовый генератор на молекулах аммиака. Одновременно в США Чар
льз Таунс и его сотрудники построили аналогичный прибор. В 1964 году 
A.M. Прохорову, Н.Г. Басову и Ч. Таунсу была присуждена Нобелев
ская премия по физике. 

2 

Рис. 14-7. Схема квантового генератора: 1 - активное вещество, 
2 - устройство накачки, 3 - зеркала 

Рассмотрим принцип работы квантового генератора. Схема генерато
ра показана на рис. 14.7. Основным элементом квантового генератора 
является активная среда, т.е. вещество, в котором создается инверсная 
населенность уровней. Активная среда обычно имеет форму длинного 
цилиндра. У торцов этого цилиндра перпендикулярно к его оси распо
ложены два плоскопараллельных зеркала по одному у каждого торца. 
Назначение этих зеркал - увеличить за счет многократного прохождения 
луча через активную среду длину пути, на котором происходит усиление 
излучения. Зеркала образуют так называемый резонатор. Между ними 
возникает стоячая электромагнитная волна. Одно из зеркал делают по
лупрозрачным. Через это зеркало из резонатора выходит электромаг
нитное излучение в виде узкого, почти нерасходящегося луча. Процесс, 
в ходе которого активной среде некоторым образом передается энергия 
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и создается инверсия населенностей уровней, называют накачкой. Еще 
одним важным элементом квантового генератора является устройство 
накачки. 

Для создания инверсии населенностей уровней энергии были предло
жены различные методы. Наиболее удобным и распространенным из 
них является предложенный в 1955 году Басовым и Прохоровым метод 
трех уровней. На атомы или молекулы активного вещества некоторым 
образом интенсивно воздействуют так, что электроны в них переходят 
из основного состояния <р\ с энергией Е\ в возбужденное состояние <рз с 
энергией £ 3 , минуя состояние ^2, энергия Е2 которого меньше энергии £ 3 
(рис. 14.8). В результате достаточно интенсивной накачки достигается 
насыщение, при котором число N3 электронов в состоянии у>з становится 
равным числу N\ электронов в основном состоянии <р\. При этом для од
ной из пар уровней Е\9 Е 2 или Е2, £з возникает инверсия населенностей. 

Е 

Ег т 

Е2 ' 1 

Ei 1 * 

Рис. Ц.8. Система трех уровней 

Только небольшая часть энергии, сообщаемой активной среде при на
качке, переобразуется в энергию генерируемого излучения. Большая 
часть этой энергии переходит в тепло. Активная среда сильно нагре
вается и иногда ее приходится интенсивно охлаждать. 

Квантовый генератор видимого электромагнитного излучения называ
ют лазером. Этот термин происходит от английского выражения Light 
Amplification by Stimulated Emission of Radiation, которое в переводе озна
чает "усиление света при помощи вынужденного излучения". 

Практический интерес к оптическим квантовым генераторам связан с 
тем, что их излучение обладает высокой направленностью, монохрома
тичностью, когерентностью и достаточно большой интенсивностью. Ла
зеры нашли применение в самых разных областях науки и техники. 
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