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С П И С О К У С Л О В Н Ы Х О Б О З Н А Ч Е Н И Й 

Латинские буквы 

Обозначение Размерность Описание 

а м2 / с коэффициент температуропроводности 

а у м2 / с2 компонента тензора анизотропии напря­

жений Рейнольдса, i,j = 1,2,3 

ср Дж/кгК изобарная теплоемкость 

су Дж/кгК изохорная теплоемкость 

е. единичный вектор декартовой прямо­

угольной системы координат 

Fr число Фруда 

g м/с2 ускорение свободного падения 

к м2 / с2 кинетическая энергия турбулентности 

Ма число Маха 

Nu число Нуссельта 

Р Па гидродинамическое давление 

R Па тензор турбулентных напряжений 

(напряжений Рейнольдса) 

Re число Рейнольдса 

S = : S 1 / с скалярная мера интенсивности тензора 

скоростей деформаций 

S 1 / с тензор скоростей деформаций 

Sh число Струхаля 

у м/с вектор скорости 

у м/с осредненная составляющая вектора ско­

рости в турбулентном течении 

V' м/с пульсационная составляющая вектора 

скорости в турбулентном течении 



V* м/с динамическая скорость 

Xj м пространственная координата 

у+ безразмерное расстояние до стенки 

Греческие буквы 

Обозначение Размерность Описание 

Sij символ Кронекера 

е м2 / с3 скорость диссипации кинетической энер­

гии турбулентности 

€ j j k компонента альтернирующего тензора 

(тензора Леви-Чивита) 

Я Вт/мК коэффициент теплопроводности 

ju Па • с динамическая (молекулярная) вязкость 

fit Па • с турбулентная вязкость 

jUeff Па • с эффективная вязкость 

v м2 / с кинематическая вязкость жидкости 

р кг / м3 плотность жидкости 

ц Па компонента тензора вязких напряжений, 

U = 1,2,3 

tw Па напряжение трения на твердой поверхно­

сти 

со 1 / с удельная скорость диссипации энергии 

турбулентности 

Q - : Q 1 / с скалярная мера тензора завихренности 

О 1 / с тензор вращения (завихренности) 



Операторы 

Обозначение Описание 

(х) знак операции тензорного произведения 

- _ Э оператор Гамильтона 

д = V V оператор Лапласа 

dt dt 

d _ Э / p. ^ \ оператор материальной (эйлеровой) про­

изводной 



П Р Е Д И С Л О В И Е 

Вычислительная гидродинамика за несколько последних десятилетий 

проделала путь, сопоставимый со столетиями для классической гидродина­

мики. Этим она обязана бурному развитию компьютерной техники и разра­

ботке эффективных численных методов. Еще сравнительно недавно основой 

расчетов служили программы, составленные исследователем, которые реали-

зовывались в вычислительных центрах. Результаты расчетов обрабатывались 

вручную. В настоящее время, на индустриальном этапе вычислительной гид­

родинамики, широкое распространение получили универсальные и специали­

зированные пакеты прикладных программ, имеющие структуру «триады»: ге­

нератор расчетной сетки, решатель , графический обработчик результатов. 

В наполнение пакетов входят каталоги математических моделей физических 

процессов, на базе которых строится решение конкретной инженерной задачи. 

Такие пакеты доступны всем пользователям персональных компьютеров . 

Эффективное использование пакетов прикладных программ предпола­

гает: 

- освоение используемых моделей физических процессов, описание кото­

рых невозможно воспринимать без овладения математическим аппаратом тен­

зорного исчисления; 

- создание более совершенных математических моделей процессов, по­

скольку научные исследования в области гидродинамики, как в любой другой 

области науки, еще далеки от своего завершения, особенно это касается тео­

рии турбулентности. Здесь также получение новых научных результатов не­

возможно без опоры на математический аппарат тензорного исчисления. 



Отсюда видна роль тензорного исчисления как математического аппарата вы­

числительной гидродинамики. Однако, в настоящее время практически отсут­

ствует литература, посвященная приложениям этого аппарата в механике жид­

кости и газа. Предлагаемая вниманию читателя книга восполняет этот пробел. 

Книга содержит пять глав, в которых излагаются сведения из тензорной 

алгебры и анализа применительно к трехмерному евклидову пространству с 

декартовой системой координат. В ней подробно рассмотрены вопросы по­

строения замкнутой системы уравнений для решения гидродинамических за­

дач. Изложены различные подходы к теоретическому описанию турбулентных 

течений. Для построения новых, более совершенных, моделей турбулентности 

полезны результаты по получению новых уравнений переноса из комбинаций 

основных уравнений гидромеханики. Особое внимание уделено вопросам мо­

делирования турбулентности, анализу современных моделей турбулентности, 

используемых в пакетах прикладных программ, их достоинствам и недостат­

кам. 

Книга представляет значительный интерес для инженеров, исследовате­

лей и научных работников, занимающихся вопросами моделирования течений 

жидкостей и газов. Она полезна преподавателям, аспирантам и студентам 

старших курсов при изучении соответствующих дисциплин. 

Н.Ф. Морозов , доктор физико-математических наук, 

академик Р А Н 



В В Е Д Е Н И Е 

Гидродинамика является одним из разделов механики сплошных сред, 

объектом ее изучения являются течения жидкостей и газов. При моделирова­

нии течений жидкостей и газов в конечном итоге главной задачей является по­

лучение либо интегральных характеристик течения, либо распределений по­

левых величин, которые связываются между собой дифференциальными соот­

ношениями, в общем случае являющимися уравнениями переноса. Для выпол­

нения этой задачи система уравнений гидродинамики должна быть замкну­

той - число уравнений должно соответствовать числу неизвестных. При этом 

соответствие должно выполняться как по числу переменных, так и по рангам 

тензорных объектов - для неизвестной тензорной величины ранга N соответ­

ствующее уравнение должно быть того же ранга. Так, если в состав неизвест­

ных величин входят, например, две скалярных величины (тензоры нулевого 

ранга), одна векторная (тензор первого ранга) и одна тензорная второго ранга, 

то система уравнений должна содержать два скалярных уравнения, одно век­

торное и одно тензорное. В частности, для течений несжимаемой жидкости, 

когда неизвестными величинами являются давление р и скорость V частиц 

жидкости в области течения, соответствующая замкнутая система содержит 

два уравнения: одно векторное - уравнение движения (Эйлера или Навье-

Стокса) , и одно скалярное - уравнение неразрывности. В случае учета сжима­

емости появляется еще одна неизвестная величина - плотность р. Это влечет 

за собой необходимость привлечения еще одного скалярного уравнения для 

замыкания системы уравнений. В качестве такового в гидродинамике высту­

пает уравнение энергии. Но в этом уравнении помимо плотности содержится 

новая неизвестная скалярная величина - температура Т (или же связанные с 

ней энтальпия h либо внутренняя энергия Е). Таким образом, построенная си­

стема из трех уравнений (движения, неразрывности и энергии) вновь оказыва­

ется незамкнутой - для ее замыкания необходимо ввести в рассмотрение еще 



одно скалярное уравнение. Этим уравнением является термическое уравнение 

состояния, связывающее между собой три термодинамических параметра -

скалярные величины р,р, Т. В качестве уравнения состояния при описании те­

чений газов обычно используют модель совершенного газа, поведение кото­

рого подчиняется уравнению Менделеева-Клайперона и для которого тепло­

емкости ср и су являются константами, значения которых дает молекулярно-

кинетическая теория газов. В более сложных случаях, когда газ не является 

совершенным или сжимаемая жидкость является капельной, термодинамиче­

ское уравнение состояния дают специальные разделы термодинамики. В итоге 

система уравнений сжимаемой жидкости вновь оказывается замкнутой. 

Для замыкания системы уравнений, описывающих течения многокомпо­

нентных сред, когда в рассмотрение вводятся массовые, а в ряде случаев мо­

лярные, концентрации отдельных компонент, приходится записывать уравне­

ния диффузии для каждой компоненты. Если же между компонентами к тому 

же происходят химические реакции (задачи теории горения), то появляются 

новые скалярные величины, связанные с выделением (или поглощением) 

тепла и для замыкания системы уравнений в нее необходимо привлекать урав­

нения химической кинетики. 

Процесс усложнения замкнутой системы уравнений по мере необходи­

мости учета все более и более специфических черт течений жидкости может 

продолжаться сколь угодно далеко. Так, например, при описании поведения 

проводящих сред, что является предметом изучения магнитной гидродина­

мики, в уравнениях движения появляются пондеромоторные (лоренцовы) 

силы, в которых фигурируют векторы напряженности электрического поля Е 

и магнитной индукции В. В этом случае приходится для замыкания привле­

кать векторные уравнения электродинамики - уравнения Максвелла. 

Все сказанное выше относилось к сравнительно медленным, плавным, 

ламинарным (слоистым) течениям. В случае турбулентного режима все физи-



ческие величины, фигурирующие в соответствующей замкнутой системе урав­

нений, рассматриваются как мгновенные, которые в каждой точке потока 

пульсируют относительно некоторого осредненного (по времени или по про­

странству) значения. Разбиение этих мгновенных величин на сумму осреднен-

ных и пульсационных значений и последующая процедура осреднения урав­

нений (по Рейнольдсу для несжимаемых сред или по Фавру для сжимаемых) 

приводит к появлению новых неизвестных - корреляций пульсационных ве­

личин. Оказывается, что для замыкания системы уравнений, описывающей 

турбулентный режим течения нужны новые уравнения для вновь возникаю­

щих неизвестных корреляций. Замкнутая система уравнений для турбулент­

ного режима течения становится намного сложнее по сравнению с ламинар­

ным. 

Так, даже в самом простом случае течения - течения несжимаемой вяз­

кой жидкости, когда система состоит из двух уравнений (неразрывности и На-

вье-Стокса) - процедура осреднения приводит к появлению тензора корреля­

ций пульсаций скорости (отнесенного к единице массы движущейся жидко­

сти), который в литературе называют тензором напряжений Рейнольдса. Си­

стема уравнений становится незамкнутой и должна быть дополнена каким-

либо тензорным уравнением относительно этого нового тензора второго 

ранга. Если далее на основе уравнения Навье-Стокса записать уравнение пе­

реноса для этого тензора второго ранга, возникают новые неизвестные вели­

чины - корреляции пульсаций скорости в виде тензора третьего ранга в соче­

тании с сопутствующим неизвестными тензорами меньших рангов. Последу­

ющая запись уравнения переноса для возникающего тензора третьего ранга 

порождает тензор пульсаций четвертого ранга и т. д. Возникает цепочка урав­

нений переноса тензоров для пульсационных характеристик потока все более 

и более высоких рангов, которая в литературе по турбулентности называется 

цепочкой Фридмана-Келлера . В итоге даже для простого сдвигового течения 

несжимаемой жидкости систему уравнений невозможно сделать замкнутой, 



используя только строгие математические процедуры. Это и составляет суть 

проблемы замыкания в теории турбулентности. Для ее решения на современ­

ном этапе развития теории турбулентности приходится выполнять на чисто 

эмпирическом уровне - обрывая в каком-либо месте цепочку Фридмана-Кел­

лера. Так, если эта цепочка обрывается уже в самом ее начале, когда только 

возникает тензор второго ранга для пульсационных величин, то соответству­

ю щ у ю полуэмпирическую теорию турбулентности называют теорией первого 

порядка. Эти теории дают алгебраическую связь между тензором напряжений 

Рейнольдса и тензором осредненных скоростей деформаций на основе гипо­

тезы Буссинеска о турбулентной вязкости. При этом сама турбулентная вяз­

кость может быть записана или через осредненные градиенты скоростей (тео­

рии Л. Прандтля, Т. Кармана, В.В. Новожилова и другие) , или через осреднен­

ные пульсационные характеристики течения, которые определяются соответ­

ствующими дифференциальными уравнениями переноса (модели «к-е», «к-со», 

и другие) . Теории турбулентности второго порядка решают проблему замыка­

ния с п о м о щ ь ю записи тензорного дифференциального уравнения переноса 

для собственно тензора напряжений Рейнольдса, а также полуэмпирических 

соотношений для вновь возникших тензоров пульсационных величин. Класси­

фикация моделей турбулентности будет рассмотрена далее. 

В предлагаемой работе детально рассмотрены проблемы замыкания си­

стем уравнений, возникающих в гидродинамике при рассмотрении разнооб­

разных течений жидкости. При изложении материала широко используется 

математический аппарат прямого тензорного исчисления, позволяющий ком­

пактно и прозрачно (с точки зрения физического смысла) записывать тензор­

ные соотношения. Дифференциальные уравнения переноса приводятся к ди­

вергентному виду для облегчения проведения вычислительных процедур. Да­

ется обзор и проводится обсуждение современных моделей турбулентности, 



используемых при проведении расчетов турбулентных течений с п о м о щ ь ю па­

кетов прикладных программ (например, ANSYS Fluent, N U M E C A , CD-Adapco 

StarCD/CCM+, FlowVision, и т. д.). 

Поскольку для турбулентного режима при выполнении процедур осред­

нения возникает большое число новых неизвестных корреляций пульсацион-

ных величин в виде тензоров различных рангов, а для их конкретизации и тем 

самым для замыкания соответствующих систем уравнений требуется все но­

вые и новые уравнения связи такого рода тензоров с другими, то в работе 

также рассматриваются вопросы получения самых разнообразных тензорных 

соотношений, связанных с пульсациями физических величин. Для этого об­

суждаются вопросы получения новых уравнений переноса из комбинаций 

уравнений неразрывности, движения и энергии. 

Авторы уверены, что глубокое понимание этих вопросов способно серь­

езно облегчить исследователю обоснованный выбор той или иной математи­

ческой модели течения при решении практических задач, или же поможет ему 

в создании собственных реологических соотношений механики жидкости и 

газа. 

В дальнейшем замечания и примеры будут выделяться курсивом для об­

легчения чтения текста. 



Г Л А В А 1 . М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й А П П А Р А Т Г И Д Р О Д И Н А М И К И . 

К Р А Т К И Е С В Е Д Е Н И Я ИЗ Т Е Н З О Р Н О Г О И С Ч И С Л Е Н И Я 

1.1. О Б Щ И Е З А М Е Ч А Н И Я О Т Е Н З О Р А Х . И Н Д Е К С Н Ы Е 

И С И М В О Л И Ч Е С К И Е О Б О З Н А Ч Е Н И Я Т Е Н З О Р О В 

При описании течений и процессов в гидродинамике используются по­

нятия трехмерного евклидова пространства с различными системами коорди­

нат и классического времени. Тем самым принимается ньютоновская модель 

пространства и времени, согласно которой трехмерное евклидово простран­

ство 8 равномерно скользит по оси времени. Напомним, что евклидовым назы­

вается пространство с операцией скалярного умножения - так, скалярное про­

изведение вектора на единичный вектор (орт оси) дает его проекцию на эту 

ось. Выбор системы координат произволен и не должен сказываться на физи­

ческих следствиях получаемых уравнений. Математические объекты, с помо­

щ ь ю которых описываются физические явления, не должны зависеть от част­

ного выбора системы координат, а физические законы должны выражаться че­

рез эти объекты математическими соотношениями, инвариантными относи­

тельно преобразований системы координат. Такими математическими объек­

тами являются тензоры различных рангов, а физические законы и уравнения 

имеют вид тензорных соотношений [6; 23; 33; 35; 42; 65]. 

В трехмерном евклидовом пространстве можно выбрать базис - произ­

вольную тройку некомпланарных векторов, соответствующих той или иной 

системе координат. Наиболее удобным и простым в использовании является 

базис декартовой прямоугольной системы координат (x,y,z), который и бу­

дем далее использовать. Этот базис ' ,j',к) является ортонормированным (ор­

тогональным и нормированным, т. е. базисные векторы взаимно перпендику­

лярны и имеют единичную длину) . Удобство декартова прямоугольного ба-



зиса заключается в том, что векторы базиса не меняются при переходе от од­

ной точки пространства к другой. Любой вектор а в этом базисе может быть 

представлен в виде разложения по базису 

где ax,av,a7 - проекции вектора а на оси x,y,z, соответственно, т. е. 

ах -a-i , av -a- j , а^-а-к . Здесь и далее точки являются символами ска­

лярного произведения. На Рис. 1.1 показан радиус-вектор г произвольной 

точки с координатами (x,y,z), который в координатном виде записывается 

как 

Очевидно, что координаты его суть проекции на оси, т. е. л -г • i , y = r-j, 

z = r-k. 

а = a J +а,,У +azk (1.1.1) 

г = xi + yj + zk (1.1.2) 

Рис. 1.1. Декартова прямоугольная система координат 

В дальнейшем, для удобства, будем использовать индексную форму за­

писи, приписывая индекс 1 оси х, индекс 2 - оси у и индекс 3 - оси z. Тогда 



базисные векторы будут обозначаться как / = е,, j = е2, к = е3, соответ­

ственно, а компоненты радиус-вектора примут следующие обозначения: 

х = х1, у = х2, z = х3, и вместо (1.1.2) можно будет записать: 

г - ххех +х2е2 +х3е3, (1.1.3) 

а вместо (1.1.1): 

а = ахех + а2е2 + а3е3. (1-1-4) 

Если использовать знак суммирования, эти выражения записываются в 

компактном виде следующим образом: 

3 3 

г = ^ . х Д , я = ^ я Д . , (1.1.5) 
/=1 /=1 

где индексы пробегают значения / , 2, 3, т. е. по ним идет суммирование . Ин-

3 

дексы могут быть обозначены и другими буквами, например, г = ^ ^ / у , и т. д. 

7=1 

Вместо выражений (1.1.5) можно записать: 

г = xiei, d = aiei, (1.1.6) 

отбрасывая для краткости записи знак суммирования и используя правило 

суммирования, которое заключается в следующем. По правилам индексных 

обозначений один и тот же индекс в каждом одночленном выражении может 

встречаться или один, или два раза. Если индекс употреблен один раз, то под­

разумевается, что он принимает одно из значений / , 2, 3. Если же индекс упо­

треблен дважды, как в выражениях (1.1.5), то используется правило суммиро­

вания: если в одночленном выражении один и тот же индекс используется два­

жды, то по нему происходит суммирование по значениям этого индекса / , 2, 

3. Индекс, по которому происходит суммирование , называется немым - его 

можно заменять на любой другой (например, ajxj = а)х) - . . . ) . 

Тензор как математический объект существует независимо от системы 

координат. В то же время, в каждой системе координат тензор можно задать 



некоторой совокупностью величин, называемых его компонентами. Если ком­

поненты тензора заданы в одной системе координат, то они определены и в 

другой, так как определение тензора включает в себя и закон преобразования 

его компонент. Тензоры можно классифицировать по рангу или по порядку, 

что связано с числом компонент тензора. В трехмерном евклидовом простран­

стве, таком как обычное физическое пространство, число компонент тензора 

равно 3^, где N - ранг тензора. Тензор нулевого ранга (скаляр) имеет одну 

компоненту и выражает физическую величину, характеризующуюся только 

числом (температура, плотность и т. д.). Тензоры первого ранга (векторы) 

имеют три компоненты, и характеризуются как численным значением, так и 

направлением (скорость, сила, интенсивность теплового потока и т. д.). Тен­

зоры второго ранга в трехмерном евклидовом пространстве имеют девять ком­

понент и описывают такие важные характеристики, как напряжения, деформа­

ции, скорости деформаций и т. д. Также широко используют и тензоры более 

высокого ранга, в частности 3-го и 4-го, которые имеют 27 и 81 компоненту, 

соответственно. 

Исторически сложились два подхода к изложению теории тензоров. 

Первый трактует тензоры как объекты, компоненты которых подчиняются 

определенным операциям. Этот подход, отождествляющий тензоры с их 

компонентами (в литературе условно называемый подходом Эйнштейна), яв­

ляется пока наиболее распространенным в курсах гидродинамики. Недо­

статки его очевидны - громоздкость записи и так называемая «вакханалия» 

индексов. Второй подход (часто называемый подходом Гиббса), трактует 

тензоры как объекты, с которыми непосредственно производятся опреде­

ленные действия. Преимущества этого подхода заключаются в простоте за­

писи и, как следствие этого, обозримости результатов и четко проступаю­

щем математическом и физическом смысле в производимых выкладках. На 



наш взгляд, подход Гиббса является наиболее перспективным и все возраста­

ющее количество научных публикаций в последнее время использует именно 

его. 

В дальнейшем будем широко использовать второй подход в теории тен­

зоров и применять главным образом символические безиндексные тензорные 

обозначения, но наряду с этим при записи компонент тензоров будем исполь­

зовать индексные обозначения. Так, скалярные величины будем в основном 

обозначать строчной буквой: а, ОС.... Векторы в символической форме - строч­

ными буквами латинского алфавита со стрелкой наверху а,Ь... или ж и р н ы м 

шрифтом, а тензоры - в основном прописной буквой латинского алфавита с 

чертой внизу А,В.... 

В индексных обозначениях при выбранном базисе к характерной букве, 

представляющей компоненту интересующей нас тензорной величины, добав­

ляют буквенные индексы, пробегающие значения / , 2, 3: anbpCiy... По пра­

вилам индексных обозначений, как уже отмечалось, буквенный индекс может 

встречаться в каждом члене один или два раза. Если индекс употреблен два­

жды, то применяют рассмотренное выше правило суммирования по повторя­

ющемуся индексу. 

В качестве примера расшифруем следующие тензорные символы в трех­

мерном пространстве: Ап, B J J P С у : 

- Аи характеризует скаляр и представляет собой сумму: Ап + А22+ Азз; 

- Bijj характеризует вектор, который имеет три компоненты: при / = / это 

ВШ + ВШ + В Т , при i=2: В2И + В222 + В222 , при i=3: ВШ + В322 + В Ш ; 

- Су характеризует тензор второго ранга, и м е ю щ и й девять компонент: 

С С С С С С С С С 
^ " 1 1 ' ^"12 ' ^"13 ' ^ " 2 1 ' ^"22 ' ^"23 ' -31' _32 ' _33 ' 

Дельта Кронекера по определению: 



1, l=j 
О, / * j 

(1.1.7) 

т. е. при одинаковых цифровых индексах значения дельты Кронекера равны 

Для примера вычислим значение величины SjkSki. Поскольку индексы / 

и к встречаются по два раза, по ним происходит суммирование . Просумми­

руем сначала по / , затем по к (можно наоборот): 

З А = З А + З А 2 + З А , = З А + 3 A i + З А + З А + З А + З А + 
+ З А + З А = Ь 1 + 0 0 + 0 0 + 0 0 + 1 1 + 0 0 + 0 0 + 0 0 + 1 1 = з . 

1.2. В Е К Т О Р Ы И Т Е Н З О Р Ы 

Вектор как геометрический объект трехмерного евклидова пространства 

представляет собой отрезок снабженный стрелкой. А б с о л ю т н у ю величину 

произвольного вектора а обозначают просто как а ( |я| = я ) . Сложение векто­

ров подчиняется известному правилу параллелограмма (Рис. 1.2а): 

В трехмерном евклидовом пространстве для векторов а и b определена 

операция скалярного умножения векторов а • b (точка символизирует эту опе­

рацию). Если вектор а - единичный, т. е. \а\ - 1, то произведение a-b-b-a 

есть проекция вектора b на направление а (Рис. 1.2). 

единице, а при разных - нулю: 8 = 8 - 8 =\, S =0, S =0, 8 = 0 и т. д. 

а + Ь - с. 

с Ь) 

ъ 
Ъа 

Рис. 1.2. Сложение и проектирование векторов 



Для получения компонент вектора, как уже отмечалось, нужно ввести в рас­

смотрение базис еп i = 1,2,3. Для декартовой прямоугольной системы коорди­

нат это ортонормированный базис. Это означает что скалярные произведения 

базисных векторов или 1, или 0 (так / • / = 1, / • j = О и т. д.). Отсюда следует, 

что эти произведения могут быть записаны через дельту Кронекера (1.1.7): 

0-2.1) 

Тогда в базисе ej разложение вектора а по базису будет a = aiei, где компо­

ненты вектора а1 вычисляются как результат проектирования а на направле­

ния базисных векторов et (т. е. как результат скалярного произведения вектора 

а на базисный вектор ej): aj - a- ej. Действительно: 

a-ei=akek-ei=ak(ek-ei) = akSki. 

Но, согласно определению (1.1.7), величина Skj не равна нулю и равна единице 

только при к = i. Следовательно, индекс к может быть заменен на /, тогда 

akSkj - a t \ - aj. Отсюда и следует, что 

а-ё; = aj, 

т. е. действительно, для получения проекции вектора на направление базис­

ного вектора нужно скалярно умножить его на базисный вектор. 

Например , запишем в компонентном виде выражения а -Ъ и г2 = г • г : 

a-b-ajej • -aibj (ej •£,•) = а ^ ^ ч -aibi; 

r2=r-r= х.е, • хкёк = • xk {е. • ёк) = XixkSik = х,х,, 

или, более подробно, в обычном виде: 

a-b -ajbj =axbx+ a2b2 + a3b3 = axbx +avbv+ azbz; 
—2 _l_ _l_ 2 _|_ 2 _|_ 2 2 _ | _ 2 _ | _ 2 

Заметим, что появление в процессе выкладок для а • b дельты Кронекера 

81} означает, что / = j . Это позволяет записать данное произведение в виде atbh 

или в виде ajbj, что одно и то же, поскольку индексы / и j являются немыми 



(дважды повторяющимися) , и их можно заменять на любые другие. То же са­

мое касается и дельты Кронекера Sjk в выражении для г 2 , что позволяет запи­

сать его или в виде xixi, или в виде х.х., или xsxs, и так далее. При этом любые 

повторяющиеся индексы всегда пробегают значения / , 2, 3. 

Следует отметить, что записывать х1х1 в виде х] (как иногда встре­

чается в литературе) нельзя, т. к. в этом случае исчезает возможность при­

менения правила суммирования по повторяющемуся индексу. В этом случае 

величина х] обозначает не сумму х\ + х\ + х], а одно из трех значений - или 

х], или х\, или х\. 

В трехмерном евклидовом пространстве паре векторов а и b можно со­

поставить: 

- скалярное произведение а • b (скаляр); 

- векторное произведение а х b (вектор); 

- тензорное произведение а ® b (тензор второго ранга), ® - знак тензорного 

произведения. 

Так, для скалярного произведения а-b векторам а и b сопоставляется число: 

X-a-b cos [a, b j, или, если выбран базис, X-a-b - ajbj. 

Модуль вектора а по определению 

|а| = >Ja • а = •^Jaiai . 

Используя понятие векторного произведения векторов, паре векторов а 

и b можно сопоставить вектор 

с =axb =-bxa = ^absm[a ЛЬ^е±, 

где е± - единичный вектор, перпендикулярный плоскости векторов а и b и 

направленный для правоориентированного пространства так, что глядя с его 



конца мы видим поворот вектора а к вектору Ъ по кратчайшему расстоянию 

против часовой стрелки (рис. 1.3). 

с 

Ъ 

а 

Рис. 1.3. Векторное произведение 

Запись векторного произведения через компоненты в выбранном базисе за­

труднена. Действительно, 

но величину е, х е ; - векторное произведение базисных векторов - можно бу­

дет записать через базисные элементы ej только после введения в дальнейшем 

в рассмотрение специального тензора третьего ранга 3£* - тензора Л е в и -

Чивита. 

Иногда в литературе скалярное произведение векторов записывают, 

применяя для него круглые скобки - (a,b), а для векторного - прямые \а,Ь~\. 

Смешанное произведение трех векторов дает объем параллелепипеда, по­

строенного на этих векторах: V - а (bxc^-^axb^c. В этом выражении 

учтено, что скалярное и векторное произведения можно менять местами. 

А так как векторное произведение выполняется первым, то скобки можно 

опустить и записать: V -а • bxc -axb - с. В литературе такое произведе­

ние часто обозначают просто как \abc~\. 



Наряду со скалярным произведением векторов а и b можно ввести в 

рассмотрение тензорное (диадное) произведение их: а ® b (диады а ® b и 

Ь®а, вообще говоря, различны) . В результате паре элементов исходного 

трехмерного евклидова пространства е сопоставляется единственным обра­

зом некоторый элемент а®Ь трехмерного пространства £ ® £ . Это соответ­

ствие является билинейным: 

{/А + 7г<*г)®b = ухах ®b + у2а2 ®Ь; 

а ® ( / / Д + ju2b2) = ju^ci ® bx + ju2a ® b2. 

Базис нового (тензорного) пространства представляет собой тензорные произ­

ведения (диады) элементов исходного базиса: 

е , ® е , ; е , ® е 2 ; е , ® е 3 ; 

е2®ех\ е2®е2\ е2®е3, 

ё3®ёх; ё3®ё2; ё3®ё3. 

Элементы пространства £ ® £ называются тензорами второго ранга, и они 

представляют собой линейные комбинации относительно элементов тензор­

ного базиса. Разложим тензор второго ранга А по элементам этого базиса: 

л = Аххёх ®ёх + АХ2ёх ®ё2 + Ахзёх ®ё3 + 

+ А2Хё2®ёх+А22ё2 ®ё2+А23ё2®ё3 + (1.2.2) 

+ Азхё3 ®ёх + А32ё3 ®ё2 + А33ё3 ® ё3, 

или, в компактном виде, используя правило суммирования, можно записать: 

А = А11ё1®ёг (1.2.3) 

При проведении выкладок знак диадного произведения ® можно опускать, и 

записывать А = Aljejej. 

Геометрический смысл тензора второго ранга заключается в следую­

щем: он представляет собой линейный оператор, который переводит векторы 

в векторы (Рис. 1.4). 



Рис. 1.4. Смысл тензора А - перевод вектора в вектор 

На вектор а подействовал тензор Айв результате получился другой вектор -

вектор b . Аналитически это записывается следующим образом: 

а-А = Ь, (1.2.4) 

Покажем, что это так, записывая левую часть в компонентном виде: 

а-А = я Д • AJkejek = а{А}к (ё, • ё)ёк = а{А}кд^к = а}А}кёк. 

Согласно правилу суммирования величина afAfk есть /:-тая компонента неко­

торого вектора Ъ , которую обозначим как Ък. Тогда а - А — Ъкек — Ъ . 

Компоненты тензора второго ранга находятся легко, если выбран базис 

ек. Тогда после представления тензора в компонентном виде как А — Aifefe. его 

компоненты могут быть найдены умножением А скалярно на базисные век­

торы слева и справа: 

A,j=erA-ej. (1.2.5) 

Действительно: 

ё,А-ё} = ё, • AJkes • ej = Aks [ё, • ек){es-ё}) = AksSlkSy = AI}. 

Здесь учтено, что дельты Кронекера 8jk и Ssj не равны нулю и равны единицам 

только при равенстве значений индексов, т. е. при k — i и s = j . 



Каждому тензору второго ранга соответствует его матрица компонент: 

(А А А \ 
Л\\ Л\2 Л 1 3 

A i Л 2 Л з • (1-2.6) 
A A A 

V 31 ^ 3 2 ^ 3 3 J 

Единичный тензор Е (тензорная единица) является тензором второго 

ранга, он имеет своими компонентами дельты Кронекера: 

E = Sllel®er (1.2.7) 

Он переводит вектор сам в себя, и вообще, скалярное произведение произволь­

ного тензора на единичный тензор не меняет этот тензор. Матрица компонент 

единичного тензора имеет вид: 
^1 0 0^ 

Е„ = 0 1 0 

0 0 1 

(1.2.8) 

Тензоры более высоких, нежели второго, рангов можно в компонентном 

виде записывать через базисные полиады. Так, тензор третьего ранга в каче­

стве базисных элементов имеет базисные триады, тензоры четвертого ранга -

базисные тетрады и т. д.: 

3A = Aij,el®ej®ek, (1.2.9) 

4 А = AjJ, ®ej®ek®es. (1.2.10) 

Здесь слева у обозначения тензора помечен его ранг (не путать обозначения 

3 А для тензора третьего ранга с А2 - кубом тензора второго ранга) . Видно, что 

тензор третьего ранга имеет 27 компонент, тензор четвертого ранга - 81 ком­

поненту и т. д. Заметим, что в механике жидкости тензоры ранга больше че­

тырех не используются, так как они не имеют физического смысла. 



1.3. П Р И М Е Р Ы Т Е Н З О Р О В В Т О Р О Г О Р А Н Г А : Т Е Н З О Р И Н Е Р Ц И И 

И Т Е Н З О Р Н А П Р Я Ж Е Н И Й 

Тензор инерции 

В классической механике твердого тела вводят понятие тензора моментов 

инерции 1_ [34; 62]. Этот тензор переводит вектор угловой скорости со в вектор 

кинетического момента К относительно рассматриваемой точки тела О (Рис. 1.5): 

а)-1 = К. (1.3.1) 

В выбранном базисе ei тензор ]_ можно представить в компонентном виде сле­

д у ю щ и м образом: 

1 = 1,.(ё,.®ёг (1.3.2) 

со 

Она является симметричной относительно главной диагонали: = / у . На этой 

диагонали находятся осевые моменты инерции, вне ее - центробежные. 

Покажем, что тензор ]_ действительно переводит вектор со в вектор К . 

Переходя к компонентной форме записи, левую часть выражения (1.3.1) пред­

ставим в следующем виде: 

со-1= coiei • / / Л е Д = щ!js (ei • е/)es = щ ! ; = coJJ,. 



Здесь по индексу / идет суммирование . Величина col{s есть компонента неко­

торого вектора К , которую можно обозначить как « s -тую» компоненту этого 

вектора, т. е. записать: Ks = . В итоге имеем: 

сд1 = щ Ilses = Kses = К. 

Структура тензора моментов инерции определяется выражением: 

l = jp(r2E-r®r)dV, (1.3.3) 
V 

В этом интеграле по объему р - плотность материала в произвольной точке тела, 

положение которой относительно точки начала отсчета О определяется радиус-

вектором г . Запишем этот тензор в компонентном виде в базисе ei ®ef, учиты­

вая что г1 - г - г - хкхк : 

У 

Отсюда видно, что компоненты тензора моментов инерции определяются вы­

ражениями: 

Iij=\p[_xkxAJ-x,xi)iv • 
У 

Для осевого момента инерции при / = j = 1 получаем: 

I« = Iu=\p[{x]+x1

1+x])\-x\]dV = \p{xl+x])dV = \p{y1+z1)dV, 
У У У 

а для центробежного момента при i=l,j=2: 

/п, = /12=|р\{х2\ + х\ + х]) • 0 - х х х 2 ] d V = -\pxxx2dV = - j*pxydV. 
У У У 

Очевидно, что 1^ = I v z . Остальные компоненты тензора можно получить ана­

логично, они имеют вид: 

Itv=\p{x2+z2)dV;/11=jp(x2 + y2)dV; 
У У 

К. = I z y = ~\pyzdV-Izx = I x z = -\pxzdV. 
У У 

file://-/pxzdV


Тензор напряжений 

Следуя О. Коши, тензор напряжений О вводят в рассмотрение следую­

щим образом: представляют элементарный объем dV сплошной среды рассе­

ченным на две части (Рис. 1.6) и ставят вопрос о воздействии отброшенной 

части на оставшуюся . Это воздействие характеризуется вектором интенсивно­

сти поверхностной силы - вектором напряжений сг ; , приложенного к пло­

щадке, разделяющей эти части. Вообще говоря, этот вектор зависит от ориен­

тации получившейся в месте рассечения площадки, положение которой опре­

деляется вектором единичной нормали п. Зависимость между этими векто­

рами, следуя Коши, принимается линейной. Тогда из определения понятия 

тензора второго ранга как оператора, переводящего вектор в вектор, следует, 

что 

п а = ап. (1.3.4) 

Тензор О называется тензором напряжений и, в отличие от вектора 

напряжения 6п, в рассматриваемой точке среды от ориентации площадки не 

зависит. 

Рис. 1.6. К определению тензора напряжений - воздействие отброшенной части объема 2 

(пунктирная линия) на оставшуюся 1 (сплошная) 



Тензор напряжений <7 в терминах компонент может быть записан в 

виде: 

а = а11ё1®ё1, (1.3.5) 

его компоненты образуют симметричную матрицу: 

О Ч о 
а22 &23 , или иначе cr,v <7W (1.3.6) 

ч ^ 3 1 &32 °зз) 

На главной диагонали матрицы находятся нормальные напряжения, вне ее -

касательные. Для описания движения жидкости необходимо связать тензор О 

с деформационными характеристиками жидкости, которые зависят от ее сжи­

маемости и вязкости. 

Рассмотрим физический смысл компонент тензора напряжений. Для 

этого в окрестности рассматриваемой точки жидкости выделим элементарный 

кубик с гранями, перпендикулярными осям координат и тем самым базисным 

векторам (Рис. 1.7). На грань, перпендикулярную оси хх=х, действует сила 

сг,, которая находится следующим образом согласно определению тензора: 

ах=ех-а = ех- сг е,еу = с г Д е у = oXje} = 

= <Juex + <Jue2 + <Jue3 = <Jxxex + <Jxyev + <7xzez. 

Компоненты вектора cf,, действующего на грань, перпендикулярную оси х, 

показаны на Рис. 1.7. 



Рис. 1.7. Компоненты тензора напряжений 

Аналогичным образом для граней, перпендикулярных осям у и z , можно ука­

зать векторы 62 и <т,, приложенные к этим граням: 

<72 = е2 • о = ё2 • а11ё1ё1 = ailS2lel = a2jel = аухёх + а}уёу + о\ Д ; 

^3 = 3̂ • 2 = 3̂ • < V A = А = <**А = ^ А + + ^ А • 

Компоненты этих сил также показаны на Рис. 1.7. Из сказанного видно, что 

компонента тензора напряжений сг обозначает удельную силу, приложенную 

к площадке с нормалью ej, т. е. перпендикулярной оси х( в направлении оси 

х . Например, <7ГЛ. есть вектор, приложенный к площадке , перпендикулярной 

оси у, в направлении оси х. 

Согласно О. Коши [23; 38; 53], тензор напряжений о является симмет­

ричным, что означает симметрию компонент относительно главной диаго­

нали, т. е. сг = сг , . Это следует из известного закона парности касательных 

напряжений, согласно которому выполняется следующее равенство значений 

касательных компонент: 



axy = avx; аХ2=а^; ovz=ozv. 

Физический смысл этих равенств - отсутствие главного момента сил, действу­

ющих на элементарный объем, относительно центра масс этого объема. Если 

отказаться от этого предположения Коши, то придется вводить в рассмотрение 

тензор моментных напряжений т - т1/ё1ё/. Теории, учитывающие этот тензор 

при описании поведения жидкости, называются моментными. Они сложны, 

громоздки и в современной механике используются редко [53]. 

Пользуясь понятием тензора напряжений, запишем известный закон 

Паскаля в тензорном виде. Этот закон гласит, что в покоящейся жидкости дав­

ление не зависит от ориентации площадки, и всегда направлено по нормали к 

ней (Рис. 1.8). Отсюда: 

о„=-рп, (1.3.7) 

где р - давление жидкости в рассматриваемой точке. 

Рис. 1.8. Вектор напряжения Оп по закону Паскаля 

Равенство (1.3.7) можно переписать в несколько другом виде, используя выра­

жение для вектора напряжений и понятие тензорной единицы Е (1.2.7): 

п а - -рп • Е. 

После несложной цепочки преобразований имеем: 

п<7+рп-Е = 0, п-(<7+рЕ) = 0, 

откуда следует: 

а + рЕ = 0. (1.3.8) 



Отсюда имеем выражение для тензора напряжений: 

а = -рЕ. (1.3.9) 

Это и есть закон Паскаля в тензорном виде. В компонентном виде это выраже­

ние записывается как су = —pSy, т. е. матрица тензора напряжений имеет вид: 

-р О О 

0 - / ? 0 

0 0 - / ? 31 ^ 3 2 ^ 3 3 J 

Видно, что нормальные напряжения равны между собой, а касательные отсут­

ствуют. А поскольку в идеальной жидкости и при ее движении нет касатель­

ных напряжений (в силу отсутствия сил вязкости), то тензор напряжений в ней 

всегда записывается в виде (1.3.9). 

В случае течения вязкой жидкости появляется добавочное слагаемое: 

а = -рЕ + т, (1.3.10) 

где т - тензор вязких напряжений, выражение для которого дается законом 

вязкого трения Ньютона [33; 50; 72]. 

1.4. Э Л Е М Е Н Т Ы Т Е Н З О Р Н О Й А Л Г Е Б Р Ы . П Р О С Т Е Й Ш И Е 

О П Е Р А Ц И И Н А Д Т Е Н З О Р А М И 

Рассмотрим простейшие операции над тензорами. 

1. Умножение на число: каждая компонента тензора умножается на одно и то 

же число. Например , а А в компонентном виде записывается следующим об­

разом: 

aA = aAiJeiej 0-4.1) 

2. Сложение тензоров одинакового ранга: А + В. В терминах компонент это: 

А + В = (А11+В,1)ё,ё1 (1.4.2) 

3. Скалярное произведение тензоров (свертка): скалярно перемножаются два 

соседних базисных вектора, в результате чего появляется новый тензор, кото­

рый имеет ранг на два меньший суммы рангов исходных тензоров. Пусть, для 



(1.4.3) 

примера, А = Ак1пёкет и 3 В = BJsteJeset. Их скалярное произведение дает тензор 

третьего ранга: 

А• 'В = Аыёкёп1 • B)J)esel = АыВр[ёк[ет • eJ)esel = 

= А^АА-ёЛ = AkJBJslekeset 

Другие примеры: 

а) скалярное произведение векторов и тензоров: 

а-Ь = акёк • bses = akbs{ek-es) = akbsSks = akbk; 

a-A = afr • Akjekej = alAkjSlkej = a^e/, 

А-а- А,..ё£,. • aJe, - Aiiaiei. 
— УА J A ' ' J' 1 J 

Таким образом, в общем случае а- Аф Аа . 

б) умножение на единичный тензор (справа и слева): 

а-Е = дД. • SJkes = at5ks (et • ek)es = al5ksdlkes = alel = a; 

Ea = Sijeiej • akek = akdijdjkei = а,е, = a; 

AE = Aijeiej • 8ksekes = A{]8J]ke{es = Aijeiej = A; 

EA = • Apqepeq = A ^ S J ^ = Apqepeq = A. 

Таким образом, умножение на единичный тензор не меняет исходного тензора. 

4. Степени тензоров, т. е. скалярные произведения тензора самого на себя: 

АА = А2: А2А = А \ т . д. 

В компонентном виде: 

А2 = А • А = AueleJ • Aksekes = AtjAks (eJ • ek)eles = AijAksejkeles = АуА^е/9 ^ ^ 

A3 =A2 • A- AjjAjsejes • Аптётёп = AjJAJsAsnejen. 

В тензорной алгебре для получения результатов скалярных произведе­

ний тензоров первого и второго рангов можно использовать их матричное 

представление. Известно, что прямоугольная таблица элементов, заключенная 

в скобки и подчиняющаяся определенным правилам обращения с ней, называ­

ется матрицей. Символ AiJ обозначает элемент матрицы А, где первый ин-



деке - номер строки, а второй - номер столбца. Пусть в трехмерном евклидо­

вом пространстве имеется некоторый тензор и выбран какой-либо базис, для 

определенности - декартов прямоугольный, тогда любой тензор второго ранга 

можно записать в виде его матрицы компонент, а вектор можно представить 

либо в виде строки, либо в виде столбца: 

< ч 
д , Аг А: 

До А: 

; (ах а2 а3); а2 

Произведению двух матриц АВ = С соответствует скалярное произведе­

ние тензоров, которое в индексной записи выглядит как А/В/к = Q • Здесь про­

исходит умножение по принципу «строка на столбец». Например: 

- скалярное произведение векторов а и b дает скаляр Л: 

A = ajbj = (я, а2 а3) = (axbx +a2b2 +a3b3) 

скалярное произведение вектора на тензор второго ранга дает вектор: 

f Д , Д , Д , ^ ( ахАхх + а2А2Х + аъАъ 

о, а. 

\А\ l33 J \ а\ А3 + а 2 Аз + а3 Аз J 

скалярное произведение тензора на вектор дает другой вектор: 

( А Аг л\з '<*Лх + а2АХ2 + а3Ахз

 л 

Аг а2 = ахА2Х ~\~ сх2А22 ~\~ сх3А23 

1^31 Аг Аз) 1аз) К

а\А\ + а2А32+а3А33у 

5. Двойное скалярное произведение тензоров (двойная свертка) - здесь пере­

множаются две пары соседних базисных векторов. Пусть 5 А = Д k l pe je je ke le p и 

4 В = В е eresel, тогда для них двойное скалярное произведение есть 
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'A:4 B = AljklpeleJekelep:B(ii^ = 

= Л а / А ^ А А ^ М ^ Д = Aijk,P

Bp,s,^jWr 

Ранг полученного тензора на четыре меньше суммы рангов исходных. М о ж н о 

показать, что для тензорной единицы и произвольного вектора а справедливы 

равенства: £ : £ = 3, Е\[а®Е) = а, Е\[Е®а)-Ъа. 

6. Тензорное произведение тензоров. Для тензоров А и В, которые, напри­

мер, в компонентном виде записываются следующим образом: A = Aijeiej, 

л В - Bkstekesjet, тензорное произведение есть новый тензор, ранг которого равен 

сумме рангов тензоров: 

А ® *В = AyB^eje^e,. (1.4.6) 

7. Транспонирование тензоров. Пусть дан некоторый тензор второго ранга А . 

Тензор А1 называется транспонированным (сопряженным) по отноше­

нию к тензору А, если для любого вектора а выполняется равенство: 

А-а=а-А'. (1.4.7) 

Отсюда следует, что для тензора А = Aije^ej сопряженным является тензор 

A1 =Ajjejej, что означает, что в матрице компонент произошла замена строк 

на столбцы. Действительно: 

А• а = Aijelej • акек = Ацак6^ = А1какё,; 

а • Ат = акек • Ajieiej = akAjiSklej = akAjkej = Aikaker 

Тензор называется симметричным, если он совпадает со своим транспо­

нированным: А- А1. Это равносильно равенству Ау = Ajt, матрица компонент 

такого тензора симметрична относительно главной диагонали. Симметричный 

тензор является самосопряженным. Тензор называется антисимметричным, 

если А' =-А,т. е. Ajj - -Ayt. 



Любой тензор второго ранга можно разложить на симметричную и ан­

тисимметричную части: 

L = LV + L" , (1.4.8) 

(1.4.9) 

Для примера, пусть дан тензор А, компоненты которого и его транспониро­

ванного тензора А1 имеют следующие значения: 

( \ 2 3^ ( \ 4 7^ 

4 = 4 5 6 2 5 8 

J 8 ь ч 3 6 9 у 

Разобьем А на его симметричную и антисимметричную части: 

'1 3 5^ ГО - 1 0 ^ 

3 5 7 

5 7 9 

1 0 - 1 

2 1 0 

Видно, что у симметричного тензора имеется симметрия относительно глав­

ной диагонали, а у антисимметричного - антисимметрия относительно нее 

(кроме того, для него на главной диагонали всегда находятся нули). Равенство 

As + А° - А здесь выполнено, что и следовало ожидать . 

8. Обращение тензора. Тензор, обратный тензору А, есть оператор, действую­

щий в обратном направлении. Так, если а • А — Ь , то обратный тензор А~] пре­

образует Ъ в а: 

Ь-А~1=а. 

Очевидно, что A-Ai=Ai-A = E. Отсюда вытекает следующее правило 

нахождения компонент обратного тензора. Поскольку (A~x)isASJ = S^, то поль­

зуясь известными свойствами алгебраических дополнений квадратной мат­

рицы имеем: 
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где cof обозначает алгебраическое дополнение элемента Ayt, a det - определи­

тель матрицы Ajj. 

Тензор О называется ортогональным, если его обратный тензор совпа­

дает с его транспонированным: 

Q'=Q'. 

Для такого тензора 0 0 х - QQ1 = Е. Ортогональный тензор характеризует 

жесткое вращение среды как твердого тела вокруг некоторой оси. 

9. Векторное произведение тензоров. Операция векторного произведения век­

торов приводит к такому «подозрительному», зависящему от системы коорди­

нат понятию, как псевдовектор. В принципе можно не рассматривать эту опе­

рацию и тем самым не рассматривать псевдовекторы и другие псевдообъекты. 

Однако в механике и физике традиционно широко используют операцию век­

торного умножения , поэтому краткое замечание по этому поводу здесь 

уместно. 

Рассмотрим понятие псевдотензора, причем только в ортонормирован-

ном базисе ек. Пусть имеется некоторая линейная комбинация, относительно 

базисных полиад N Е - Ejj . е,. Если при переходе от правой (левой) си­

стемы координат, определяемой базисом ек, к левой (правой) системе коорди­

нат, определяемой базисом е[, компоненты N Е меняют знак на противопо­

ложный, а при переходе от правой (левой) к другой правой (левой) системе 

координат перемены знака не происходит, то объект N Е называется псевдо­

тензором ранга jV . Заметим, что для истинного тензора такой перемены знака 

нет. Очевидно, что псевдотензоры инвариантны по отношению к поворотам и 

не инвариантны к зеркальному отражению базиса. Псевдовектор dxb явля­

ется частным случаем псевдотензора - псевдотензором первого ранга. 
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Для обеспечения возможности записи в компонентной форме операции 

векторного умножения вводят специальный псевдотензор третьего ранга, так 

называемый альтернирующий тензор 3 £ - тензор Леви-Чивита: 

(1.4.10) 

где компоненты £..к определяются следующим правилом: 

1, если 
i j к 

1 2 3 

/ j к 

- четная перестановка 

- 1 , если\ ^ ^ ^ J - н е ч е т н а я перестановка (1.4.11) 

0, если i = j или j - к или к - i 

т. е. £ 1 2 , = £ГА - £ , 1 2 = 1, £,, 2 = £ , 2 1 = £ 2 1 , = - 1 , остальные компоненты равны 

нулю. 

Теперь можно записать векторное произведение векторов в компонент­

ной форме, но сначала рассмотрим векторное произведение базисных векто­

ров. Это произведение определяется как псевдовектор: 

^ х £ ; = £ * Д - - (1.4.12) 

Тогда векторное произведение двух векторов можно записать в компонентной 

форме следующим образом: 

axb = akekxbm ет = ак bm £skm es. (1.4.13) 

Аналогичным образом можно записать векторное произведение тензо­

ров. Так, для тензоров второго ранга: 

АхВ = AtJе{е} х В т п е т е п = Ai}Втпе{ (е} хёт)еп = Ai}Втпekjmеркеп. (1.4.14) 

т. е. получаем тензор третьего ранга. 
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1.5 И Н В А Р И А Н Т Ы Т Е Н З О Р О В И Т Е Н З О Р Н Ы Е П О В Е Р Х Н О С Т И 

В тензорной алгебре особый интерес представляют скалярные функции 

тензорного аргумента - так называемые инвариантные, не зависящие от вы­

бранной системы координат, тензорные функции. Рассмотрение простейших 

операций над тензорами показывает, что инвариантными скалярными функ­

циями, в частности, являются: 

а-b, а-а-а1, А: А, А: В, А:Е, Е\ А, 

здесь а,Ь - векторы, А,В — тензоры второго ранга, Е - единичный тензор. 

Очевидно, что А: Е - Е: А. Эта двойная свертка тензора второго ранга с еди­

ничным называется следом тензора А и обозначается trA : 

trA = А:Е = Е:А. (1.5.1) 

Практический метод вычисления следа тензора виден из следующей це­

почки преобразований: 

trA = A\E = AijeleJ : SnJJn = Л,Д„„ (eJ • ет ){е, -еп) = Аудтпд]тд1п = Ап. (1.5.2) 

Здесь учтено, что из определения дельты Кронекера следует равенство индек­

сов п = ш = j = i. Видно, что след тензора - это сумма диагональных компо­

нент этого тензора. Аналогичным образом можно получить 

trA2 = А,.А.Г, *А* = А,.А.кАкг 

Для примера, вычислим след тензора, компоненты которого образуют мат­

рицу: 

' \ 2 3 Л 

Вц= 4 5 6 . 

[ 7 8 9 J 
По определению имеем: tvB = Ви = Вх, + Вп + = 1 + 5 + 9 = 15. 

Легко показать, что операция взятия следа тензора является линейной, 

т. е.: 

tr (А + В) = trA + trB; tr(aA) = atrA, 



43-

и имеют место следующие свойства следа: 

trA' =trA; tr(A • В) = tr(B-A) = А:В. 

Модуль тензора А определяется в виде: \А\ = фг^А • А1) = у] А: А' . 

Любая скалярная функция инвариантов будет также инвариантной ска­

лярной функцией тензора. В частности, для характеристики тензора второго 

ранга используют следующие три скалярные функции, называемые соответ­

ственно первым, вторым и третьим инвариантами тензора А : 

7 1 = *гА 

1 
IIA=-[{trAf-trA2] (1.5.3) 

М о ж н о показать, что третий инвариант / / / , =de t / f , где det/f - детерминант 

матрицы компонент тензора А в произвольном базисе. 

Функции / , , / / , , / / / , называются главными инвариантами тензора А. 

Они играют чрезвычайно важную роль в тензорной алгебре из-за следующей 

теоремы представления симметричных тензоров второго ранга: любая инвари­

антная скалярная функция симметричного тензорного аргумента может быть 

представлена как функция трех главных инвариантов этого аргумента, т. е.: 

а = /(А) = (р(1л,Пл,Шл). 

Главные инварианты используются также в таком полезном тождестве , 

как соотношение Гамильтона-Келли: 

А -1АА2 + IIЛА - IIIАЕ = 0, (1.5.4) 

которое можно применять, в частности, при вычислении любых целых степе­

ней тензора А. 
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Например, пользуясь теоремой Гамшьтона-Келли, вычислим А 4 для 

тензора А , который в прямоугольной декартовой системе координат имеет 

следующие компоненты: 

f 1 о - П 
4 = о з о 

1-1 0 " 2 , 

Для начала определим trA = 1 + 3 - 2 = 2, а затем главные инварианты 

тензора А по формулам (1.5.3): / , = 2 , / / , = - 6 , / / / , = - 9 . 

После умножения тождества Гамшьтона-Келли скалярно на А запи­

шем следующее выражение для А 4 : 

А 4 - 2 А 3 - 6 А 2 + 9 А = 0. 

Выражая отсюда А 4 и используя для величины А 3 соотношение Гамшьтона-

Келли, получаем 

Л 4 = 1 0 Л 2 + З Л - 1 8 £ ; (А4) = \0(А2) -Ш„+ЗАи. 

Вычисляя ( А 2 У = AjkAkj как произведение соответствующих матриц: 

(П= 

окончательно имеем: 

( \ о - п ( 1 0 - 0 ' 2 0 Р 

0 3 0 0 3 0 0 9 0 

- \ 0 - 2 , 0 ч 1 0 5 у 

' 2 0 \) ( 1 0 - \ ) f l 0 ° 1 (5 0 71 10 0 9 0 + 3 0 3 0 - 1 8 0 1 0 0 81 0 

ч 1 0 0 -2j 
ч 0 0 J 0 2<Ъ 

И „ = 1 0 

Для примера также вычислим второй инвариант некоторого тензора 

С, равного сумме тензоров второго ранга С = А + В: 
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/ / г Л [ ( , г С ) 2 - ^ 

= \[(trd + *ГИ)2 ~ tr{d2 + 2 ^ • В + £2)] = 

= ^ [ ( ^ d ) 2 +2trA-trB + (trB)2 -trA2-2tr(A-B)-trB2^. 

Рассмотрим теперь главные векторы и главные значения тензоров. 

Пусть имеется некоторый произвольный симметричный тензор второго ранга 

В. Из тензорной алгебры [38; 53] известно, что если для ненулевого вектора 

а и тензора второго ранга выполнено условие: 

В-а = Ла, (1.5.5) 

то вектор а называется главным (собственным) вектором тензора В, соответ­

ствующее направление - главным направлением (главной осью) тензора В, а 

число Я - главным (собственным, характеристическим) значением тензора 

В. Равенство (1.5.5) можно записать как 

(В-ЯЕ)-а = 0 или ( £ , , - / 1 ^ ) ^ = 0 . (1.5.6) 

Система этих трех однородных линейных алгебраических уравнений 

имеет ненулевое решение , если 

d e t | ^ - A ^ . | = 0. (1.5.7) 

Раскрывая (1.5.7), получаем характеристическое уравнение для тензора В: 

Я 3 - 1ВЛ2 + IIВЛ - IIIв = 0, (1.5.8) 

где 1В, I I в , IIIв - инварианты тензора В, которые можно вычислить по форму­

лам (1.5.3). Решение кубического уравнения (1.5.8) дает три корня Я,, Л1, Я , , 

которые являются вещественными, поскольку матрица в выражении (1.5.7) 

симметрична. Эти корни являются главными значениями тензора В. В прин­

ципе каждому значению Я, соответствует свой главный вектор ап компоненты 

которого находятся из решения уравнений (1.5.7). В результате получаем три 
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главных вектора я , , я 2 , я , . Заметим, что главные векторы, отвечающие различ­

ным значениям Д , взаимноортогональны, что непосредственно следует из 

(1.5.6). 

Вообще говоря, в отношении чисел Л,, являющихся корнями уравнения 

(1.5.8) (а следовательно, и векторов <з,), могут возникнуть следующие ситуа­

ции: 

1) Л1 Ф А, Ф Я , тогда тройка векторов а2, а-, определяется однозначно; 

2) Л1 Ф Лз = Я , однозначно определяется л и ш ь <з,, в качестве <з2 и а, можно 

брать любые два взаимноортогональных вектора, которые перпендикулярны 

3) Л1=Л2=Л,,в качестве ах,а2,а, можно брать л ю б у ю взаимно ортогональ­

ную тройку векторов. Тензоры, для которых это имеет место, называются ша­

ровыми. Они имеют вид а = осЕ, а = const. 

В качестве базисных векторов для тензора В можно взять тройку ортонор-

мированных главных векторов aj, тогда этот тензор будет иметь компоненты: 

^ о (П 

в„ = О Яг О 
О О Я 

и в компонентной форме он записывается в виде: 

В = \ахах + Л2а2а2 + Лмм,. (1.5.9) 

Главные инварианты тензора выражаются через собственные числа сле­

д у ю щ и м образом (исходя из формул (1.5.6)): 

/ = Я , + Я г + Я , ; / ^ Л ^ + Л ^ + Я Я ; / / ^ Л ^ Я . (1.5.10) 
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Интересно заметить, что для осесимметричного тензора вторую степень 

тензора можно свести к первой. В самом деле, для такого тензора два собствен­

ных числа одинаковы (например, Д = Я ,) и его характеристическое уравнение 

имеет вид 

( Л - Л , ) ( Л - Л 2 ) 2 = 0 , т . е. ( Я - Л 1 ) ( Я - Л 2 ) = 0. 

Минимальный многочлен 

Ы-Л£)-(л-Л£) = ° 
после элементарных преобразований приводит к выражению 

^ 2 - ( Я 1 + Л 2 ) ^ + Л ] /1 2 £ = 0. 

Таким образом, вместо соотношения Гамильтона-Кэлли для осесиммет­

ричного тензора имеет место соотношение, позволяющее выразить вторую 

степень тензора через первую: А2 = (Я, + Х^А-А^^Е . 

Для наглядной интерпретации симметричного тензора второго ранга А 

используют некоторую поверхность второго порядка, задаваемую уравнением: 

г-А-г = \. (1.5.11) 

Записывая левую часть этого равенства в терминах компонент можно увидеть, 

что это уравнение поверхности второго порядка. Действительно: 

*Д • AJkejek • xses = = XjAJkxk, 

или более подробно, суммируя сначала по j , затем по к: 

х^А^кхк ~\~х-)А-)кхк ~\~ Х-^А-^кхк —х^А^~\~ х^А^х-у ~\~ х^А^х-^ ~\~ 

+х2А2Ххл -\-х2А22х2 +х2Агх, +х,А,ххл + х,А,2х2 + х.А^х, 

Учитывая , что для симметричного тензора A(j - AJ{, в результате имеем 

уравнение поверхности второго порядка: 

х2Аи + х; А22 + хЫ„ + 2xlx2An + 2х1х.Ап + 2х2х,А2, = 1. 

или, в обычных обозначениях: 

Аххх2 + Avvy2 + Azzz2 + 2Axvxy + 2Axzxz + 2Avzyz = 1. (1.5.12) 
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Эта квадратичная форма является уравнением поверхности эллипсоида, 

который называется тензорным эллипсоидом для тензора А в рассматривае­

мой точке среды. Коэффициентами этой формы служат компоненты тензора 

А . На Рис. 1.9 показан тензорный эллипсоид, построенный в некоторой точке 

М для тензора А . 

Рис. 1.9. Тензорный эллипсоид 

Главные оси тензора А совпадают с направлениями я , , я 2 , я , главных векторов 

этого тензора. Два тензора называются соосными, если главные оси их тензор­

ных эллипсоидов совпадают. Очевидно, что при Л, Ф Я, = Я тензорный эллип­

соид есть эллипсоид вращения, а при Л1=А1=А~ тензорная поверхность явля­

ется сферой (шаровому тензору соответствует поверхность сферы) . 

Приведенные выше понятия главных векторов и главных значений тен­

зоров, а также наглядную их интерпретацию с п о м о щ ь ю понятия тензорного 

эллипсоида часто используют для тензора напряжений о и других тензоров. 

В этом случае говорят об эллипсоиде напряжений, эллипсоиде деформаций 

(или скоростей деформаций) , и т. д. 

Полезно еще раз подчеркнуть, что для всякого симметричного тензора 

второго ранга все его собственные числа вещественны. Говорят, что тензор А 

имеет простой спектр, если среди его собственных чисел нет кратных, т. е. все 

они различны. При этом триэдр главных (собственных) направлений, опреде­

ляемый главными (собственными) векторами я , , я 2 , я , , определяется одно­

значно (с точностью до ориентации, связанной с различием правых и левых 
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троек векторов) . Тензорная поверхность для этого случая, когда нет нулевых 

собственных чисел, схематично показана на Рис. 1.10а. Симметричный тензор 

называют осесимметричным, если два его собственных числа совпадают, но 

не равны третьему, т. е. при Л, Ф А, = Я, тензорный эллипсоид есть эллипсоид 

вращения. В этом случае однозначно определено л и ш ь одно собственное 

направление, а в нормальной плоскости любое направление является соб­

ственным. Соответствующая ему тензорная поверхность, являющаяся эллип­

соидом вращения в общем случае, показана на Рис. 1.106. При Л1=А1=Л> тен­

зорная поверхность является сферой (шаровому тензору соответствует по­

верхность сферы). Для шарового тензора все собственные числа одинаковы, и 

он с точностью до множителя совпадает с единичным. Все направления в про­

странстве для него являются собственными. Соответствующая тензорная по­

верхность (сфера) показана на Рис. 1.1 Ов. Вырожденные поверхности имеют 

место при наличии нулевых собственных чисел. 

б 

Рис. 1.10. Тензорные поверхности 

В качестве примера определим главные напряжения (главные значения) 

и главные оси тензора напряжений О, который в некоторой точке в прямо­

угольной декартовой системе координат [хххгх,) имеет компоненты: 

(3 1 \ \ 

1 0 2 

ч 1 2 ° ) 

Согласно (1.5.7) главные напряжения определяются из уравнения 



| 3 - Я 1 

-Л 2 

2 -Л 

= 0, 

или после раскрытия определителя: 

( Л - 4 ) ( Л - 1 ) ( Л + 2) = 0. 

Корни этого уравнения Л1=4, А> = 1, Я, = -3 и будут являться главными 

напряжениями: <7^ -4, сг^ = 1 , сг^ = - 3 . 

Главные направления этого тензора определим следующим образом. 

Пусть каждому главному направлению соответствует своя ось новой си­

стемы координат (л^х,* , ) . Для каждой из такт новых осей введем в рас­

смотрение и определим направляющие косинусы nt этих осей относительно 

старых [ххх2х,). Так, пусть главному значению Л1 = 4 соответствует ось хх 

с направляющими косинусами п^К Тогда согласно (1.5.7): 

Аналогично можно составить системы уравнений для определения 

п\]) -4п{

2

]) +2п^] =0; 

п^+2п^] - 4 ^ = 0 . 

Отсюда, учитывая, что п[^2 + ii2

2 + 1, получаем: 

, [ " = - 2 / 7 б ; «<'> = - 1 / 7 б ; я < " = - 1 / 7 б . 



Вектором симметричного тензора напряжений о по площадке с единич­

ной нормалью является вектор напряжений бп - п о (Рис. 1.11). Составляю­

щая этого вектора по направлению нормали Я называется нормальной состав­

ляющей: 

Вторая составляющая этого вектора оп лежит в плоскости площадки и имеет 

направление, определяемое некоторым единичным вектором f (очевидно, что 

Я If): 

Эта составляющая является касательной составляющей вектора оп. В литера­

туре нормальную составляющую вектора напряжений называют нормальным 

напряжением, а касательную - касательным напряжением (часто их величины 

обозначают как оп и тп соответственно) . 

Рис. 1.11. Разложение вектора тензора на нормальную и касательную составляющие 

Если сформулировать и решить задачу об условном экстремуме опп на 

всех единичных нормалях Я, то результат будет следующим: экстремальные 

значения опп как раз равны главным значениям тензора О, а именно Л,, А,,Л,. 

Нормали, на которых достигаются экстремумы, имеют направления главных 

направлений тензора О. В этом случае касательные напряжения опт = 0. Экс­

тремальные значения опт достигаются в плоскостях, которые биссектральны 

по отношению к плоскостям, нормальным к главным осям тензора. Они равны 

<7ппп = <7пп = (п • а-п)п . 

опхт = опх=п-о- п-о-п)п . 
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Нормальные напряжения по этим плоскостям в общем случае не являются ну­

левыми. 

Если в качестве базисных векторов для некоторого тензора второго 

ранга А взять тройку главных векторов а1, то этот тензор будет иметь компо­

ненты 

f \ О 0^ 

о л о 

Например, пусть в некоторой точке в прямоугольной декартовой си­

стеме координат [ххх2х,) тензор напряжений имеет компоненты 

(Ъ 1 О 

1 0 2 

1 2 0) 

и в этой точке имеется площадка с единичным вектором п-^ёх ~\^2 

где ej - базисные векторы (в данном случае это суть векторы i,j,k). Найдем 

вектор напряжения бп в этой точке и нормальную составляющую от этого 

вектора. 

Вектор напряжения равен о п - п о или, в компонентной форме записи, 

дп =njGj€j. Отсюда 

- Го 2 Л 2 I V ( 2 Л 2 I V ( 2 „ 2 l V 
( 7 = 3 + - е. + 1 0 - - + 2- - k + 1 2 - - + 0 - - к = 

" ^ 3 3 3 J 1 ^ 3 3 3 J " ^ 3 3 3 J 

5^ 4 ^ 2 ^ 
= — е, + —е, — е . . 

3 1 3 2 3 



Нормальная составляющая этого вектора от -Оп-п или в компонент-

5 2 4 2 2 1 
ной форме <т =(<7„) п,. Отсюда <т„ = = 0. Следовательно, 

вектор бп имеет лишь касательную составляющую <Т1П. 

Очень часто бывает полезным разложить произвольный тензор А на ша­

ровую и девиаторную части: 

A = aE + devA, (1.5.13) 

где аЕ - шаровая часть тензора A, a = ̂ trA; devA - девиатор тензора А, 

devA - А- аЕ . Очевидно, что главные оси девиатора А совпадают с главными 

осями тензора А. 

Пусть, для примера, тензор напряжений в некоторой точке в выбранном 

базисе имеет компоненты 

' 7 0 - 2 ^ 

av= 0 5 0 

[ - 2 0 0 ; 

выделим его шаровую и девиаторную части. Так как ~*г<1 = ^ ( 7 + 5 + 0) = 4 , т о 

(4 0 0^ 

0 4 0 

0 0 4 

3 0 

0 1 0 

- 2 0 - 4 

f 7 0 - 2 ^ 

0 5 0 

v - 2 0 0 у 

Вообще говоря, в качестве инвариантов тензора могут быть взяты любые 

другие три скалярные величины, являющиеся функциями от инвариантов I , I I , 

I I I или, что то же самое, от главных нормальных напряжений <7,,<72,<7,, явля­

ющихся корнями характеристического уравнения. В частности, используется 

и система инвариантов ( / , , / 2 , / , ) , в которой первый, второй и третий инвари­

анты определяются как /, = trcr; I 2 = tro~\ /, = tro*. Связь этих инвариантов 

с инвариантами / , / / , / / / выражается элементарными формулами. Очевидно, 
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что / = /, = tra, откуда следует, что физический смысл первого инварианта 

тензора напряжений заключается в том, что он характеризует среднее нор­

мальное напряжение. Второй и третий инварианты для систем инвариантов 

(1,11,111) и ( / , , / 2 , / , ) не имеют ясного физического смысла. В этом отноше­

нии предпочтительна для анализа поведения сплошной среды система инвари­

антов ( g , s 2 , £ ) , предложенная В.В. Новожиловым [46; 48; 50], которая имеет 

ясный физический смысл. 

1.6. П О Л Я Ф И З И Ч Е С К И Х В Е Л И Ч И Н . Э Л Е М Е Н Т Ы Т Е Н З О Р Н О Г О 

А Н А Л И З А 

В гидродинамике в основном оперируют не с постоянными векторами и 

тензорами, а с полями скалярных, векторных и тензорных величин. Компо­

ненты векторов и тензоров являются функциями координат и времени. При 

описании движения жидкости возникает необходимость дифференцирования 

скалярных, векторных и тензорных полей - полей плотности, давления, ско­

ростей, напряжений и других. 

Полем физической величины 971 называется совокупность значений 

этой величины для любой точки пространства и для любого момента времени. 

Положение точки в пространстве определяется радиус-вектором 

г - xi + yj + zk , который в индексной форме записи записывается в соответ­

ствии с (1.1.6) как г = х Д , i=l,2,3. Задать поле физической величины 9Л - это 

значит задать зависимость 

27t = 2 7 t ( r , f ) , T . e . M = M(x9y9z9t). (1.6.1) 

Если зависимости от времени нет, то поле называется стационарным, если же 

нет зависимости от координат, то поле называется однородным. Для стацио­

нарного поля: 

971 = 9 7 1 ( г ) , т . е . M = M(x,y,z), (1.6.2) 

для однородного нестационарного поля: 
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971 = 971(0, О - 6 - 3 ) 

для однородного стационарного: 

ЯК = const (1.6.4) 

В качестве примеров физических полей приведем следующие, записан­

ные для простоты в виде некоторых степенных функций координат и вре­

мени: 

- поле давлений, заданное скалярной функцией: 

p = 2x2yz't2 (1.6.5) 

- поле скоростей, заданное вектор-функцией: 

V = Xs у2 zt 7 + 2x2z2 ] + 3xy2zY k, (1.6.6) 

- поле напряжений О, заданное тензорной функцией с компонентами: 

Ixy'zt х2у2Г 3xyzt2 

x2y2t2 4x2y'z4 

3xyzt2 4x2y"z4 5x2y2z2t 

(1.6.7) 

Для каждой точки пространства и для любого момента времени этим 

полям соответствуют свои числовые значения. Так, для точки (1,1,1) при t -1 

имеем: 

(2 1 3 Л 

/7 = 2, F ( l , 2 , 3 ) , ау = 1 1 4 

3 4 5 

Неоднородность полей характеризуется линейными дифференциаль­

ными операторами - градиентом (grad), дивергенцией (div), ротором (rot), ко­

торые являются операторами первого порядка (содержат частные производ­

ные первого порядка) , а также дифференциальным скалярным оператором 

второго п о р я д к а - л а п л а с и а н о м А . Все эти операторы можно определить через 

векторный дифференциальный оператор - оператор Гамильтона (набла) V . 

В декартовой прямоугольной системе координат он имеет вид: 
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V = r f + j | - + * | - , (1.6.8) 
дх oy dz 

или, используя индексную форму записи: 

V = e,-^-, Л: = 1,2,3. (1.6.9) 
дхк 

Запишем операции grad, div, rot и А подробно, выразив их через V , и 

применим их в дальнейшем в качестве упражнения к полям, заданным выра­

жениями (1.6.5) - (1.6.7). 

Градиент скалярной функции f(r,t) является вектором, который харак­

теризует направление наибольшего изменения функции и быстроту этого из­

менения. Через оператор Гамильтона (набла) он записывается так: 

grad f = Vf = ̂ e k , к = 1,2,3, (1.6.10) 
дхк 

или, в развернутом виде, переходя к обычным обозначениям для декартовой 

прямоугольной системы координат: 

axl ах2 ox, ox dy dz 

Таким образом, градиент скалярной функции есть вектор V / с компонентами 

дх' ду' dz ' ^ дх' Эу ' 3z J 

Вычислим grad р для поля давлений, заданного выражением (1.6.5): 

Vp = &7+ + = 4xyzYJ + 2jcV/ 27 + 6x2yz2t2k , 
дх ду dz 

в точке (1,1,1) при t — \ это вектор V/?(4,2,6). 

Градиент вектор-функции является результатом умножения оператора 

Гамильтона на вектор, т. е. тензором второго ранга. Так, для произвольной 

вектор-функции а (г) ее градиент: 



_ э да, 
gradа = W/ = в,. — а . е . = — - в , . ® в . . 

Эх Эх, 
(1.6.11) 

Здесь учтено, что производные базисных векторов по координатам 

равны нулю, т. е. = 0 , поскольку базисные векторы декартовой прямо-
дхк 

угольной системы координат не меняются от точки к точке ни по величине, ни 

по направлению. 

Например, матрица компонент градиента вектор-функции (1.6.6) 

равна: 

Э 3 2 , Э 2 2 Э 2 3 , 2 ^ 

—х у zt —2х z —Зху Z t 
дх дх дх 
д 3 2 , Э 2 2 Э 2 3 , 2 

—х у zt — 2х z —Зху z t 
ду ду ду 
д 3 2 , ^ 2 2 ^ 2 3 , 2 

^ r / z / 4xz2 Зу-zh1 Л 

2x'yzt 0 bxyzt2 

У x'y2t 4x2z 9xy2z2t2 

в точке (1,1,1) при t=l это тензор с компонентами: 

( 3 4 3 

2 0 6 

1 4 9 

Дивергенция вектор-функции характеризует разность потоков вектора, 

входящего и выходящего из рассматриваемого объема пространства. Через 

оператор V она записывается как результат скалярного произведения вектора 

V и соответствующего вектора, например, вектора скорости V: 

div V = V • V = ek А . уГе, = Щек . ё л А и А (1.6.12) 
дхк дхк дхк Эх, 

или, в развернутом виде, в обычной форме записи: 

- р dVv dVv дК 
(1.6.13) 

дх ду dz 

Вычислим дивергенцию поля скоростей, заданного выражением (1.6.6): 
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V . ( 7 = ^ + ^ + ^ = 3 * y z , + 0 + 9 * 7 V / \ 
Эх ду dz 

в точке (1,1,1) при t — \ эта скалярная величина есть число 3+0+9=12. 

Дивергенция тензора второго ранга А дает векторную величину: 

Э ЭД , ч ЭД „ ЭД 
^ • < = ^ - < - = ^ ' : " г = & W = ( , - 6 л 4 ) 

или, в развернутом виде: 

е , Г эд, ЭД. дА,. V ( ЭД, ЭД, ЭА, V ( ЭД. ЭД, ЭА, V 
V - Л = — 1 1 + — ^ + — ^ к + — - +—— +—— е, + — - + —— + — — \е,. 

^ Эх, дх2 дх, ) у Эх, дх2 дх, ) у Эх, дх2 дх, ) 

Дивергенция тензора а, заданного согласно в ы р а ж е н и ю (1.6.7), будет: 

^ (да,, да,, Эсг , .У (да,, да„ Э с г „ У 
V - g = — - + —— + —— е, + — - + — ^ + —— е 2 + 

^ Эх, Эх2 Эх, ) ^ Эх, Эх2 Эх, J 

— — + — — + — — k = 2 y ~ z t + 2*-.уГ + 3.хуГ) е1 + 
Эх, dx2 Эх, J 

+ (2*yV + 0 +16х 2 yV )е2 + ( З ^ 2 +12* У* 4 +10* 2y2zt)e,. 

в точке (1,1,1) при / = 1 это будет вектор V - а - 1 1 + 1 8 / + 2Ък . 

Ротор (вихрь) вектор-функции есть векторное произведение оператора 

Гамильтона на этот вектор. В частности, ротор вектора скорости записывается 

так: 

rot K = V x K . (1.6.15) 

Используя альтернирующий тензор Леви-Чивита, эту величину можно запи­

сать в компонентном виде следующим образом: 

- - д dV , , dV 
V x K = * , — xVjej^fcxej^-^e^. (1.6.16) 

Распишем компоненты этого вектора по осям декартовой прямоуголь­

ной системы координат: 

- - Эк. _ Эк. _ ЭК. 
V X l ' d v ^ ^ a v ^ ^ a v ' " ' 7 -



Для первого слагаемого - компоненты ротора относительно оси х, - компо­

нента €V l j тензора Леви-Чивита принимает значение, равное / при i=2,j=3 и 

значение - 1 при i=3,j=2, т. е. £ 1 2 , = 1, £,, 2 = - 1 . Тем самым: 

' Эх, 

ЭК Э К 2 _ Э К ЭК2 

1 2 1 Эх2

 1 , 2 дх, Эх2 дх. 

Второе слагаемое, содержащее £ 2 j j , имеет ненулевые значения, когда i=3,j=l 

и когда i=l, j=3: в первом случае £гл = 1 , во втором £ 2 1 , = - 1 . Тогда компо­

нента при базисном векторе е2 записывается в виде: 

~и дх, дх. Эх, 

И, наконец, для третьего слагаемого имеем е,п = 1, когда i=l,j=2 и е,2Х = - 1 , 

если i=2,j=l. В результате это слагаемое принимает вид: 

э к у = э к 2 ЭК, 
M J Эх, Эх, дх2 

В итоге выражение для ротора вектора в компонентном виде, в обычной форме 

записи для декартовой прямоугольной системы координат выглядит так: 

_ - (dv dv V (dv э к У Г э к э к V 
У х кН^)'Н^_^гк_^г (К6Л7) 

Менее громоздкие выкладки в декартовой прямоугольной системе коор­

динат получаются, если этот вектор вычислять через определитель: 

V x K : 

i j к 

д_ д_ д_ 

дх ду dz 

К. К. К 

ЭК э к у г э к у э к У Г э к э к ^ ~ 

Эу 3z J V Э^ Эх J ^ дх ду 

Для примера, вычислим ротор скорости для К , заданного выражением 

(1.6.6): 

V х V = [bxyz'r - 4x2z)i + (x:y2t - 3y2z''t2)j + [4xz2 - 2x'yzt]k . 



В точке (1,1,1) при t- \ это вектор ( 2 , - 2 , 2 ) . 

Ротор (вихрь) тензорной функции второго ранга будет тензорной вели­

чиной также второго ранга: 

- Э ЭЛ,., / v дА1к УхА = ё,—хА;кё£к. = ^rjL(eixei)ek =^г^е,Лёк. (1.6.18) 
Эх, J J Эх, v J l Эх, J 

Для примера, вычислим компоненту при базисной диаде е, ® ё2 ротора 

тензора напряжений сг, заданного выражением (1.6.7), для которого имеем: 

Базисной диаде ё]ё1 (т. е. когда 5 = 1, к = 2) соответствует компонента: 

Эсг Эсг,, Эсг,, Эсг,, Эсг,, 1 Л , , 4 . 

ОХ/ dx2 dx, dx, dx. 

Если взять базисную диаду (т. е. 5 = 1, А; = 3) , то ее компонента: 

Эсг. Эсг.. Эсг,, Эсг,, Эсг,, 1 Л , , л , , . ,. 

dx, dx, dx, dx, dx, 

В точке (1,1,1) при t-\ рассмотренные компоненты равны, соответственно, 

12 и - 6 . Другие компоненты тензора V x c r вычисляются аналогично. 

Лапласиан А есть скалярный дифференциальный оператор второго по­

рядка, который является результатом скалярного произведения вектора Га­

мильтона самого на себя: 

A = V V , (1.6.19) 

или, в компонентном виде: 

Д = V • V = ек ± • е ± = -?—(ек • е,) = Stl = . (1.6.20) 
дхк dx, dxA.dx, dxA.dx, o Â.dxA. 

Для декартовой прямоугольной системы координат оператор Лапласа записы­

вается в виде: 
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Д = | т + | т + | т (1.6.21) 
ох' ду~ dz~ 

Этот скалярный оператор второго порядка можно применять к л ю б ы м 

тензорным величинам - он не изменяет ранг тензора. 

Заметим, что записывать этот оператор в виде А = - ^ - (как иногда 
дх~ 

встречается в литературе) недопустимо, т.к. в этом случае пропадает правило 

суммирования по повторяющемуся индексу. 

Для скалярной функции / ее лапласиан записывается следующим обра­

зом: 

Л / = ^ ^ , * = 1,2,3, (1.6.22) 
дхкдхк 

или, в обычных обозначениях: 

А / = — f + — f + —f . (1.6.23) 
дх~ ду~ dz~ 

Вычислим лапласиан поля давлений, заданного выражением (1.6.5): 

дх~ ду~ dz~ 

в точке (1,1,1) при t=l это число 4+0+12=16. 

Лапласиан вектора является векторной величиной: 

г)2 r)2V 
AV=—-—Vlel =—J-ei=(AVi)ei, (1.6.24) 

oxkdxk дхкохк 

здесь к каждой компоненте вектор-функции применяется оператор Лапласа. 

Для поля скоростей, определяемого выражением (1.6.6), вычислим его 

лапласиан: 
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А V = А (VJ + К,. у + Vz к) = (A Vx) / + (A Vv) j + (А К ) к = 

' Э 2 К ЭУ ЭУ 
— f + — f + — f - |/ + Э*" ду~ 3z~ 

av. э 2 к э У . Ч fd2v d2v э 2 к \ -
— = г + — т - + — т - 7 + —=г + — f + — г \к : 

дх~ ду~ dz~ ) у дх~ ду~ dz~ J 

= (6xy2zt + 2xht + О) z + (4z 2 + 0 + 4x2 )y + (O + 6z V +1 Sxy2zt2)k 

В точке (1,1,1) при t = 1 это вектор 87 + 8 + 24/?, т. е. AF(8 ,8 ,24 ) . 

Лапласиан тензорной функции второго ранга является тензорной вели­

чиной второго ранга: 

АА = АА11ё1ё1 = [AAV )eiej, (1.6.25) 

т. е. к каждой компоненте тензора применяется оператор Лапласа (1.6.19). 

Для тензора напряжений а, заданного выражением (1.6.7), найдем Аст. 

Для этого применим оператор Лапласа (1.6.19) к каждой из компонент этого 

тензора. В результате получаем с л е д у ю щ у ю матрицу компонент тензора Аст: 

О + 4xzt + 0; 

2y2t2+2x2t2+0; 

2y2t2 + 2x2t2 + 0; 

3 * г Ч 0 + 0; 

0 + 0 + 0 

8 y Y + 24x2 yz4 + 4Sx2y'z 

0 + 0 + 0; 8 y Y + 24^ 2j^z 4 + 4 8 ^ 2 y z 2 ; 10y 2z 2t +1 0x2z2t +1 О * 2 / ; 

В точке (1,1,1) при / = 1 эта матрица имеет вид: 

4 4 0 ^ 

4 3 80 

ч 0 80 30^ 

т. е. является симметричной относительно главной диагонали, что и следовало 

ожидать , поскольку матрица тензора О является симметричной. 

Здесь следует сделать несколько дополнительных замечаний относи­

тельно применения оператора Гамильтона V . Оператор Гамильтона является 

линейным оператором по определению. В результате его однократного при­

менения возникают дифференциальные операции первого порядка. При вто­

ричном применении оператора возникают дифференциальные операции вто­

рого порядка. Кроме уже упомянутого выше оператора Лапласа A = V V , 
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можно рассмотреть и другие операторы. Например, для вектор-функции а -

вектор V ^ V - я ) , вектор V x V x a и т. д. [23]. Возникающие при этом диффе­

ренциальные операции второго порядка вновь являются линейными. Кроме 

того, легко показать, что: 

V x V / = 0; V - V x £ / = 0 , 

т. е. ротор градиента и дивергент ротора равны нулю. 

Вследствие линейности оператора V для суммы (или разности) функций 

имеем: 

V ( / + p ) = Wf + Wtp, 

A ( / + p ) = 4 f + Д р , 

V-(a + b) = V-ci + V-b, 

V x ( t f + £ ) = V x t f + V x 6 , 

V V - ( t f + £ ) = V V - t f + V V - 6 , 

V x V x ( t f + £ ) = V x V x t f + V x V x 6 . 

Эти выражения легко проверить, записывая соответствующие выраже­

ния в компонентной форме. Также легко проверить и следующее символиче­

ское правило для вычисления дифференциальных операций к произведению 

функций (fcp, fa, a-b, axb и т. д.): при использовании их необходимо пом­

нить, что дифференциальные операции к произведению функций нужно при­

менять к каждому сомножителю отдельно, считая другой постоянным (его 

удобно помечать в выкладках индексом внизу): 

ff<p = Vfc(p + Vf(pc =fcV(p+ <pcff = ff<p+ (pVf, 

ffi = ffca + ffac = fcfa + acff = ffa + aff, 
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V -(axb) = V -(acxb) + V -(axbc) = 

= -ac-(Vxb) + bc-(Vxa) = b-Vxa-a-Vxb. 

Нетрудно также доказать справедливость следующих формул: 

Vxcpa = (pVxa + V(pxa, 

V(a- b) = (a- V)b + (b - V)a + axVxb + bxVxa, 

Vx(axb) = -(a - V)b + (b - V)a + aV-b - bV - а, 

VxVxa = VV-a-Aa, 

V(axb) = Vaxb - (Vb)xa, 

ax(Vxb) = (Vb)-a-a-(Vb), 

a-Va = V(a2/2) + (Vxa)xa, 

V-{q>A) = <p(V-A) + V<p-A, 

V - {A-a) = (V • A)-a + A:VaT, 

V-(A-B) = B7'-(V-AJ + A1 : V £ , 

V x V # ? = 0, 

V x V a = 0, 

V - V x t f = 0, 

Vx(VxA) = VV-A-AA, 

VxVxA = VV-A-AA, 

A((pA) = (A(p)A + (pAA + 2(V(p)-(VA), 

A((py/) = (pAy/ + y/A(p+2{y'<py\yV)» 
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v v ( ^ ) = ^vv^+^vv^+(v^ )v^+(v^ )v^ , 

v v - ( ^ ) = v v ^ - ^ + ^ v v - ^ + v ^ ( v - ^ ) + ( v ^ v ) 7 A. 

1.7. Г Р А Д И Е Н Т С К О Р О С Т И И С В Я З А Н Н Ы Е С Н И М 

К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Е Т Е Н З О Р Ы 

Градиент скорости VV является тензором второго ранга, который харак­

теризует поле скоростей. В декартовом базисе этот тензор и его транспониро­

ванный можно записать в виде: 

- - ЭК - - 7 . дУ 
УУ=^-ё,®ё,9 V K ' = — ( 1 . 7 . 1 ) 

Эх, дх. 

Геометрический смысл тензора W - это оператор, переводящий вектор dr в 

вектор dV: 

dr-VV = dV. (1.7.2) 

Доказательство соотношений, записанных в бескомпонентном виде, 

здесь и в дальнейшем будем выполнять следующим образом. Фигурирующие 

в таких соотношениях тензорные величины будем представлять в виде их раз­

ложения по базисным элементам, и далее выполнять соответствующие опера­

ции над базисными векторами или, при необходимости, над компонентами 

этих тензорных величин. Поступая таким образом в отношении выражения 

(1.7.2), несложно убедиться в его справедливости: 

dr • V V = dxjej • = (*/ * ёк)= 

~ э// _ Э ( . дУ 7 

= о,, —-dx,e, = У,е, )dx, = dx, = dV. 
Jk дх, ' 1 Э х / 1 , } ' дх, ' 

Однако скалярное произведение VV-dr не является дифференциалом dV: 

S/У -dr - е , е , • dx,е, = д„е,ах, = е.<ix, = (V К ) <ix,. 
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Поскольку произведение вектора на тензор второго ранга подчиняется пра­

вилу а - А- А1 • а, то произведение VV1 • dr является дифференциалом dV, в 

чем также несложно убедиться: 

V V1 • dr - ^jLeJi • dxiei - {е- ei )^jLdxle, = 
Эх 7 7 v 7 ' Эх 7 

Эх Эх 
dx, =dV. 

Иногда в литературе оператор Гамильтона V = e - — записывают как 
Эх 

частную производную по радиус-вектору: V = — . Тогда градиент скалярной 
or 

v 
функции f записывают как — , градиент вектор-функции (тензор второго 

Эг 

дУ 
ранга) как и т. д. 

Эг 

Градиент скорости W может быть представлен в виде суммы симмет­

ричной и антисимметричной составляющих, согласно (1.4.8) и (1.4.9), 

V K = 5 + Q , где симметричная часть есть тензор скоростей деформаций 5 , а 

антисимметричная - тензор вращения (спин) Q : 

S = -(VV + VVr); Q = - ( V K - V K y (1.7.3) 

В компонентном виде: 

S = Sue£, = -— и 1
 J 2 

э ^ _ э ^ 
Эх, Эх, 

е,ег (1.7.4) 

Матрицы компонент тензоров 5 и Q.: 
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дУх 

dx 

2{ dy + дх 

1 (дУх ЪУ2 

2{ dz + дх 

О 

1 Г э / / , э//, 

г̂Эу дх 

\(дУх дУ2 

2I az а* 

1 Г э / / , | э//, 

2^ ду дх 

дУу 

1 (dVy | Э// 

1 f dVy дУх 

2{дх ду 

О 

\(dVy дУ2 

2{ az Эу 

\(дУх | ЭКЛ 

2I az + a* J 
2l 3z + ду) 

д]^ 

dz 

1 ( дУ2 bVxS\ 
2{дх dz 

i f e _ ^ i 
2{ду dz 

О 

Также симметричным является и тензор 

sn + (sn)' , 

характеризующий вращательную часть производной Яуманна [53; 64] для тен­

зора скоростей деформаций 5 (см. п. 1.7). Заметим, что: 

(SQ)' =-(SQ7)'; ( V K - V J / ) 7 =VVT-VVT . 

Вычислим компоненты тензоров V F , S и Q для поля скоростей, задан­

ного выражением (1.6.6): У = x'y2zti + 2a'2z2 / + 3xy2z*t2 к : 

Эх 

fdVx ЪУу дУл 

дх дх дх 

дУх ВУу дУ, 

ду ду ду 

дУх дУу дУ2 

dz dz dz 

(3x2y2zt 4xz2 3y2zh2 Л 

2x'yzt 0 6xyz't2 

x'y't 4x2z 9xy2z2t2 

В точке (1,1,1) в момент t - \ этот тензор второго ранга У У и его транспони­

рованный имеют компоненты: 



dly 

dx, 

(Ъ 4 3^ 

2 0 6 

1 4 9 
дх, 

(Ъ 2 О 

4 0 4 

v3 6 9 у 

Следовательно, компонентами тензоров скоростей деформаций S и тен­

зора вращения будут: 

ГЗ 3 2^ Г О 1 П 

s„ = 3 0 5 - 1 0 1 

[2 5 9у ч - 1 - 1 о у 

Запишем в компонентном виде, в декартовом базисе, скалярные произ­

ведения для градиентов скоростей, которые сами по себе являются тензорами 

второго ранга: 

V K - V K = ^ d V j e , ®е- V T - V T 7 ' =?*±?*±ё,®ё-
дх, дх,. дх, дх, 

(1.7.5) 

Чут.чуЖ^Ъё,; V T 7 ' • V T 7 ' ЖШе, ®ёг 
Эх, Эх, Эх, dXj 

Второй и третий из этих тензоров являются симметричными, а первый и чет­

вертый - несимметричными. Для градиентов скоростей их двойные скалярные 

произведения являются скалярными величинами: 

dV dV v dV dV 

Эх дх, Эх Эх 

_ _ dV dV dV dV - - dV dV dV dV 
V K 7 : V K = 1 1 = J- L' ^V< -X7V1 =ZlL L = LZlL 

dx, dx, dx, dx, 

(1.7.6) 

V K 7 ' ; V K 7 ' = ^ -
dx, Эх Эх dx, 

Видно, что: 

V V : V V = V V 1 : V V 1 ; VV:VVr =VVr :VV. (1.7.7) 

Для следов градиентов скоростей и их скалярных произведений имеем: 

ЭК 
trVV = trVVr = V-V = 

dx, ' 

V } У } ~ dx, dx, 



trlWV•WVT) = (WV- WVT): Е = d V j Ъ У J ; 
1 ; 1 ] ~ Ъх{ Эх, 

trlVV1-V^WvP - VV):E = d V j d V j ; 
1 j У j ~ dx, дх, 

trlVV* .WT) = т т • V F 7 ' ) : E = 
V } У } ~ dx, dXj 

откуда следует, что: 

tr[VV•VV) = tr[VVT •VVT} = VV:VV = VVT :VVT; 

tr(VV-VVr) = tr(VVr •VF) = VV:VVr =VVr :VV. 

Для тензора градиентов скоростей его квадрат: 

а его куб: 

(vv)2 = vv - VV = d V j д У к ё.ё., 
v ; Эх Эх " 

У > У > дх, дх, дхк ' ' 

(1.7.8) 

Для транспонированного тензора градиентов скоростей имеем: 

( v p f = ^ г А и ( V P V = « ^ % . 
Эх, Эл̂ . Эл'/(. Эл'л 

Квадраты тензоров скоростей деформаций и вращения также являются 

результатами их скалярных произведений самих на себя: 

S2 ^ i S - i S ^ ^ V K - V K + V K - V K ' + V K 7 ' - V T + V T 7 ' - V T 7 ' ] , (1.7.9) 

Q 2 = Q - Q = - [ V K - V K - V K - V K 7 ' - V К 7 ' • V К + V V ' • V К 7 J. (1.7.10) 

Эти тензоры являются симметричными. 

Для некоторых приложений полезно знать третьи степени этих тензоров. 

Третья степень тензора скоростей деформаций записывается как: 



l b 

'ЪУ} dVk dVs | bVj dVJ dVs | dv, dvk dVs | 

Эх, Эху дхк Эх, дхк дхк Эху dXj дхк 

| dV, dVJ dVs | dVj дУк дУк | dVj dVJ дУк | 

дх^ дхк dxk Эх, dXj dxs Эх, dxk dxs 

| dVl dVk dVk | dVl ^Vj dVk 

дх^ дх^ Эхл. дх^ dxk dxx 

Третья степень тензора вращения: 

- - - g [ V ) 

- v P - ( v k ) 2 + (vk' / ' ) 2 -vk-(vk) 2 -vk / ' + 

(1.7.11) 

(1.7.12) 

Wj dVk dVs ^Vj ^Vj dVs dV, dVk dVs | dV, bVj dVs 

Эх, дх^ дхк Эх, дхк дхк Эху Эху дхк Эху дхк dxk 

_d^dVk_dVL dV^dV^dV^ ЩдУ^дУ^ _ bV^VjbV, 

Эх, дх^ Эхл. Эх, dxk Эхл дх. дх. dxx дх. dxk dxx 

Инварианты тензоров градиентов скоростей, скоростей деформаций и 

вращения определяются выражениями (1.5.3), в которых: 

- - dV - -

дх, 

V } Эх, Эх, 

r r ( V j 7 ) ^ ^ ^ ^ . ( V j 7 . V j 7 ) : V j 7 = ( V j 7 ) 2 : V j 7 ; 
1 ' дх, dxj Эх, 1 I \ I > 



чЦг 

1 > дХ/дхк 

V 1 Эд:,. Эх, dx, V ' 

trS = V-V; 

trS2 = ^ [ V K : V K + V K : V P ] = V K : S ; 

(W)~ +VV-VVT +VVT -VV + (VVT 

trQ = 0; 

1 

" 4 

trQ2=-[VV:VV-VV:VVT]; 

Отсюда инварианты тензора градиентов скоростей: 

I = trVV = V'V\ 

„ л (trW)2-tr(VV)2 
_ 1 

(W-V) -VV\VV 
2 \ 1 \ 1 ~ 2 \ 1 

III = ^tr ( V V)3 - ^ (tr V К) (tr ( V К ) 2 j + 1 (fг V К ) 3 = 

= ^ ( V K ^ V J / - l ( V - J / ) 2 ( V J / : V J / ) + ^ ( V - J / ) 2 : V J / . 

Инварианты остальных тензоров определяются аналогично. 



М о ж н о также показать, что инвариантными также являются следующие вели­

чины: 

2S:S = VV:VV + VV:VV' = ^ - ^ + ^ ^ ; (1.7.13) 
Эх, Э Л . ЭХ, ЭХ, 

7. ЭК ЭК ЭК ЭК 
2 Q : Q = V K : V K - V K : V K 7 = ^ - ^ J - ^ L . (1.7.14) 

Эх, Э Л . ЭХ, ЭХ, 

1.8. М А Т Е Р И А Л Ь Н Ы Е П Р О И З В О Д Н Ы Е В Е К Т О Р О В И Т Е Н З О Р О В 

Известно, что существует два способа исследования движения сплош­

ной среды: 

- метод Лагранжа, согласно которому движение каждой частицы жидкости 

рассматривается отдельно; 

- метод Эйлера, согласно которому рассматривается движение частиц жид­

кости в каждой точке пространства, занятого этой жидкостью. 

Рассмотрим подробно суть каждого из этих методов. 

Движение любого объекта определяется по отношению к некоторой си­

стеме отсчета. В качестве таковой введем некоторую фиксированную в про­

странстве декартову систему к о о р д и н а т х с базисом ё1 (Рис. 1.12). Пусть в мо­

мент времени t=0 жидкий объем занимал некоторую область Qo (отсчетная, 

начальная конфигурация) , а в момент времени t занял область Q (текущая, ак­

туальная конфигурация) . Процесс движения есть непрерывное преобразова­

ние Qo в Q [23; 64]. Каждая материальная частица занимает определенную 

точку рассматриваемой конфигурации. Ее положение единственным образом 

определяется тремя числами xi, Х2, хз, т. е. радиус-вектором г = г ( х , , х 2 , х , ) . 



Рис. 1.12. Движение континуума 

Радиус-вектор рассматриваемой жидкой частицы в момент времени t=0 обо­

значим как R, R = r\ , /? = / ? ( f , , f 2 , f , ) , ^=х\ {). В процессе движения ча­

стица, занимавшая в отсчетной конфигурации положение Ао займет в актуаль­

ной конфигурации положение А. Само движение задается функцией: 

r=r(R,t), (1.8.1) 

которая является обратимой: 

R = R(r,t). (1.8.2) 

А это означает, что если в точке А пространства (с радиус-вектором г ) нахо­

дится материальная частица, то она в основной конфигурации занимала поло­

жение Ао (с радиус-вектором R). Функции r = r(R,t) и R = R(r,t) являются 

однозначными, непрерывными и дифференцируемыми. 

Вектор й определяет перемещение частицы: 

r = R + u. (1.8.3) 

В механике сплошных сред переменные (Л, f) называют материаль­

ными, а ( г , t) - пространственными. Как видно из (1.8.1) и (1.8.2), они связаны 
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между собой. Движение континуума можно описывать или в материальных 

(лагранжевых) , или пространственных (эйлеровых) координатах. Сущность 

подходов Лагранжа и Эйлера заключается в следующем: если необходимо 

знать характер изменения различных величин (скорости, ускорения, темпера­

туры) каждой индивидуальной частицы сплошной среды, то необходимо ис­

пользовать материальную систему координат (подход Лагранжа) , если же 

надо знать эти величины для частиц, проходящих через заданную точку про­

странства, то необходимо использовать пространственную систему координат 

(подход Эйлера) . Иначе говоря, при подходе Лагранжа фиксируется матери­

альная частица, а при подходе Эйлера - точка пространства. Априори трудно 

сказать, какой из подходов целесообразнее. Однако следует заметить, что 

уравнение движения сплошной среды при подходе Эйлера имеет более про­

стой вид, чем в переменных Лагранжа, в то же время краевые условия более 

просты в переменных Лагранжа. В механике твердого деформируемого тела 

чаще всего используют подход Лагранжа, а в механике жидкости - подход Эй­

лера. В тех случаях, когда возможно осуществить линеаризацию задачи (пере­

мещения малы, а граница тела изменяется пренебрежимо мало), оба подхода 

приводят к одним и тем же уравнениям. Переход от переменных Лагранжа к 

переменным Эйлера сводится к р е ш е н и ю системы алгебраических уравнений, 

а обратный переход от переменных Эйлера к переменным Лагранжа связан с 

решением задачи Коши для системы трех обыкновенных дифференциальных 

уравнений [17]. Важно отметить, что при подходе Эйлера базисные векторы в 

рассматриваемой точке не зависят от времени: 

^ - = 0 . (1.8.4) 

dt 

При подходе Лагранжа базисные векторы при движении частицы (за 

счет ее перемещения из одной точки пространства в другую) изменяются, и 

производная от базисного вектора по времени в общем случае не равна нулю. 



Скорость и ускорение материальной частицы определяются через поня­

тие материальной производной. Смысл ее заключается в следующем: зафик­

сируем некоторую движущуюся материальную точку (положим, что 

R = Const) и рассмотрим связанную с ней тензорную физическую величину 

971. Для движущейся частицы величина 971 есть функция времени, производ­

ная по времени (при R = Const) от функции 971 называется материальной (пол­

ной, субстанциональной, индивидуальной) производной по времени данной 

тензорной величины. В переменных Лагранжа эта производная записывается 

следующим образом: 

9Л = — , 9Я = 9 Я ( / Ы . (1.8.5) 
dt х ' 

Если же величина 971 выражена в переменных Эйлера (т. е. 

971 = 971 (r,t) = 971 (х , ( t ) , x 2 ( t ) , x . ( t ) , t ) ) , то при фиксированном R изменение 

функции происходит не только из-за изменения ее в данной точке среды, но и 

вследствие движения среды, т. е. дифференцирование производится по пра­

вилу дифференцирования сложной функции. Таким образом, в эйлеровой си-

d 
стеме отсчета материальной производной является производная — , которая 

dt 

является нелинейным скалярным оператором, состоящим из локальной и кон­

вективной частей: 

dt Э/ 

'щиппын)иа-А щюткодпая 

Это выражение можно получить, рассматривая производную по времени от 

произвольного выражения 97t(x, jy,z , / ) , учитывая , что x,y,z являются функци­

ями времени t. Тогда, по правилу дифференцирования сложной функции, при­

нимая во внимание, что производные координат по времени суть компоненты 

вектора скорости по направлению соответствующих базисных векторов, 

имеем: 
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d ^ , ч джах dmdy dmdz dm 
— Wt(x,y,z,t) = + - + + = 
dt дх dt ду dt dz dt dt 

= M + K M + F M + K M = ( 1 . 8 . 7 ) 
dt л дх ' ду * dz 

dt { v dx ' dy zdz) dt У 1 

r-v 

Таким образом, оператор материальной производной (1.8.6) в декартовой пря­

моугольной системе координат имеет вид: 

d d т / Э т / Э т / Э 
— = — + F — + F — + F — , 
dt dt Л л Эу " 3z 

или в индексной форме записи: 

4 = | + ' 7 < ^ * = U 3 . (1.8.8) 

Этот оператор не меняет ранг тензорной величины, к которой он применяется. 

Для скалярной функции / : 

Э/ ^ dt \ & 

Для вектор-функции результатом применения оператора материальной произ­

водной будет векторная величина, например, для вектора скорости: 

dv dv / - ^ v - L a L f T , a^V ,101m 
— = — + "V = — L e l . + F, Fe,. = — L + F — ^ k . (1.8.10) 
Л Э/ 1 ; dt 1 [kdxJ 1 1 [dt kdxJ 1 V ' 

dV 
В обычной форме записи формулу для можно представить в таком виде: 

dt 

^L=^j^j+^lk+(v.w)vJ + (v- v) vj + (v • v) v.k. 
dt dt dt dt K ' ' y ) ' J \ ) < 

вектор копеек 

R d 

В некоторых моделях течения жидкости приходится применять оператор — 
dt 

к тензорной функции, ранг которой равен двум. Это характерно для моделей 



переноса рейнольдсовых напряжений (см. Главу 5). Для произвольного тен­

зора А имеем: 

dA ЪА 

dt dt 

или, в развернутом виде: 

-JL+Vb-^fiQej, (1.8.11) 
dt dx, 1 

d^ 

dt ' 

(dA dA dA dA , 

dt dxx ~ dx2 dx, 1 

n - d 

При применении производной — , содержащей локальную и конвективную 

dt 

части, к физическим величинам, являющимися скалярными и векторными, не 

нарушается фундаментальный принцип механики - принцип материальной 

объективности [5; 64]. Однако, если физическая величина является тензором 

2-го ранга, то при использовании этого оператора данный принцип уже не вы­

полняется. Поэтому структуру материальной производной приходится моди­

фицировать - в ней кроме локальной и конвективной появляется еще и враща­

тельная часть. Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

Согласно принципу материальной объективности, уравнения и соотно­

шения, описывающие поведение сплошной среды, не зависят от выбора 

наблюдателя, от выбранной системы отсчета. Математическая формулировка 

уравнений, касающихся поведения жидкости, не должна зависеть от измене­

ния системы отсчета, быть нейтральной к выбору системы отсчета. Принцип 

материальной объективности выполняется, когда тензоры, фигурирующие в 

рассматриваемом уравнении или соотношении, нейтральны относительно по­

воротов. Проверить это можно, применяя к ним ортогональный тензор О (тен­

зор поворота, О1 - 0~], О1 Q-QQ1 - Е), зависящий в общем случае от вре­

мени t, Q-Q{t). Тензор О поворачивает все пространство на некоторый 

угол вокруг фиксированной оси. Действие этого тензора на вектор, проиллю­

стрировано на Рис. 1.13, где показан поворот радиус-вектора г относительно 



оси, характеризуемой радиус-вектором г.., проходящим через точку С , явля­

ющуюся точкой пересечения оси вращения с плоскостью, перпендикулярной 

этой оси и проходящей через конец г - точку А . В результате поворота воз­

никает вектор г ' , г' = rc +СВ, где СВ - вектор, полученный в результате по­

ворота вектора СА в плоскости, перпендикулярной оси вращения. Очевидно, 

что 

r=rc+[r-rc\Q. (1.8.12) 

Рис. 1.13. Действие ортогонального тензора О на радиус-вектор г 

и на произвольный вектор 

Условимся в дальнейшем помечать векторные и тензорные величины после 

поворота штрихами. Поскольку базисные векторы можно вычислять как: 

(1.8.13) 

то применяя оператор д/дхч к выражению (1.8.12), можно получить: 



да. 

или 

e\ = erQ = Q* -гг (1.8.14) 

Тем самым тензор О поворачивает векторы базиса. Если подействовать пово­

ротом на произвольный вектор а, который в выбранном базисе {*?,} можно 

представить как а = я Д , то в результате получается вектор а - а-О, причем 

в компонентной форме 

а-О-aiei • О = <7,е'. 

Видно, что вектор а повернулся вместе с векторами базиса, при этом компо­

ненты вектора а не изменились (Рис. 1.136). 

Для того чтобы определить тензор А , получающийся в результате воз­

действия О на тензор А , рассмотрим определение тензора как оператора, пе­

реводящего векторы в векторы 

а-А = Е. 

Умножая равенства а' — а О и b' -b О на. О7 справа, можно получить 

a Q1 =a, b'-Qr =Ь. 

Подстановка полученных выражений для а и b в определение тензора дает: 

а -О1 A^b'Q1 

или, после умножения на О справа: 

b' = a'-(Q7 AQ) = a • А'. 

Тензор А есть образ тензора А после поворота: 

A' = Qr -A-Q (1.8.15) 

В литературе тензоры, которые преобразуются согласно последнему соотно­

шению, называются нейтральными [5] . Если тензор В не нейтрален, то 

В^ФО1 ВО. Д Л Я нейтрального тензора А, который в выбранном базисе 



можно представить, например, в виде, А - Ai]eie], после поворота будет иметь 

место следующее представление в компонентной форме: 

A' = Q' - А • Q = Q1 • Ауё^ • Q = AyQ7' • ё1ё1 • Q = Ац (ё, • Q){ej • Q) = А^ё]. 

Отсюда видно, что базис поворачивается, а компоненты не изменяются. Про­

верка нейтральности тензора относительно поворотов заключается в проверке 

выполнения равенства (1.8.15). При этом полезно иметь в виду следующие 

очевидные равенства: 

{dx-d2)T = dI-£; 

{drd2- A, )' = {d2' А,)' • 4 ' = di • А2 • d[; 

de'i d ( - _ ч de.t ^ dQ 

dt dtK ' ^ } dt - ' dt 

Для примера, проверим нейтральность относительно поворотов тензора 

скоростей деформаций S ( симметричной части тензора градиентов скоростей 

V F ) . 

Поскольку 

то с учетом (1.8.14): 

(w) ' . (« . ) '®^. (g ' .« . )®i(?-g)= 

= о7 vvo+o7 . 
- - dt 

Аналогичным образом можно получить 



4U-

-/ r — dOT 

( V F ) =Q> .vV.Q + ^ - . Q . 

Тогда 

( , дО дО1 л 

1 о' • — + — о 
^ dt dt ^ 

^ ( V K ) + ( ^ ) J = 

= C / - S - 0 + - — £ = 0 7 ' -S-0, 
- " - 2dt~ - " -

т. е. тензор 5 действительно нейтрален. 

Теперь проверим нейтральность относительно поворотов антисиммет­

ричной части тензора градиентов скоростей - тензора Q (спина), для кото­

рого: Q = ^(W-KV 7 ' ) , Q' = i ^ ( V K ) ' - ( K V 7 " 

Пользуясь результатами предыдущего примера, можно получить: 

<у = V . ( v K - K V 7 ) - g + V ^ - ^ Q -
dt 2 dt ^ 

--Q' Q.O + 

Следовательно, спин не является нейтральным. 

Выражение для Q можно преобразовать, учитывая , что 

dE Э / у х Э(9У дО dO1 ,. dO 
^ = 0; — (О1 О ) = - ^ . 0 + 0' • — - 0 ; ^ 0 = - 0 7 • — 

Тогда 

, , , dO 
Q = О' QO + 0 • — . 



4 ^ 

Пусть симметричный тензор второго ранга А является нейтральным от­

носительно поворотов (А' = 07 А О), проверим нейтральность симметрич­

ного тензора В, содержащего спин Q: 

И = А П + (АП)1 . 

После воздействия ортогонального тензора О на тензор В можно получить: 

& = {d-QJ+ ({d-Q)T) =-Q'A' + A'Q'. 

Используя результат предыдущего примера, дальнейшие преобразования 

можно выполнить так: 

# ' = - [ V Q g + g 7 '~oj]'^ d-Q + 

Y dO , , , , , dO 
~Q '-fr'Q 'd'Q + Q d Q Q O g + g 7 AQQ1 = 

-/• , ч r (dO dO 7 Л 
= 0' • (-AQ. + AQ.)0 + 0I • — O' A + A - ^ O' \-0 = 

- v - - {dt ~ ~ ~ dt ~ ) ~ 

., ( dO dO 
= 0' В O + O \ A-^-O' — - o ' A \-o. 

- - ^ dt - dt - J ~ 

В этих выкладках использовано тождество 

Q1 Q = QQ' = £• 

а также следующее из него соотношение для произвольного тензора И: 

H = H-E = E-H = H-Qr •Q = Qr - Q-H. 

Второе слагаемое полученного выражения для & показывает, что этот тензор 

В не является нейтральным. 

Наконец, проверим нейтральность конвективной производной симмет­

ричного тензора второго ранга А , заданной следующим образом: 

L = (V-V)A, 



где V - вектор скорости. Очевидно: 

Э -1 ~*1 = к±„т 
Эх ' Эх, 

дО1 ... дА 7. Э<? 
Эх, - - Эх, - - Эх, 

Эх _ - Эх - Эх, -

dt dx, 

do 
AO + O ' A ^ + O'LO--

do' dO , 

- dt dt ~ = QT-

= Qr'L-Q + Qr 

•0 + 01 LO = 

( do1 , do 7 Л 

dt ^ - - dt ^ Q. 

Последнее слагаемое показывает, что тензор L не является нейтральным. 

Проверка нейтральности тензоров В и L позволяет сделать важные за­

ключения относительно материальной производной тензора второго ранга. 

В эйлеровой системе отсчета оператор = + (у • V ) , примененный к тен-

неитральна Щ=о'М.0 

dt J ~ dt ~ 

dt 
зору A = A(r,t) дает тензор -^ + (v-V^A, локальная часть которого 

dt 

а конвективная, как показано в примере 

выше, таковой не является. 

Для того чтобы материальная производная тензора второго ранга А да­

вала бы тензор, нейтральный относительно поворотов, необходимо добавку в 

тензоре ( К - У ) л , вызванную поворотом, как-то компенсировать . Это можно 



сделать, например, за счет тензора В = А • Q + (А • Q)7, рассмотренного ранее. 

Тогда материальная производная тензора второго ранга А , которая обознача­

ется как , будет иметь вид: 

^ = ̂  + {P-V)A-{A.Q + {A.Q)T). (1.8.16) 

В литературе эта производная называется производной Яуманна [53]. Первое 

слагаемое в этом выражении локальной частью, второе - конвективной, а тре­

тье - вращательной. Используя результаты приведенных ранее примеров, 

можно убедиться, что этот тензор является нейтральным: 

Dt) = Dt -

Заметим, что если тензор второго ранга определять не как а • А — Ь , а как 

А-а = Ь ,то материальная производная тензора А принимает вид: 

М = | + ( K . v ) , + ( , . o + ( . . o ) ' ) . 

Не нейтральную добавку в тензоре [у-V^A можно компенсировать и 

другими способами. Тогда вращательная часть материальной производной бу­

дет отличаться от яуманновского вида. Можно показать, что помимо произ­

водной Яуманна в качестве вращательной части для произвольного тензора 

второго ранга А могут быть использованы следующие выражения: 

VV-A + A-(VV)', 

^•vk + (vk) 7 - А, 

VV-A + A-(VV)' +(trVV)A, 

и ряд других [56; 64]. Первое из них, использованное в качестве вращательной 

части материальной производной приводит к так называемой производной Ол-

дройда, второе - к производной Ривлина, третье - к производной Трусделла. 



В настоящее время вопрос о том, какую производную целесообразнее исполь­

зовать при построении реологических уравнений, является неясным. Наиболее 

популярной является все же производная Яуманна [53; 60]. 

Материальная производная Ривлина записывается следующим образом: 

^ ^ + f r v U + ^ V K + ( ^ V K ) / . (1.8.17) 

Видно, что производная Ривлина отличается от производной Яуманна добав­

кой А • S + (А • S)' , которая является нейтральной и не играет роли при исправ-

d 
лении не нейтральности — . 

Вращательная производная симметричного тензора также является сим­

метричным тензором. Для примера рассмотрим вращательную производную 

тензора скоростей деформаций: 

=^ [v k 7 ' - vk -vk -vk 7 ' ] . 

Таким образом, получился симметричный тензор второго ранга. 

Все виды вращательных производных можно записать в более общем 

виде по предложению Манделя [5] : 

я, (trVV)A + a2A-VV + aS/V • А + a4VV(trA), 

где <з,,...,<з4 - константы. Выбирая разные значения этих констант, можно по­

лучить указанные выше формы вращательных производных. 

Анализируя различные формы вращательных производных, можно за­

метить, что в них содержится, так или иначе тензор поворотов (спин) Q, ко­

торый, будучи скалярно умножен на тензор А , к которому применяют опера­

тор материальной производной, дает необходимую компенсационную добавку 

для конвективной части производной тензора. 



Изложенное выше показывает, что вид материальной производной зави­

сит от ранга тензора, к которому она применяется. Для скалярных и векторных 

величин материальная производная содержит локальную и конвективную ча­

сти, а для тензоров второго ранга к ним еще добавляется и вращательная часть. 



Г Л А В А 2 . У Р А В Н Е Н И Я Н Е Р А З Р Ы В Н О С Т И , Д В И Ж Е Н И Я , Э Н Е Р Г И И , 

Д И Ф Ф У З И И 

2.1. Ф О Р М У Л А И.С. Г Р О М Е К И И Д Р У Г И Е С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Е С НЕЙ 

С О О Т Н О Ш Е Н И Я 

В руководствах по гидродинамике [27; 33] приводятся различного рода 

доказательства формулы И.С. Громеки 

( j / . V ) j / = V ^ - K x ( V x j 7 ) . (2.1.1) 

Однако возможно еще одно доказательство этой формулы. Поскольку 

V V - —Lejej, то умножение этого тензора на вектор скорости V справа дает: 

V T 7 • V = ̂ е 1 ё 1 • Укек =(ёгек)^Укёк = 
дх, 7 v 7 к,дх, 

(2.1.2) 

Jk дх(

 к к 7 дх(

 к { 1 

т. е. получаем вектор конвективного ускорения жидкой частицы. Далее выпол­

ним с л е д у ю щ у ю цепочку преобразований: 

( K . V ) K = V K 7 ' - K = - ( V K - V K 7 ' ) - K + V K - K . (2.1.3) 

Второе слагаемое в правой части можно здесь представить в виде градиента: 

дУ. 0 дУ 

дх, ' 7 к к Jk дх, к ' 

дУ. 1 дУ.У. 1 ^ ^ 
= У.—Le =-^-J-e. = — V K . 

(2.1.4) 

7 дх, ' 2 дх, ' 2 

Первое же слагаемое в правой части (2.1.2) можно записать так: 

( V F - V F y ) - F = F x ( V x F ) . (2.1.5) 

Докажем это равенство. Левая часть его: 



Эх Эх, Эх, Эх, 
е = V 

Эх, Эх, 
е, (2.1.6) 

Правая часть равенства (2.1.5) также есть вектор: 

( Э К ^ dV, 
(2.1.7) 

Покажем, что выражения (2.1.6) и (2.1.7) эквивалентны. Для этого сравним 

компоненты этих векторов. В проекции на ось X выражение (2.1.6) дает (по­

лагаем / = 1): 

Э ^ _ Э ^ 

Эх дх, {Эх, Эх, J ^ Эх, Эх2 

ЭК дУх 

v дхл дх. 

дхл дх2 

(dv1_dvi 

дх. Эх J' 

а выражение (2.1.7) в проекции на эту же ось (полагаем / = 1) дает: 

ЭК ЭК ЭК 

„(эк эк, ) (ъух э к ) 
1 dx, дх2 ) 1 d x ох, ) 

= K i ! » i - ! » i i - K ЭК, ЭК 

Э.Х, Э.х2 J 1 [ дх, дхл 

Видно, что проекции на ось х выражений (2.1.6) и (2.1.7) совпадают. Анало­

гичное совпадение имеет место и в отношении проекций на оси у и z. 

Таким образом, соотношение (2.1.3) с учетом равенств (2.1.4) и (2.1.5) 

принимает вид: 

( K - V ) K = V - y - K x ( V x K ) 

а это и есть формула И.С. Громеки (2.1.1). 

При доказательстве были получены некоторые полезные формулы. В 

частности, из соотношения (2.1.5) следует, что 



2Q-V = Vx(VxV). (2.1.8) 

С п о м о щ ь ю формулы И.С. Громеки можно получить и такую формулу: 

V-S = ^VV2~Vx(yxV). (2.1.9) 

Действительно, так как V V = S + Q., 

К . S = К • V К - К • Q = (К • V ) К + Q • К = V - ^ - - К х (Vх К) + ^-К х(Vх К) 

2 2 V ) 

М о ж н о привести еще одно, простейшее, доказательство формулы Гро­

меки. Учитывая , что по определению [33] вихрь скорости (D=—VxV, выпол­

ним с л е д у ю щ у ю цепочку преобразований: 

F x ( V x F ) = Vxlcb-2(V2ax - V,co2)ex + 2{V\a\ - V\ax)e2 + 2{V\co2 - V2o\)e, 

Компонента при базисном векторе е1 может быть преобразована дальше сле­

д у ю щ и м образом: 

2{V1co, - V.co,) = К, —~- - V, — - - К — - + К — = 
" Эх, " Эх2

 1 Эх, 1 Эх, 

= 1 Э ^ + 1 Э ^ _ И ^ _ Э^ + 1 Э ^ = 

2 Эх, 2 Эх, " Эх, 1 Эх, Эх, 2 Эх, 

1 ЭК 2 

2 Эх, 
-{v.v)vv 

Аналогичным образом получаем компоненты и при других базисных векто­

рах. В итоге имеем: 

2 Эх, 1 2 Эх2 " 2 Эх, 1 ; 1 1 1 / - - V / 

Тем самым и таким способом формула Громеки доказана. 



Формула для конвективного ускорения с учетом выражения (2.1.8) мо­

жет быть записана в виде: 

( K - V ) K = V - y - 2 Q - K , (2.1.10) 

что является модификацией формулы Громеко. Кроме того, может оказаться 

полезной следующая формула: 

( F . V ) F = V - ( F ® F ) - F ( V - F ) . (2.1.11) 

Из сравнения правых и левых частей двух последних выражений также сле­

дует: 

V - ( K ® K ) - K ( V - K ) = V - y - 2 Q - K . (2.1.12) 

С формулой И.С. Громеки связано еще несколько полезных формул. 

В частности, лапласиан скорости можно представить в виде: 

A F = V ( V - F ) - V X ( V X F ) , (2.1.13) 

или, применяя другие устоявшиеся в литературе, обозначения: 

АР -giaddivV -wtiotV д о к а ж е м Э Т у формулу, выполняя выкладки для 

rot rotV: 

_ Ъ1У] _ _ Ъ1У] _ Ъ1У] _ Ъ1У] 

~ -\ -\ £skj£lisei ~ ^ ^ £skj£\ise\ + -ч -ч £skj£2ise2 -ч -ч £skj£?,ise:-,' 
ОХрХк OX/OXf. OXjOXf. OXjOXf. 

Распишем подробнее компоненты этого вектора, стоящие при базисных век­

торах. При базисном векторе ej выражение имеет вид: 

д2У, д1У1 д1У1 д% Э 2 К д2У 

дХ/dXf. *kj 1/Л дх2дхк 'kj дх, Uj дх2дхл Эх,Эх, дх,дхл 

Эх { дх. Эх, Эх ) дх: дх; дх: дх, v ' 



Аналогичные выкладки можно выполнить и для компонент при базисных век­

торах ё2 и е , . В итоге имеем: 

V x ( V x J / ) = Э ( V - J / ) - A J / 
Эх дх 

дх. 
( V - J / ) - A K e , = V ( V - K ) - A K . 

Таким образом, исходная формула ( 2 . 1 . 1 3 ) доказана. 

2.2. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е О П Е Р А Т О Р Ы Д Л Я П О Л Я С К О Р О С Т Е Й 

Как известно, при использовании эйлерового подхода к описанию дви­

жения жидкости появляется дополнительная компонента ускорения, обуслов­

ленная изменением пространственной конфигурации течения - конвективное 

ускорение (V • VJ V. Его можно записать как результат применения скалярного 

дифференциального оператора (V • VJ к вектору V, или, что то же самое, как 

результат скалярного произведения вектора скорости на тензор скоростей де­

формаций: 

h/.^\j/ = j / . ^ j / = V ^ e ^ ( 2 . 2 . 1 ) 
v ' dx/ 

Для транспонированного тензора такое произведение дает: 

.,. - J/2 dV 
V-VV' = V — = V.—^e.. ( 2 . 2 . 2 ) 

2 1 дх, ' К } 

Конвективное ускорение можно записать также в виде: 

( / / • V ) k = V - ( K ( x ) K ) - ( V - K ) k . ( 2 . 2 . 3 ) 

Дивергенция тензора скоростей деформаций может быть представлена в 

виде: 



V - 5 = ^ A K + | v ( V - K ) . (2.2.4) 

Учитывая известную формулу [26] 

A /7 = V ( V - K ) - V X V X K , ( 2 . 2 . 5 ) 

это выражение можно записать и по-другому: 

V - S = ^ V ( V - K ) - i v x V x K + i ^ ( 2 2 6 ) 

Отсюда следует еще одна формула для rot^rotV^j: 

V x V x K = 2 V ( V - K ) - 2 V - S . (2.2.7) 

Для градиентов скоростей можно записать еще два полезных соотноше­

ния: 

VV:VVT = A ^ - y j - K - V K , (2.2.8) 

J / - [ V - ( V K + V J / 7 ' ) ] = A - y - V K : V J / 7 + ( j / - V ) ( V - J / ) . (2.2.9) 

Для поля скоростей V(r,t) кроме скалярного дифференциального опе­

ратора первого порядка ( K - V J , который дает конвективную производную, 

можно использовать и векторный дифференциальный оператор ( K x V J . В 

компонентном виде его можно представить в следующем виде, используя по­

нятие тензора Леви-Чивита согласно (1.4.11): 

V х V =V, в, х в, ^ - = eA,V, (2.2.10) 

или, подробнее, в обычной форме записи для декартовой прямоугольной си­

стемы координат, получаем вектор с компонентами: 

v*-v*\ (v*--v*-\ (v*--v± 
ydz -ду) \ гдх "dz) \ by ydx 



по осям x,ynz соответственно. 

Если применить оператор ( K x V J к скалярной функции f , то получа-

( K x V J / , которая является вектором: 

'дх 'dz, 

ется величина I 

к . ( 2 . 2 . 1 1 ) 
3z Zdy) \ : д х Xdl)J {Хду Удху 

Оператор ( ^ x V j , примененный к вектору, дает тензор второго ранга. 

Так, для поля скоростей имеем: 

ЭК. (VxV)v = eti/,-^ek®et ( 2 . 2 . 1 2 ) 

Матрица компонент этого тензора имеет вид: 

У ^ 
' dz 

v эи« У ^ 
' dz 

— у 

v av> 
1 дх 

v ъу* 
' дх 

ЭК 
V 

' dz 

Э К Л 
у э , / -

ЭК 
V 

' dz к 
2 J 

— // 
' dz 

ЭК Э К Л 
-у — 

А * J 
V 

1 dx 

Э К Л 
-у — 

А * J 1 2 Эх 

ЭК. 
к — -

Э К Л 
- К — 

• Эх J ' dx 

Нетрудно заметить, что след этого несимметричного тензора: 

/ г [ ( К х У ) к ] = 2К-<2>, ( 2 . 2 . 1 3 ) 

1, 
где V x K - вихрь скорости. Тот же самый результат дают смешанные 

скалярно-векторные произведения: 

K - ( V X K ) = ( K X V ) - K = 2 K - ^ . 

Действительно: 

( 2 . 2 . 1 4 ) 



ЭК 

dV dV dV dV dV dV 
- K, — 1 - К — 1 + К, — ^ - V] — - 1 + J/ — ^ - K, — = 

~ Эх Эх2 Эх, Эх dx2 ~ Эх, 

^ Эх, Эх J ~ ^ Эх, Эх, J ' ^ Эх, Эх2 J 

Здесь при выполнении выкладок учтено, что ненулевыми компонентами тен­

зора Леви-Чивита могут быть только те, у которых индексы имеют разные зна­

чения и среди них не должно быть одинаковых. 

Тензорным дифференциальным оператором второго порядка является 

произведение V(8>V, т. е. W . В компонентном виде: 

(2.2.15) 

Матрица компонент этого симметричного тензора имеет вид: 

JL JL? 
дх2 дхду dxdz 

э 2 э 2 э 2 

дхду ду2 dydz 

э 2 э 2 э 2 

[dxdz dydz dz2

 j 

Оператор Лапласа - скалярный дифференциальный оператор второго 

порядка - есть след этого тензора: 

A = frV<8>V (2.2.16) 

Для двух векторов а и Ъ их скалярное и векторное произведения могут 

быть записаны в тензорном виде через диаду а ® Ъ. В компонентном виде 

диада а®Ь имеет вид: 



a ® b = ab е, ® е. (2.2.17) 

со следующей матрицей компонент, которая является несимметричной: 

' арх ар2 ар3

л 

a2bx a2b2 а2Ь3 

кафх аф2 a3b3J 

Видно, что след этой диады есть скалярное произведение векторов: 

a-b=tr(a®b) = (a®b):E, (2.2.18) 

что вытекает также из следующей цепочки преобразований: 

tr{d ®b^ = [a ®iy. Е = a]bje^e] : Sksekes = ар}8кх [е} • ек)(ё1. • es) = 

= а,Ь;5кх5;к5,х = = ajbj - a b. 

Векторное произведение двух векторов а и b с п о м о щ ь ю тензора Леви-

Чивита согласно выражению (1.4.10) можно представить в виде: 

axb = (a®b)' ~{a®b) :('е), 

иначе говоря, 

axb ^~j[b ®a-a®by.3£, 

Действительно, левая часть этого равенства: 

= (а2Ь^ - ар2) i + (ди&, - ) j + (ар2 - a2bx )к • 

(2.2.19) 

axb -
i J * 
ал а2 

Ь\ Ь2 Ь> 

а правая 

1 (/> ® а - а ® b): ( = •^(biai - ajbj ^eiej: £ktseke,es = 

= \ { b ' a j ~ a ' b . , ) S A € i J s = \ { b , a , ~ a i b j ) £ j J * = 

= {{b>aj ~ a ' b j )£j^\ + \{b>a, ~ a'b, )£.»2ё2 + \ { b ' a , ~ a > b , ) £ . , ^ 



Проекция этого вектора на ось л имеет вид: 

= -г\Ьм2 -аф2)-^(Ь2а, -а2Ы) = (Ьм2 -аф2), 

т. е. правая и левая части совпадают с проекцией произведения axb на эту 

ось. Аналогичным образом можно увидеть совпадение и для других двух про­

екций. Тем самым следует, что векторное произведение двух векторов есть 

двойное скалярное произведение антисимметричной части соответствующей 

диады, взятой с обратным знаком, на тензор Леви-Чивита . 

Нетрудно убедиться в справедливости и таких равенств для векторного 

произведения векторов: 

axb = -я 

axb=(?£):^(a®b-b®a) (2.2.20) 

axb = ( : , £ ) : ( я ®/?) 

Поскольку для скалярных произведений вектора и тензора справедливы 

соотношения: 

а• А-А' а; А-а = а• А* , 

что следует из определения операции транспонирования, то очевидно: 

a(b ® с ) = (/3 ®с)' a = (c®b)a . 

Таким образом, перестановка местами в скалярном произведении век­

тора и тензора приводит к появлению у тензора символа транспонирования. 

Рассмотрим теперь градиент скалярного произведения двух векторных 

функций а и b : 

€7/ д да дЬ 
\ [a b)- ек a b = ек —Lb + ек — - я . = 

' дхк ' дхк ' дхк 

да дЬ ... 
= bi—^ek+a.—^ek=b-Va' +a-Vb'. 

дх. ' дх. 



-да-
Отсюда следует формула: 

V(a-b) = a-W +b-Va' =Vb-a + Va-b. (2.2.21) 

Применяя эту формулу к скалярной величине К 2 , присутствующей во многих 

соотношениях гидродинамики, получаем: 

I V V2 = V • V V' = V V • V . (2.2.22) 

Оператор конвективной производной, примененный к скалярным и век­

торным функциям, позволяет переходить к дивергентной форме записи таких 

производных: 

(V-V)f = V-(fV)-f(V-V), (2.2.23) 

i^V.V)v = V-[v®v)-V[V-V). (2.2.24) 

Скалярное произведение вектора на тензор Леви-Чивита: 

- • ( ' £ ) 

дает антисимметричный тензор второго ранга. В компонентном виде это: 

а • ( ' f ) = акек • £sijel>£. = akSks£suejei = ak£kije^e j . 

Матрица компонент этого тензора: 

' 0 а3 -а^ 

-а3 О а] . 

ч а2 -ах О , 

Тот же самый результат, но с обратным знаком, дает векторное произве­

дение: 

ах Е-a^jeiej. 

Таким образом: 

ахЕ = -а-(*£_). (2.2.25) 

Для антисимметричного тензора ) • V / его матрица компонент имеет 

вид: 



f 
0 

дх, 
э / 
Эх, 

э / 
Эх3 

0 
Эх, 

дх, 
. К . 

Эх, 
0 

Другие полезные формулы [33]: 

V' -<pa = (fN -a + a-V(р\ 

V-(axb) = b-(Vxa)-a-(Vxb); 

V x ( a x £ ) = ( £ x V ) a + ( a - V ) £ + aV -b+bV -a; 

V-V<p = A<p; 

V . ( V •a) = Aa+Vx(Vxa); 

W = E. 

Рассмотрим теперь единичный тензор Е и другие, связанные с ним, тен­

зоры второго ранга. Как известно, единичный тензор E-8jJ€j ®ej (тензорная 

единица) - тензор второго ранга - в декартовом прямоугольном базисе содер­

жит в матрице компонент единицы, расположенные на главной диагонали: 

' 1 О 0 Л 

Е„= О 1 О 

v° 0 К 

Этот тензор играет важную роль в тензорной алгебре - с его п о м о щ ь ю вычис­

ляют след тензора второго ранга, скалярное умножение тензора любого ранга 

на тензор Е не меняет исходный тензор. Тензорная поверхность единичного 

тензора представляет собой сферу единичного радиуса. Любой шаровой тен­

зор, характеризующий ту или иную физическую величину, записывается через 



i ^ -

re н зор Е. Так, тензор напряжений идеальной жидкости представляют в виде: 

о - -рЕ, где р - давление. 

При записи физических соотношений иногда желательно иметь такой 

тензор второго ранга, у которого была бы л и ш ь одна ненулевая компонента, 

расположенная к тому же не только на диагонали. Это нетрудно осуществить, 

используя определение дельты Кронекера. Например, тензоры 8Vl8Xje£r 

8Х{8г<>£р [8Х]+S2j+ имеют следующие матрицы компонент: 

' 1 О (Л (0 0 0^ (о о о" 
О О О , О О О , 1 1 1 

vo о oj l̂ o 1 oj [о о о у 

соответственно. 

2.3. У Р А В Н Е Н И Е Н Е Р А З Р Ы В Н О С Т И 

Уравнение неразрывности представляет собой закон сохранения массы, 

и является скалярным уравнением, связывающим плотность р и скорость V 

частиц жидкости: 

^ + (V-V)p + pV-V = 0. (2.3.1) 

Это уравнение может быть записано еще в двух (эквивалентной (2.3.1)) фор­

мах [27; 33]: 

^ + / ? V F = 0, (2.3.2) 
dt 

^ + V p F = 0 . (2.3.3) 
dt 

Для несжимаемой жидкости уравнение неразрывности упрощается: 

V F = 0. (2.3.4) 

Применим к уравнению неразрывности (2.3.1) оператор градиента: 



После несложных преобразований можно получить векторное уравнение: 

— Vp + Vp-VV7 + V-VVp + (V-V)Vp + pV(V-V) = 0, (2.3.5) 
dt v / v / 

которое может быть записано в более компактном виде: 

d_ 

dt 

или, в несколько другой форме 

d_ 

dt 

Vp + V V • Vp + (V • v) Vp + pV[ V • V) = 0. 

рме: 

Vp + VV-Vp + V(pV-K) = 0 . 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

Эти выражения содержат градиент дивергенции вектора V, который со­

гласно формуле (2.2.5) равен: 

V ( V - K ) = A K + V x V x K 

Для несжимаемой жидкости левая часть этого соотношения равна нулю, от­

куда для ротора вектора скорости этой жидкости: 

V x V x F = - A F . (2.3.8) 

Для сжимаемой жидкости согласно формуле (2.3.7) в правой части этого вы­

ражения появляются дополнительные слагаемые: 

V x V x K = - ~ \ d ~ 1 V K -
AV + -—Vp + -VV-Vp + ± }-S/p 

p dt p p 

Уравнению неразрывности можно придать тензорный вид: 

(2.3.9) 

(2.3.10) 
3 ^ dt 

Возникающий при этом тензор VpV можно представить в следующем виде 



ш 

' ? э г 1 ( 2 3 Л 1 ) 

-fVj+p-± ekej=Vp®V + pVV9 

дхк дхк] 

Таким образом, уравнение неразрывности можно записать в такой 

форме: 

^ + tr\Vp®V + pVvl = 0. (2.3.12) 

dt L J 

В заключение заметим, что конвективную производную плотности и 

давления (как и любой скалярной величины) можно представить в виде: 

(V-V)p = tr(v®Vp), (V-V)p = tr(v®Vp), 

т. е. конвективная производная равна следу соответствующего тензора. 

Кроме того, для дивергенции произведения скалярной и векторной 

функций имеет место следующее соотношение: 

V-pV = (Vp®V + /WV):E. 

2.4. У Р А В Н Е Н И Я Д В И Ж Е Н И Я Ж И Д К О С Т И С П О С Т О Я Н Н Ы М И И 

П Е Р Е М Е Н Н Ы М И Ф И З И Ч Е С К И М И С В О Й С Т В А М И 

Уравнение движения жидкости в напряжениях [38; 53; 56] имеет вид: 

pEL = V.a + pf, (2.4.1) 
at 

где / - вектор интенсивности массовых сил, V - c j — дивергенция тензора 

напряжений а. Для несжимаемой вязкой жидкости тензор а согласно закону 

вязкого трения Ньютона записывается в виде: 

q = -pE + 2juS9 (2.4.2) 

где р - давление, р - динамическая вязкость жидкости, S - тензор скоростей 

деформаций, определяемый согласно формуле (1.7.3). Поскольку V K = 0, 

дивергенция тензора напряжений а при рФ const, записывается как: 



V-a = -Vp + Vp-2S + 2p¥-S = -Vp + Vp-2S + pAV. (2.4.3) 

Тогда уравнение движения несжимаемой жидкости - уравнение Навье-

Стокса - при ц Ф const принимает вид: 

dV - -
р— = -V/7 + pAV + Vp-2S + pf, (2.4.4) 

dt 

Добавочное слагаемое V/U-2S связано с изменением динамической вязкости. 

В компонентной форме, в декартовой прямоугольной системе координат это 

уравнение имеет вид: 

dVt dp д г , Э / / | Э К ЭК 
р—- = — — + //A Vi + — —J- + —-

dt дх, дх, дх, дх, 

Для сжимаемой жидкости с переменной вязкостью уравнение будет со­

держать слагаемое с дивергенцией V • К, которая в этом случае не будет равна 

нулю. Реологическое соотношение при учете сжимаемости имеет вид [41]: 

о = -РК ~ | / / ( V • V) Е + 2pS, (2.4.5) 

или, обозначая скалярную величину при единичном тензоре как: 

p + lfi(V-P) = p', (2.4.6) 

это соотношение можно записать в виде: 

a=-p'E + 2juS. (2.4.7) 

Дивергенция этого тензора при р Ф const: 

V • а = - Vp + Vp • 2S + рА V + pV ( V • V). 

и в итоге уравнение движения сжимаемой жидкости с переменной вязкостью 

принимает вид: 

р^- = - V / / + pAV + / / V ( V • V) + V / / • 2S + pf (2.4.8) 

или, в компонентном виде: 



—'- + V.— 
dt 'дх, dx, ох, 

(дл 

1 д х и 

дм 
дх, Эх, Эх, 

Учет переменности вязкости особенно важен при описании турбулент­

ных течений с использованием гипотезы Буссинеска с турбулентной вязко­

стью Ц. 

Применим операцию дивергенции к уравнению Навье-Стокса для сжи­

маемой жидкости с переменной вязкостью, уравнение движения которой 

(2.4.8) можно записать в следующем виде, представляя ускорение жидкой ча­

стицы как сумму локального и конвективного слагаемых: 

p ^ + p(V-V)v = - V / / + рА V + / /V (V • V) + V / / • 2S + pf . 

Будем последовательно применять операцию ( V - j к каждому векторному сла­

гаемому этого уравнения, получая тем самым соответствующие скалярные вы­

ражения: 

V р [ У -V)y = V р -[(У - V ) j / ] + рУУ :УУ + p(V -У)(У -V); 

v . ( - V ) = - V ; 
V • рА V = Vp • A V + / / A ( V • У); 

V - / / V ( V - K ) = V / / - V ( V - K ) + / / A ( V - K ) ; 

V • ( V / / • 25) = V V / / : V V + V / / • V ( V • K) + V V / / : V T 7 + V / / • A V. 

Если массовая сила характеризует поле сил тяжести, то она имеет потен­

циал / = -VU , U = gz , где z - вертикальная координата. Тогда: 

Vpf = Vpf + pVf = VpVU + pAU. 

Поскольку потенциальная функция U линейна, то её лапласиан равен нулю, в 

результате чего: 



V pf = -Vp-VU. 

В итоге результат применения операции дивергенции к уравнению На-

вье-Стокса при ц Ф const дает скалярное уравнение: 

+2/ /Д( V • V) + V V : 2/uS - Vp • VU 

Если жидкость несжимаема, то это выражение дает: 

/ 7 V K : V K = - 4 p + V - 2 / / A K + V V : 2 / / 5 , (2.4.10) 

а если к тому же p=const, то 

pVV\VV = -bp. (2.4.11) 

Рассмотрим теперь общий случай движения жидкости с учетом сжимае­

мости. Для течений несжимаемой жидкости система уравнений состоит из 

уравнений Навье-Стокса и неразрывности (векторного и скалярного уравне­

ний): 

р— = -Чр +uAV + pf 
dt ^ (2.4.12) 

| V - K = 0 

Эта система из двух уравнений является замкнутой - содержит две неизвест­

ных - вектор скорости V и скалярную величину р - давление. Система опи­

сывает ламинарные течения, в случае турбулентного она, как известно, стано­

вится незамкнутой - появляется тензор рейнольдсовых напряжений, который 

требует своего определения. 

Для течений сжимаемых сред, когда р Ф const и тем самым V F ^ O , 

уравнение Навье-Стокса (2.4.8) для движения жидкости с постоянной вязко­

стью JU=const принимает вид: 



p— = -Vp' + juAV + juV(V-V) + pf, (2.4.13) 
dt v ' 

где p определяется выражением (2.4.6). Уравнение неразрывности для этого 

общего случая движения записывается в виде (2.3.1). При р Ф const система 

уравнений (2.4.13) и (2.3.1) является незамкнутой - в ней дополнительно, по 

сравнению с системой уравнений (2.4.12) появляется еще одна неизвестная 

скалярная величина р - плотность жидкости. Для замыкания системы ис­

пользуют уравнение энергии, в котором еще одну появляющуюся скалярную 

величину - температуру Т - выражают через термодинамическое уравнение 

состояния, в качестве которого обычно в газовой динамике выступает уравне­

ние Менделеева-Клапейрона . Уравнение энергии запишем в виде уравнения 

переноса для внутренней энергии [71; 72]: 

p— = -V.q + q:VV + pqs (2.4.14) 
dt 

где и - внутренняя энергия, для идеального газа она выражается через его изо-

хорную теплоемкость , du = cvdT ; величина q - интенсивность теплового по­

тока, для ламинарного режима течения она отвечает закону теплопроводности 

Фурье q = -AVT, где X - коэффициент теплопроводности; qs - теплота, посту­

пающая от внешних или внутренних источников. 

Уравнение Менделеева-Клайперона , потребное для замыкания системы 

уравнений, описывающих движение идеального газа, имеет вид: 

p = pRT, (2.4.15) 

где R - газовая постоянная рассматриваемого газа. В случае движения реаль­

ных газов и жидких сред уравнение состояния становится сложнее [52]. 

Для капельных жидкостей чаще всего полагают р = const, т. е. считают 

жидкость несжимаемой. Это условие применимо и при описании движения га­

зов, если скорости в них не превышают 1/3 скорости звука. 
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Уравнения (2.3.1), (2.4.13), (2.4.14) и (2.4.15) справедливы для ламинар­

ного режима движения . В случае турбулентного режима в них появляются 

корреляции, вызванные не только пульсациями скорости, но и пульсациями 

плотности и температуры. Тогда для замыкания системы уравнений требуются 

дополнительные соотношения. 

2.5. В И Х Р Ь С К О Р О С Т И И Е Г О А С С О Ц И И Р О В А Н Н Ы Й Т Е Н З О Р 

Вихрь со является векторной величиной, характеризующей поле скоро­

стей: 

co- — rotV 
2 2 

(2.5.1) 

В компонентном виде: 

- 1 э к 

или через определитель: 

в \ в2 еъ 

э э э 
дх ду dz 

К к к 

И в том и в другом случае получаем для компонент вектора со 

(2.5.2) 



Вектор угловой скорости со и тензор вращения Q связаны между собой 

через тензор Леви-Чивита Эти величины являются взаимно ассоциирован­

ными. Говорят, что тензор Q = — я в л я е т с я ассоциированным по 

отношению к вектору (D=^VxV, поскольку выполняются соотношения: 

Q : (*е) ={*£.)-• Q = -2fi) = - V х V • (2.5.3) 

И наоборот, вектор со является ассоциированным по отношению к тен­

зору О поскольку справедливо: 

( 3£)-fl> = fl>-(3£) = Q . (2.5.4) 

В формуле (2.5.3) тензор Q переводится в вектор со, а в формуле (2.5.4) век­

тору со сопоставляется тензор вращения. 

Докажем равенства (2.5.3) и (2.5.4): 

S : ( ' £ ) 4 ( V K - V F ) : ( ' £ ) = I 
dV ЭК 
— L е е : £ ,е е е, = 
дх, дх,1 1 ' р ф р 4 к 

( э ^ _ э ^ 
Эх, Эх 

1 ^ _ Э ^ 

Эх, Эх, 

^ _ Э ^ 

Эх, Эх, 2 

эк, Э К Г 
— ^ L е, + 
дх, дх, 

_ I f ЭК, э к э к эк, 
е, = - - + — - \е, + 

2 { Эх, Эх, Эх, Эх, 

21 Эх, Эх, Эх, Эх, J 21 Эх, Эх, Эх, Эх, 

= -2ще] - 2со2е2 - 2со,е, = -2бУ = - V х К 

Тот же результат получаем и для ( : О.: 

/ , ч - _ - _ 1 ЭК? (" £ j • со = еике,е^к • coses = coleijlelel = -—^-e^e^e^j • 

Компоненты этого тензора второго ранга следующие: 

- при / = / они равны нулю; 

- при / = 1 , у = 2 это: 



1 dVs _ 1 Г ЭК2 dvA 1 dvs с £ 

2 Эх, k,s ш 2 Эх, ",,л 2 ^ Эх, Эх2 ^ 

- аналогичным образом можно получить значения для всех / ,7=1,2,3. 

В итоге матрица компонент этого тензора имеет вид: 

1 ( дУ2 ЭК, 

2 ^ Эх, Эх2 

О 

1 

2 Эх, 

1 э к 
2 ч Эх, Эх, 

1 (эк эк, 

2 l a x , 
Эх, 

1Г dv2 ЭК, 

2 l a x , 
Эх2 

О 

о 

"эк2 э к / 
^ Эх, Эх2 

Видно, что она является матрицей компонент антисимметричного тензора Q , 

что означает справедливость соотношения (2.5.4). 

Нетрудно также заметить, что 

сд-П = 0. (2.5.5) 

Действительно: 

2 V 1 2 2 

ЭК ЭК _ 
бУ,е, • —^еке. - й)1е1 • —J^ekej 

охк ' ох/ ' 

ЭК экЛ 

А ЭхА. А дх. 

П р и / = 1 имеем проекцию на ось х: 

эк эк 
' ах, Эх, 

эк эк эк эк э к э к 
Эх, " Эх2 

эк эк 

Эх, 'Эх, 

эк эк ? 

ЛС02 \ — 1 1 I + COL 
v Эх, Эх, J д Эх2 Эх, J 1 [ Эх, Эх, 

Эх, 1 Эх, 

ЭК ЭК 

[0-со2щ + С9-,а>2] = 0. 

Аналогичным образом можно заметить, что нулями будут и выражения при 

7=2 и / = 3 . 
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Кроме того, справедливо равенство: 

V-<2>=0. 

Действительно: 

2 2 А Эх.. Эх, А у 2 Эх Эх, k , J s k 

(2.5.6) 

1 d2Vj = J_ 

' 2 Эх,Эх, €kiJ 2 

d2V, d2V, d2V, 
J—€lr + £2i + €м-

Эх,Эх, y Эх2Эх, ~'J Эх.Эх, ' , y 

э 2 к д% э 2 к э 2 к э 2к ? э 2 к 2

 - +
 !

 + -
 2 1 = 0. 

Эх,Эх2 Эх,Эх. Эх2Эх. Эх2Эх, Эх.Эх, Эх.Эх2 

Впрочем, этот результат сразу следует из того факта, что V • V х V есть сме­

шанное скалярно-векторное произведение векторов, два из которых являются 

одинаковыми. 

2.6. У Р А В Н Е Н И Е П Е Р Е Н О С А З А В И Х Р Е Н Н О С Т И 

Ротор конвективного ускорения жидкой частицы может быть представ­

лен в виде: 

Vx\(V-V)v^ = 2[cb-V)V-2[V-V)cb. (2.6.1) 

Доказательство справедливости этого соотношения непосредственно следует 

после записи конвективного ускорения согласно формуле И.С. Громеки. 

Градиент вихря есть псевдотензор второго ранга: 

1 - А Э f 1 ЭК. Л \ д2У 

x ' i , = < A x V ; = ' A j A ' • = 2 ^ г ^ - ( 2 ' 6 ' 2 ) 

След этого тензора trV со- 0, в чем легко убедиться после несложных выкла­

док. М о ж н о также выделить симметричную и антисимметричную части этого 

тензора: 
1 | э 2 к, э 2 к V i f э 2 к 
4 Эх Эх, Эх, Эх, 

Э 2К, 

4 Эх Эх, Эх, Эх, 
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Применим операцию ротора {rot = V x ) к уравнению Навье-Стокса, ко­

торое, используя формулу Громеки, для случая движения несжимаемой жид­

кости и условия потенциальности массовых сил f = -VU можно представить 

в виде (при ц = const): 

— + V\— + — + u \ + (VxV)xV = vAV. 
dt { 2 р ) { ' 

После действия оператора ( V х ) на правую и левую части этого уравнения по­

лучаем: 

^ ( V X K ) + V X [ ( V X K ) X K J = V / A ( V X K ) . 

Второе слагаемое в левой части здесь можно представить в виде: 

( K - V ) ( V x K ) - [ ( V x K ) - V ] K + ( V x K ) ( V - K ) - K ( V - 2 f l ) ) , 

или учитывая, что V • б) = 0, а жидкость несжимаема (т. е. V • V = 0 ) , это слага­

емое окончательно записывается как: 

2[V •V)CQ-2[CQ-V)V . 

В итоге получаем уравнение переноса вихрей в несжимаемой вязкой 

жидкости, которое называют обобщенным уравнением Гельмгольца [27; 33]: 

^ + ( K - V ) U > - ( U > - V ) K = HAU> (2.6.3) 

или в более компактном виде: 

— -(cbV)v = vAcb. (2.6.4) 

dt v 1 

Заметим, что для сжимаемой жидкости и при ц Ф const это уравнение услож­

няется. 

Уравнение переноса вихрей можно записать и по-другому, учитывая ра­

венство ( К - V ) u ) - ( u ) - V ) K = V X ( U ) X K ) . Тогда: 



дсо 

~dt 
+ Vx(coxV)) = vAco. (2.6.5) 

Применим операцию дивергенции к уравнению переноса вихрей (2.6.3) 

для несжимаемой жидкости: 

дед 

dt 
-+ (V V)cb-(coV )V - V • vA со, 

Отсюда, вследствие того, что V • со = 0, имеем 

V - [ ( K - V ) U ) ] - V [ ( U ) - V ) K ] = 0. 

Однако, с другой стороны: 

V - [ ( K - V ) < z > ] = V K : Vcd+(V-V)(Vcd), 

V - [ ( f i ) - V ) K ] = V K : Vcd+(cdV)(VV), 

в результате получаем 0 = 0, т. е. эта операция не дает нового соотношения. 

Для квадрата завихренности полезно соотношение 

со1 = V K 7 ' : V K - V K : V K . (2.6.6) 

Если уравнение переноса вихрей (2.6.3) скалярно умножить на со : 

дсо 
dt 

•{V V)co-{coV)v - covAco, 

то получается скалярное уравнение переноса со~: 

dor 
dt 

Из очевидных 

1 1, 

--(со® со): VV = vAco2 -vVco1 У со (2.6.7) 

равенств: V - S = - A K + - V ( V - К ) 

V - Q = — Д К — — V ( V - K ) сразу следует, что для несжимаемой жидкости 
V • S = V • Q . А поскольку: 

K X ( V X K ) = - 2 K - Q , 
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то формулу Громеки (2.1.1) можно записать и в таком виде: 

( K - V ) K = V - y + 2 K - Q . 

Запись в виде: 

K - V K = K - V K 7 ' + 2 K - Q 

делает эту формулу очевидной. 

Запишем еще одно выражение: 

V - [ K x ( V x P ) ] = - V - [ K - 2 n ] = V - [ K - V K 7 ' - P - V K ] = 

Э 

(2.6.8) 

' дх, ' Эх, 7 Эх, ' дх, ' Эх, 
= V 

ЭК дУ 

Эх ; Эх ; ' Эх /Эх / Эх ; Эх, ' Эх /Эх / 

Э 2 К ЭК ЭК. Э 2 К 

= V K 7 ' : V K - V K : V K + K - A K - K - V ( V - K ) . 

Таким образом: 

V - [ K X ( V X K ) ] = V K 7 ' : V K - V K : V K + K - [ A K - V ( V - K ) ] (2.6.9) 

Эту формулу можно записать и по-другому: 

V-[KX(VXK)] = 2 Q : V K + 2 K - ( V - Q ) , 

или 

V - [ K X ( V X K ) ] = 2 0 : Q + 2 0 : , S + 2 K - ( V - 0 ) . 

Еще одна очевидная формула: 

y-vy = y-Q+y-s, 

из которой следует, что 

V-S = V-VV-V-Q. 

Но, как отмечалось выше, K x ^ V x K J = 2К • Q , следовательно 



V S = V — - - K x ( V x K ) . (2.6.10) 
2 2 

Векторное произведение градиентов скалярных функций дает вектор в 

виде ротора некоторой вектор-функции: 

VfxV<p = Vx(fV<p). (2.6.11) 

Действительно, левая часть этого равенства есть вектор: 

^ Эх2 дх, дх, Эх2 J 1 ^ дх. Эх, Эх, дх, J ' у Эх, дх2 дх2 Эх, J 
а правая часть дает: 

y J У ) ' Э х Эл.. у V ' у ; Э х У Эх 

' Эх 

Эх2 Эх Эх Эх2 J 1 ^ Эх Эх, Эх, Эх J 2 

^ Эх, Эх2 Эх2 Эх,) 

Эх2 Эх, Эх Эх2 Эх Эх Эх. Эх, Эх, Эх2 Эх2 Эх, 

Отсюда видна справедливость равенства (2.6.11). 

Для векторного произведения градиентов скалярных функций справед­

ливы также равенства: 

V/xVc/> = ^ ( V c / > ® V / - V / ^ (2.6.12) 

Здесь выражение для дивергенции в компонентной форме имеет вид: 
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V - [ ( / V p ) - 3 £ ] = V- г иш _ г иш 

- Э . Э й ? _ Э f . ЭйЛ _ 
Эх, J дхк

 к" ' ' дх, У дх,) к" ' 

д гдсрЛ _ ( д гдсрЛ _ ( д гдсрЛ _ 

axj ахк J ^ axj dxA. J ^ с Ц охк) 

э / 
Эх, Эх2 Эх2 Эх, J {Эх, Эх, Эх, Эх, 

\Кдх2 Эх, Эх, дх2) 

Видно, что для этого выражения знак «минус» дает величину, с о в п а д а ю щ у ю с 

ранее записанным выражением для V / x V < p . 

2.7. У Р А В Н Е Н И Е Б А Л А Н С А М Е Х А Н И Ч Е С К О Й Э Н Е Р Г И И П О Т О К А 

Уравнение баланса механической энергии потока можно получить, 

умножая скалярно каждое слагаемое уравнения движения сплошной среды в 

напряжениях (2.4Л) на вектор скорости V: 

Vp 
dt 1 ' 

••V\V-a) + V-pf. (2.7.1) 

Преобразования слагаемых левой части этого соотношения приводят к следу­

ющим результатам: 

у . К ^ А у ^ у ^ . ^ у ^ = К ( ^ Л А к Л = 1 ^ 1 ; 
dt " " dt • 1 " dt У " " dt "' " dt 2 dt " " 2 dt 

,,(v.t)r r,rv±v, r r ^ u ; . , ) 

J dx J ^ ^ v 9 ^ I 1 dx, ' dx, 2 
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Видно, что сумма этих слагаемых есть материальная (Эйлерова) производная 

кинетической энергии движущейся частицы жидкости - величина ———. То­

гда уравнение (2.7.1) принимает вид: 

d 
dt 

(2.7.2) 

М о щ н о с т ь напряжений ^ ( V o " j , с тоящую в правой части (2.7.1), 

можно представить так: 

j / . ( V - g ) = V - ( K - g ) - g : V K . (2.7.3) 

Справедливость этого соотношения видна из представления его в ком­

понентном виде в декартовой прямоугольной системе координат. Действи­

тельно, выражение в левой части (2.7.3) записывается следующим образом: 

э Т 1 " " - 1 " 

к к Эх, ' 1 Эх, 1 1 >> 1 Эх, ' 

Здесь, как и ранее, при выполнении выкладок учтено, что скалярное произве­

дение базисных векторов дает дельту Кронекера, а для того чтобы она была 

ненулевой, необходимо равенство ее индексов. Первое слагаемое в правой ча­

сти (2.7.3) в компонентной форме имеет вид: 

V • (V • а) = V • (V,l • <7,Де,) = V • [к,<7„ (ё, • ?,)?,] = V • ( ^ ё , ) = 

дхк

 1 Ъхк

 1 Ъхк 
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И, наконец, второе слагаемое правой части (2.7.3) в компонентной 

форме принимает вид: 

а : V V = aiJeiej : —ekes = о]—[е] • ек ){е,- е,) = 

ЭК « « ЭК ЭК 

Тогда, собирая слагаемые в равенстве (2.7.3), имеем: 

к Эх, дхк 'к ' дх1; дх1; 'к 

В силу симметрии тензора напряжений, а = <77 это соотношение является тож­

деством (т. е. левая часть равна правой) . Действительно, второе слагаемое пра­

вой части этого соотношения после переобозначения индекса / на к и наобо­

рот принимает вид [/ , но <тк1 = <т1к, откуда и следует равенство обеих ча-

Эл; 

стей соотношения. Тем самым равенство (2.7.3) справедливо. 

Последнее слагаемое в правой части уравнения (2.7.1) можно преобра­

зовать, как и в п. 2.2, вводя в рассмотрение потенциал U массовых сил в поле 

сил тяжести, полагая, что ось z направлена вертикально вверх: / = -VU, 

U = gz = - r g . 

После подстановки полученных выше выражений в соотношение (2.7.1) 

получаем уравнение для механической энергии потока жидкости: 

^ (̂т)"̂ '̂ 7'-̂ "-̂ 17-^7'̂ '̂ (2'7'4) 

В литературе [73] два первых слагаемых правой части (2.7.4) записывают в 

несколько ином виде, представляя тензор напряжений движущейся жидкости 

в виде суммы о - -рЕ + т: 

-V-[V-pE) + V-[V-T) + pE:VV-T:VV. (2.7.5) 
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Первое слагаемое этого выражения: 

- V • (V • рЕ) = - V -(У:е, • pSpefr) = - V • (V,pSltS:let) = 

' дх. 1 1 дх, 
- V \рУкёк) = Ч ^ • pVkek = - ^ М , : 

Эх, Эх, Эх, 

Третье слагаемое: 

дУ _ _ дУ дУ - -
У ~ У и 1 J Эх, А ^ Э х , у у А ,А ^ Э х , И 

После подстановки этих слагаемых в выражение (2.7.5) и далее в (2.7.4) 

уравнение механической энергии движущейся жидкости приобретает форму: 

^̂ (т) = ~̂ 7'̂ ^ + ̂ '̂ 7'̂ ~г:^/7 + уС,/7'̂ '̂ (2'7'6) 

Видно, что скорость изменения механической энергии потока равна сумме 

мощностей сил давления, вязкого трения и изменения его положения в поле 

сил тяжести. 

Запишем, пользуясь полученными в п. 2.2 соотношениями, уравнение 

Навье-Стокса для стационарного течения вязкой несжимаемой жидкости в ди­

вергентном виде. Исходное уравнение имеет вид: 

p{y.V)v = -Vp + рАУ + pf. (2.7.7) 

Представим конвективное слагаемое по формуле Громеки (2.1.1), а лапласиан 

А К - по формуле (2.1.13), а также учтем, что массовая сила в поле сил тяжести 

может быть записана через потенциал U, где U = gz, если ось z направлена 

вертикально вверх. Тогда вместо уравнения (2.7.7) имеем: 

V^-Vx[VxV) = -—Vp + i^[V-V)-]^x[VxV)-VU . (2.7.8) 



Для несжимаемой жидкости р = const, V • V = О и это уравнение примет вид: 

V — + ^ + gz\ = Vx(VxV)-vVxVxV (2 7 9) 
I 2 Р ) • L • 

(j'-i/VJxVxK 

г У 1 Р 
Видно, что градиент полной энергии жидкой частицы Ь= 1 Vgz зависит 

2 Р 

от вихревой структуры потока. Если rotV = 0, то правая часть уравнения 

(2.7.9) обращается в ноль, и в результате Е = const для всей области течения. 

Дивергентный же вид уравнения (2.7.7) для несжимаемой жидкости 

можно получить, учитывая, что V - F = 0 и используя тождество (2.1.13), а 

также принимая во внимание соотношение: 

V-(V®V) = V(V-V) + (V-V)V. (2.7.10) 

Тогда уравнение (2.7.7) примет форму: 

V-(pV®v) = -Vp + VpU-fNxVxV. (2.7.11) 

Для этого уравнения, используя понятия единичного тензора £ и тензора Леви-

Чивита = £укеррк, можно записать слагаемые правой части в дивергентной 

форме, в результате чего все уравнение Навье-Стокса в целом для установив­

шегося течения несжимаемой жидкости принимает следующий дивергентный 

вид: 

V-[pV®V + pE-pUE + pv('£)-(VxV)^ = 0. (2.7.12) 

Последнее слагаемое в скобках можно представить в более простом виде, учи­

тывая, что для несжимаемой жидкости A K = V - V K = V - 5 . Тогда оконча­

тельно имеем искомую дивергентную форму уравнения Навье-Стокса для не­

сжимаемой жидкости: 



V - \ p(v ®v) + (p + pgz)E- juS~\ = 0. (2.7.13) 

Тензор, стоящий под знаком дивергенции в квадратных скобках уравнения 

(2.7.13), имеет структуру тензора Лайтхилла, используемого в акустике [59]. 

Из соотношения (2.1.13) следует еще одна формула, полезная для описа­

ния течения жидкости: 

2.8. У Р А В Н Е Н И Е Э Н Е Р Г И И Д В И Ж У Щ Е Й С Я Ж И Д К О С Т И 

И Е Г О Р А З Л И Ч Н Ы Е Ф О Р М Ы З А П И С И 

Первое начало термодинамики связывает между собой внутреннюю 

энергию, теплоту и работу. Применительно к движущейся жидкости его 

можно записать следующим образом: 

где и - удельная внутренняя энергия; q - вектор плотности теплового потока 

за счет теплопроводности; (7 - тензор напряжений; qv - количество теплоты, 

поступающей в объем частицы от действия внешних или внутренних источни­

ков за единицу времени. 

Физический смысл этого уравнения заключается в том, что скорость из­

менения внутренней энергии в единице объема равна скорости подвода энер­

гии за счет теплопроводности, за счет диссипации механической энергии по­

тока, и за счет поступления тепла от внешних или внутренних источников. По­

скольку тензор напряжений (7 можно представить в виде (Т = —рЕ + Т, в кото­

ром т_ - тензор вязких ньютоновских напряжений, то уравнение (2.8.1) воз­

можно переписать следующим образом: 

р— = - V • q + о: V V + qY, 
dt 

(2.8.1) 

dt 
(2.8.2) 
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Это уравнение является уравнением энергии в форме переноса для внутренней 

энергии и. Его можно записать в более развернутом виде, учитывая выражение 

(1.8.6) для оператора материальной производной: 

ди 
dt 

-{У V)u = - V q- pV -У + г : V К + qr 

Вектор q в уравнении энергии определяется законом теплопроводности 

Фурье 

q = -AVT, (2.8.3) 

где Т- температура; Я - коэффициент теплопроводности. 

Закон теплопроводности Фурье можно также записать в терминах 

энтальпии, которая для идеального газа связана с температурой Т формулой 

И-срТ, где сР - изобарная теплоемкость. Тогда, учитывая, что Я = рсра, где 

а - коэффициент температуропроводности, выражения для компонент 

плотности теплового потока можно записать в виде: 

,дТ дТ v ЪсТ у ЭЛ ju dh 

Рг Эх, 

где Рг = число Прандтля. Тогда: 
v 

Рг 
(2.8.4) 

В декартовой прямоугольной системе координат, используя индексную 

форму записи, уравнение (2.8.2) можно записать следующим образом: 

ди 1Г ди 
— + V. 
Э* ' дх, dxf dxf. dxf. '' dxf. 

(2.8.5) 

Присутствие членов pV- V и т : V К в уравнении энергии (2.8.2) говорит о том, 

что в движущейся жидкости может происходить внутреннее нагревание (охла­

ждение) . Член pV-V может вызвать значительное изменение температуры, ко­

гда газ быстро расширяется (сжимается) . Член Т : V К всегда положительный, 



он характеризует диссипацию, деградацию механической энергии и переход 

ее в тепловую. Эту скалярную величину называют диссипативной функцией 

Рэлея [73] и обозначают Г : V K = Ф. Запишем эту функцию в декартовой пря­

моугольной системе координат для ньютоновской вязкой сжимаемой жидко­

сти, когда реологическое соотношение имеет вид: 

т = - | / / ( V • Р)Е + 2juS. (2.8.6) 

Конкретизация т_ дает возможность записать в компонентной форме 

диссипативное слагаемое r : V K В уравнении (2.8.2), выполняя простейшие 

выкладки: 

0 = r : V K = ^ - | / / ( V - K ) £ + 2 / / 5 J : V K = 

1 
= - | / / ( V • V)E: V К + 2ju • ^ ( V К + V К 7 ' ) : V V = 

= - - / / ( V • К ) : ^ e , e v + ju[V К : V К + V К 7 ' : V к ] = 
3 Эх 

э к _ э к . , э к . , э к . . 
— - Ц е i - r ^ ^ e , +^-Leief : ^ e k e s 

ОХ; дхк ox. дхк 

эк эк г s ЭК эк г г 

Эл; Эл'А. •" " Эл';. Эл'А. •" 

= _ i / / ( V . / 7 ) 2

+ A 

2 Г ЭК 

dXj дх. дх. дх. 

ЭК Щ | Э^. Э^. 

Эх Э х Эх, Эх, 

Таким образом, в компонентной форме, в индексной записи диссипатив-

ная функция Рэлея Ф имеет вид: 
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0 = T:WV 
2 fdv^ 

2 

fdv^ 
[ЭХ,; Эх, Эх, Эх, Эх, 

(2.8.7) 

или, переходя к обычным обозначениям, после суммирования по повторяю­

щимся индексам и группировки слагаемых, получаем окончательно для этой 

диссипативной функции Рэлея: 

_ , 2 Г ЭК. ЭК. ЭК . . 
Ф = и<— — - + — L + — - +2 

И^ 3{ дх ду dz 1 дх 

ЭК. э ^ 
dz 

dV ЭК,. Г (дУ Э К У dvv э к 
+ — - +—•- + — - + — - + — • - + — -

ду дх J V dz дх J \dz ду 

(2.8.8) 

Эта функция также может быть записана в бескомпонентной форме: 

0 = r : V K = - - / / ( V - K ) 4 / / [ V K : V K + V K : V K 7 ' ~ (2.8.9) 

Для совершенных газов [30; 73] внутренняя энергия связана с темпера­

турой соотношением du = cvdT, где cv — изохорная теплоемкость . Тогда вместо 

уравнения (2.8.2) с учетом выражения для вектора с/ можно записать уравне­

ние для переноса температур в виде: 

~дТ 
dt 

+ ( [ / . у ) г =V (ЛУТ)-p(V V)+T:VV + qy. (2.8.10) 

Уравнение (2.8.2) в форме переноса внутренней энергии может быть за­

писано и через энтальпию h = u + — . Для этого в правую и левую части урав-
Р 

нения нужно добавить слагаемое р— — . Тогда слева окажется величина 
dt\p) 

р—, а справа добавится это слагаемое в следующем преобразованном виде: 
dt 

d t \ p ) d t p d t dt ^ ' 
(2.8.11) 
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Здесь учтено, что согласно уравнению неразрывности ^ - ^ + p(V • v\ = О. То-

dt 

гда в правой части слагаемого pVV не будет, и, в итоге, будем иметь уравне­

ние энергии в форме переноса энтальпии: 

/ 7 ^ = _ V . ^ + * + r : V K + ^.. (2.8.12) 
dt dt 

Эта вторая форма уравнения энергии для совершенного газа, в котором 

dh - сpdT , где сР - изобарная теплоемкость , приводит к следующему уравне­

нию переноса для температуры: 

рсв — = V-(AVT) + ^ + T : V V + CL, (2.8.13) 
н ' dt { ) dt ~ Jv 

или в более развернутом виде при X = const: 

pcp^+(V-W)T^ = AAT + ^ + r.^y + qr- (2-8.14) 

Еще один вид уравнения энергии можно записать, если ввести в рассмот-

V2 

рение энтальпию торможения И + —. Для этого следует уравнение механиче­

ской энергии потока (2.7.4) сложить с уравнением (2.8.12): 

Здесь учтено, что: 

V - ( r - K ) = K - ( V - r ) + r : V K , (2.8.16) 

в чем легко убедиться, выполняя соответствующие выкладки в компонентном 

виде, принимая во внимание при этом симметрию тензора напряжений г. Дей­

ствительно, запишем в компонентном виде каждое слагаемое этого соотноше­

ния. Для слагаемого в левой части имеем: 

V • (г • V) = ё, ^~• (V>-y • VtI,) = ёк ±-• ) = 

- д л / - Э / ч ~ Э от дУ. 
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Для слагаемых в правой части: 

идх, 

Подстановка этих трех выражений в (2.8.16) подтверждает формулу. Та­

ким образом, диссипативный член в уравнении переноса энтальпии торможе­

ния может быть представлен в виде: 

где Ф - диссипативная функция Рэлея, a X¥ = V-\V-Tj - скалярная величина, 

которую можно назвать добавочной диссипативной функцией. Эта скалярная 

величина, характеризующая диссипативные процессы, в декартовой прямо­

угольной системе координат для ньютоновской стоксовой жидкости записы­

вается следующим образом: 

(2.8.17) 

4 / = K - ( V - T ) = K - | V - - | / / ( V - K ) £ + 2 / / 5 
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При переходе к обычной форме записи в осях (xyz) первое слагаемое 

этого выражения в координатном виде записывается как: 

г / Э г / Э г / Э V 2 (дУх дУу ЭК_ 
V — + У —+ У — — ц \ —- +—L + —-

хдх -' ду 'dz){ 3Н{ дх ду dz 

а второе слагаемое: 

= К 

+у 

±(2̂ n) + A(2^2I) + A ( 2 ^ 3 i ; 
ох] ох2 дх, 

± ( 2 ^ ) + A ( 2 A S l l ) + ± ( 2 ^ ) 

| - ( 2 ^ , ) + ^ ( 2 ^ а ) + £ ( 2 ^ ) 

Так как компоненты тензора скоростей деформаций S(j -
Kdxj cbc,. 

полу­

чаем окончательное выражение для функции у/ в декартовой системе коорди­

нат: 

21 r 3z 

+к. 

+к. 

Эх 

д_ (дУх ] дУу) | Э , / Э / / , Э//, 

Эу ^ Эу Эх 

д (дУ дУЛ Э(„ дУЛ д (дУ дУу 

а * ч а* + az у Г э д Д Эу + dz ydz{ м dz 

(2.8.18) 

Еще один, четвертый, вид уравнения энергии записывается в терминах 

переноса энтропии s. Действительно, согласно основному уравнению термо­

динамики, которое вытекает из сочетания ее первого и второго законов, сле­

дует, что: 
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Отсюда имеем: 

Tds - dh dp . 
P 

jds _ dh 1 dp 
dt dt p dt" 

dh 

(2.8.19) 

и тогда подстановка величины —- из этого выражения в уравнение (2.8.12) 
dt 

дает уравнение: 

рт 
ds 

~dt~ 
(2.8.20) 

Все четыре формы записи уравнения энергии - через внутреннюю энер­

гию, через энтальпию, через полную энтальпию и через энтропию - эквива­

лентны. 

Для произвольных газов и жидкостей, уравнение переноса температуры 

Г можно получить из уравнения (2.8.2) или (2.8.12). В этих случаях величины 

du dh 
— и — необходимо конкретизировать, используя известные из термодина-
dt dt 

мики формулы, следующие из соотношений Максвелла [52; 71]: 

du = cvdT —^ 

dh = cdT + -

[дТ „ Р 

Р 

dp, 

dp • 

(2.8.21) 

(2.8.22) 

Нижние индексы при производных здесь фиксируют параметры, при постоян­

стве которых вычисляются производные. Из этих формул следуют выражения 

для производных: 



du 
~dt~C" 

dT 1 du 
~dt~C" dt p2 

dh dT 1 

dt p2 4 £ 

dp 
It 

dp 
It 

(2.8.23) 

(2.8.24) 

Подстановка их в уравнения (2.8.2) и (2.8.12) дает две формы записи уравнения 

энергии в виде переноса температуры. Заметим, что вычисление частных про­

изводных, фигурирующих в выражениях (2.8.23) и (2.8.24), требует знания 

термического уравнения состояния рассматриваемых жидкостей и газов. Осо­

бенно просто эти формы записываются для совершенного газа, т. е. идеального 

газа, подчиняющегося уравнению Менделеева-Клайперона р = pRT и имею­

щего постоянные теплоемкости cv и ср, значения которых вычисляются по мо-

лекулярно-кинетической теории газов. Для совершенного выражение для 

внутренней энергии имеет вид: du = cvdT . В этом случае в правых частях вы­

ражений (2.8.23) и (2.8.24) остаются только первые слагаемые. Тогда формула 

(2.8.2) дает уравнение переноса температуры в виде: 

dT 
рсу — = - V -q - pV • V + Ф + qv, 

dt 

а уравнение (2.8.12) в виде: 

dT ^ „ dp _ 
рс — = - V • а + — + Ф + а . 

р dt dt 

(2.8.25) 

(2.8.26) 

Тождественность этих уравнений видна, если вычесть из (2.8.26) урав­

нение (2.8.25). Тогда: 

н у р dt dt И 

или, принимая во внимание выражение (2.8.11) и используя формулу Майера: 

c p - c v = R, (2.8.27) 

где R - газовая постоянная, имеем: 

i V ) = - f -
dt dt\p 
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Видно, что здесь выполняется формула Менделеева-Клайперона, что и следо­

вало ожидать . 

При решении задач теплообмена граничные условия задаются в трех раз­

личных вариантах - первого, второго и третьего рода: 

1) граничные условия первого рода состоят в задании температуры на по­

верхности тела; 

2) граничные условия второго рода заключаются в задании распределения 

плотности теплового потока q на поверхности тела; 

3) граничные условия третьего рода состоят в задании температуры сред, 

о м ы в а ю щ и х поверхности тела и условий теплообмена на его поверхно­

сти. 

При использовании граничных условий третьего рода условия теплооб­

мена на поверхности тела с температурой 7V, омываемого жидкостью с тем­

пературой 7}, задаются в виде закона Ньютона-Рихмана [73]: 

q = a(TF-T„.). 

Здесь а, Вт/(м2К) - коэффициент теплоотдачи, вычисляемый после нахожде­

ния числа Нуссельта исходя из формулы Nu г д е i _ характерный раз-
Я 

мер; Я, Вт/(мК) - коэффициент теплопроводности материала поверхности 

тела. 

2.9. З А П И С Ь У Р А В Н Е Н И Я Э Н Е Р Г И И К А К У Р А В Н Е Н И Я П Е Р Е Н О С А 

С К А Л Я Р Н О Й В Е Л И Ч И Н Ы 

В уравнении энергии (2.8.2) и его модификациях для газовой динамики 

под знаком дивергенции находится интенсивность теплового потока, подчи­

няющаяся закону теплопроводности Фурье q--XVT, где Т- температура, 

Я - коэффициент теплопроводности, который в литературе по теплофизике 

обычно представляют в виде [73]: 
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Х = рсра. (2.9.1) 

В этом выражении а - коэффициент температуропроводности, м/с2, ср - изо­

барная теплоемкость . Отсюда видно, что в уравнении переноса внутренней 

энергии (2.8.2) под знаком дивергенции будет присутствовать не градиент 

внутренней энергии и, а градиент температуры Т. Однако , как это следует из 

механики сплошных сред [54; 56; 64], в уравнениях переноса любой физиче­

ской величины А (скалярной, векторной, тензорной) в правой части уравнения 

под знаком дивергенции должен находиться член, содержащий градиент этой 

величины: 

= V • (p%VA^+ источниковые члены. (2.9.2) 

Здесь х ~ коэффициент , характеризующий д и ф ф у з и ю величины А (для поля 

концентрации - это коэффициент диффузии СД для поля скоростей - это кине­

матическая вязкость v и так далее) , м2/с. Однако в уравнении (2.8.2) члена Vu 

под знаком дивергенции нет, поскольку закон теплопроводности Фурье не 

предполагает его наличия. Положение несколько исправляется, если уравне­

ние энергии записать в виде уравнения для переноса энтальпии И, когда закон 

теплопроводности Фурье записывается в виде: 

q = -pcpaWT = -paWcpT = -paWh, 

и уравнение энергии приобретает вид: 

p^L = - V • (-paVh) + 4EL+r:VV + qv. (2.9.3) 

М о ж н о получить уравнение энергии и в другой, альтернативной обще­

принятой форме, непосредственно используя первый закон термодинамики, 

согласно которому изменение удельной теплоты q, Дж/кг, связано с измене­

нием внутренней энергии du и совершением работы dl: 

dq - du + dl. 



Для простых термодинамических систем этой работой является работа 

расширения dl = pd(—\, в случае сложных - добавляется, например, работа 

сил поверхностного напряжения, или же, если система является необратимой, 

сюда может входить и работа сил трения. Поэтому запишем это равенство в 

виде: 

где / ' - работа, дополнительная к работе расширения . 

Для уравнения переноса возьмем в качестве исходной величину удель­

ной теплоты д . Запишем уравнение переноса для этой скалярной величины, 

сопоставив ей векторную q - интенсивность, плотность потока теплоты q, 

Вт/м2: 

где р - плотность, а - температуропроводность , знак минус означает, что век­

тор теплового потока направлен в сторону областей с меньшей теплотой. 

Уравнение (2.9.4) является определяющим для теплового потока, его 

можно рассматривать как альтернативную запись для уравнения теплопровод­

ности Фурье (2.8.3). С учетом сказанного можно записать уравнение теплового 

баланса для потока идеального газа в виде: 

dq ^ ~ 

которое означает, что изменение теплоты q равно притоку (оттоку) тепла 

вследствие теплопроводности. Если же кроме теплопроводности имеются и 

другие механизмы изменения теплоты, например диссипативные (по Рэлею), 

то их надо учесть. В итоге, с учетом формулы (2.9.4) можно записать: 

dq = du + pd —\ + dl\ 

q = -paVq (2.9.4) 



p ^ = V-(pdVq) + a:VV + qv, (2.9.5) 

где qv - другие источники теплоты. 

Обычно в современной теории теплопередачи чаще всего используют 

вариант с пренебрежением диссипативного слагаемого, а также во многих слу­

чаях и величины qv. Тогда уравнение (2.9.5) можно представить в виде: 

P ^ + ( V V ) q y V p a V q . (2.9.6) 

Рассмотрим приложение этого уравнения к течениям совершенного газа 

(идеального с постоянным значениями сР и cv по молекулярно-кинетической 

теории газов). Такие течения наиболее интересны с позиций газовой дина­

мики. Для каждого типа термодинамического процесса определяющее соотно­

шение (2.9.4) - аналог закона теплопроводности Фурье - будет свое, разными 

будут и конкретизации уравнения энергии. 

Как известно [30], для изохорного процесса (при р=const), согласно пер­

вому закону термодинамики, вся подводимая теплота расходуется на измене­

ние внутренней энергии, то есть dq - du. Но так как для совершенного газа 

du = cvdT, плотность теплового потока 

qq=-pacVT, (2.9.7) 

а уравнение (2.9.6) принимает вид: 

du ^ _ 

или, после подстановки du и q и сокращения на pcv для жидкости с постоян­

ными физическими свойствами: 

— = аАТ. (2.9.8) 

dt 

Это выражение совпадает с известным в теплопередаче уравнением для пере­

носа температуры. 



Для изобарного процесса (p=const) вся теплота расходуется на измене­

ние энтальпии, то есть dq-dh, и, учитывая , что dh - cpdT, имеем для плот­

ности потока тепла: 

q = -pacpVT, 

а уравнение энергии для жидкости с постоянными физическими свойствами 

приобретает вид (после сокращения на рсР): 

= a AT . 
dt 

(2.9.9) 

Видно, что уравнения (2.9.8) и (2.9.9) совпадают. 

Для изотермического процесса подводимая теплота расходуется на со­

вершение работы расширения: 

dq - pd\ — I = — ^ d p . 

Тогда, в соответствии с выражением (2.9.4) тепловой поток: 

Р 

и уравнение энергии принимает вид: 

PdP = у 
р dt 

Отсюда, после несложных преобразований, полагая a=const, получаем урав­

нение, связывающее величины р и р в изотермическом процессе: 

dp 

dt 
—Vp-Vp +—Vp-Vp + Ap 
P P 

(2.9.10) 

Для адиабатного процесса dq = 0, перемещения теплоты в пространстве 

не происходит, q = 0 , и уравнение превращается в тождество 0 = 0. 

А теперь рассмотрим случай произвольного термодинамического про­

цесса - политропного - с показателем политропы п. Теплоемкость его 
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п - с 
с- с,., уравнение процесса р/р" = const. Подводимая теплота в этом 

п - су 

процессе расходуется как на изменение внутренней энергии, так и на соверше­

ние работы расширения , поэтому первое начало термодинамики, в терминах 

энтальпии записывается в виде: 

dq-dh- — dp - с dJ' - — dp . 
Р Р 

Тогда: 

Vq = c VT--Vp, (2.9.11) 
Р 

и формула (2.9.4) приобретает вид: 

q = -рас VT + аУр . 

В результате уравнение (2.9.6) при постоянных физических свойствах прини­

мает вид: 

dT_ + dp = А Т + а А (2.9.12) 
н 1 dt dt и р 

Если эффекты, связанные с изменением давления, малы и ими можно 

пренебречь, то получаем: 

— = аАТ, (2.9.13) 
dt 

что опять совпадает с уравнениями (2.9.8) и (2.9.9). 

Если для политропного процесса записать изменение теплоты через его 

теплоемкость dq-cdT, то Vq-cVT и плотность теплового потока будет 

q = -paVq = -pacVT, тогда уравнение энергии: 

pc— = V-pacVT. 
Н dt Н 

При постоянных физических свойствах это уравнение совпадает с (2.9.13). 



Сравнение выражений для dq в формах dq = с dT + —dp и dq - cdT дает связь 
Р 

1 dp 
с = с + —. 

р dT 

dp 
Вычислим производную — для этого политропного процесса. Для со-

dT 

вершенного газа одновременно выполняется система уравнений, состоящая из 

уравнения Менделеева-Клайперона и уравнения политропы: 

\р=рхт 

р 
— - const 

р" 

Отсюда можно выразить величину р через Т и найти н у ж н у ю производную 

dp ^ ^ р 
—р^. Так как из первого уравнения этой системы Р~~^-> т 0 подстановка во 
второе дает: 

P]-"R"T" = const = pin К1Т;; , 

где ро и po - давление и плотность в некоторой фиксированной точке. Отсюда: 

Тогда: 

i i 
dT т\т) т\т, 

В итоге имеем для теплоемкости в политропном процессе: 

В начальной точке процесса, где р = р{), Т = Т{), имеем, учитывая фор­

мулу Майера (2.8.27): 
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с - cv + R = cp, 

а далее в ходе процесса теплоемкость изменяется в зависимости от его вида. 

В случае, если теплота переносится не только теплопроводностью, но 

имеются и другие источники ее, необходимо опираться на уравнение (2.9.5). 

М о ж н о видеть, что и закон теплопроводности, и уравнение энергии зависят от 

характера процесса. 

2.10. Д И В Е Р Г Е Н Т Н Ы Й В И Д У Р А В Н Е Н И Й П Е Р Е Н О С А 

У м н о ж е н н у ю на плотность р материальную (эйлерову) производную 

любой физической величины Ш (скалярной, векторной, тензорной) всегда 

можно представить в так называемом «дивергентном» виде: 

Это прямо следует из уравнения неразрывности, что можно увидеть, рассмот­

рев подробно следующие три случая для физической величины Ш . 

1) Величина Ш является скалярной, например, температурой Т. 

Тогда 

Докажем это равенство, записывая в компонентном виде левую и пра­

вую части. Для левой части имеем: 

(2.10.1) 

(2.10.2) 

Для правой части: 
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г dp дТ Эр э// эг 
dt dt дх, дх, дх. 

= Т 
др др эк 
dt ' дх, Н дх, j 

^-+):Vp+pV):=0 

дТ т/ дТ 

дТ т/ дТ 

dt дх, 

Поскольку выражение в скобках равно нулю (оно представляет собой запись 

уравнения неразрывности) , то равенство левой и правой частей очевидно. 

2) Величина ШТ является векторной, например, скоростью V. 

Тогда ее материальную производную (ускорение жидкой частицы, со­

держащее локальную и конвективную компоненты) можно представить в 

виде: 

p ^ - = ^-pV+V-(pVV). (2 .10.3) 

Здесь под знаком дивергенции находится тензор рУ ®У - тензор потока им­

пульса, знак тензорного умножения <8> опущен для простоты записи. Докажем 

это тождество, используя на заключительном этапе выкладок уравнение не­

разрывности. Для этого распишем обе части тождества в компонентном виде. 

Левая часть: 

р— = Р ^ + Р(У-У)У = р-Ге,+рУ,-г±ег dt dt v 1 dt ' dxt 

Правая часть, второе слагаемое: 



Первое слагаемое правой части: 

—pV=— pV,e, = ^-Viei+p—^ei. 
dt dt dt dt 

В целом, правая часть после группировки: 

Поскольку выражение в скобках равно нулю согласно уравнению неразрывно­

сти, то тождество верно и для случая, если 0 является векторной величиной. 

3) Величина Ш является тензорной, например, тензором напряжений о. 

Тензор напряжений а является симметричным тензором второго ранга, 

и в декартовой прямоугольной системе координат может быть записан в виде: 

O-G^^j. Докажем равенство: 

Запишем левую и правую части в компонентном виде. Левая часть, яв­

ляющаяся , как и правая, тензором второго ранга, может быть записана так: 

(2.10.4) 

(Jijeiej + р[У • Vyjaiieiei = 

Правая часть: 



^-p(J + V • ( p V о ) = ̂ -p(J,je,ej + ek • pVp eselej = 
dt v ' a t oxk 

dp _ d(J _ _ d .. _ 
--—Oijejel + p—^eiel + (ek • e j - — p \ \ G i j e i e j = 

dt dt ' dx, 

dp _ ^cr c- d .. _ 
-—Gee + p—Lee + oks pVsaijelej -

dt " ' ' dt " dxk 

dp _ Э F / _ 
= — oilelel + p—Leiel + -— pVkailele = 

dt dt dxk 

dp _ Эсг dp f/ _ dV. _ Э<̂ . _ 
'-^T-^n^i + P—r^e,e, +^vk&iieiei + P ^ G » e i e i + Pvk W~e<e, = 

dt J dt J dxk

 J J dxk

 J J dxk 

d<Ju _ „ Эсг _ --{dp ..dp dV, 

И здесь, для тензорной величины, видна справедливость дивергентной формы 

записи. 

Однако тут следует заметить, что величина —<J- эйлерова производная 
dt 

для тензора второго ранга и не является инвариантной величиной [5; 53; 72]. 

Поэтому вместо производной — в качестве материальной производной для 
dt 

тензора второго ранга выступает субстанциональная производная содер­

жащая, кроме локальной и конвективной, еще и вращательную часть (напри­

мер, в форме Яуманна, приведенной в выражении (1.8.16)), обеспечивающая 

нейтральность тензора относительно поворотов. Вращательную же часть при­

вести к дивергентному виду невозможно. 

2.11. О Д И В Е Р Г Е Н Т Н О М В И Д Е С Л А Г А Е М Ы Х 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

При проведении вычислительных процедур часто требуется придать 

тому или иному слагаемому соответствующего уравнения дивергентный вид. 



Дивергентная форма позволяет пользоваться консервативными разностными 

схемами при программировании численных процедур интегрирования уравне­

ний. 

Для градиента скалярной функции можно записать: 

V / = V / E , (2.11.1) 

для градиента вектор-функции: 

V K = V - ( £ ( x ) / 7 ) , (2.11.2) 

для ротора вектор функции: 

V x K = - V - ( K - 3 ^ ) = - V - ( 3 ^ - K ) , (2.11.3) 

где 3 £ = е кё(е .ек - тензор Леви-Чивита, 

для лапласиана функций: 

A f = V - V / ; A F = V - V F . (2.11.4) 

Докажем эти соотношения. 

Для градиента скалярной функции рассмотрим дивергенцию т е н з о р а / Е : 

V • М = ек Л- • fSlfe,ef = (ёк • ё, )^Slfef = 
/, Эх, 

= S/sJ^e =Sr^e =^ё =Vf, 
к' " дхк ' kj дхк ' dxf ' 

тем самым мы получили вектор, который и является градиентом скалярной 

функции. 

Для соотношения (2.11.2) дивергенция тензора третьего ранга дает: 

в результате мы получили тензорную величину второго ранга - градиент век­

тора. 



440-

Отметым, что совсем другой результат дает выражение 

Действительно: 

V-(v®E) = ekj--VjeiSJxeJex = 
dx, 

" Э х , " Эх, [ > -

в итоге получается шаровой тензор, матрица компонент которого: 

'1-V о о 4 

О V • V О 

О О V • V 

Справедливость соотношения (2.11.3) видна из рассмотрения диверген­

ции тензора второго ранга V -3 £ : 

V • (V 5 е) = V • [ к / „ • е^ё&] = V • \ S r y ^ ^ ] = 

_ э ,. . э к - эк, _ 

дх, 

1 = 
Эх, 

_ [ Э К , ЭК ] (ЭК, ЭК. ] f ЭК Э К ] 

= \ Х ^ + ^ J + 4 ^ l 2 + ^ 2
 r e { d t £ " + а Г 2 1 5 J = 

^ Эх, Эх2 J у Эх, Эх, J \кдх2 Эх, J 
= - V x K . 

Следует заметить, что тот же результат дает V • ( J £ • V). 

Выражения (2.11.4) не требуют громоздких доказательств: 

у.у/=г,,J—У g. = <?
 у / =

 у / = А / ; 
/l Эх, Эх ;

 7 Эх/.Эх^ Эх, Эх, 

V • V V = ek es = 8Ь = — = AV. 
1 Эх, Эх, 1 Эх, Эх Эх, Эх, 
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После использования полученных соотношений многие формулы могут 

быть записаны в дивергентном виде. Например, известная [27; 33] формула 

для rot rotV - grad divV - AV, т. е. 

V x ( V x K ) = V ( V - K ) - A K , 

в дивергентной форме записывается следующим образом: 

V X ( V X K ) = V - [ ( V - K ) £ ] - V - V K = V - [ ( V - K ) £ - V K ] . (2.11.5) 

Скалярной ф у н к ц и и / м о ж е т быть сопоставлен вектор V / , что очевидно 

из определения вектора Гамильтона V . Этой функции могут быть сопостав­

лены и тензоры второго ранга: 

- симметричные Vf ®Vf и V V f ; 

- антисимметричный V - ^ / - ( ' ' £ ) j J . 

Их матрицы компонент соответственно: 

К 

Эх, 

Эх, Эх, 

Эх, Эх2 Эх, Эх, 

Эх, Эх, Эх, Эх, 

Эх2 Эх, 

Эх, 

О 

э 2 / э 2 / 
дх] Эх,Эх2 Эх,Эх, 

э 2 / э 2 / 
Эх2Эх, Эх2 Эх2Эх, 

э 2 / э 2 / 
Эх,Эх, Эх,Эх2 дх: 

дх. 

дх, 

Ж. 
дх2 

к. 
дх, 

Также антисимметричным тензором второго ранга является и другая 

форма записи в виде V / - ( 3 £ ) : 
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V / - ( 3 e ) = V - [ / ( 3 e ) ] . (2.11.6) 

Во многих случаях, в частности при выводе уравнения Бернулли, в урав­

нении Эйлера для идеальной жидкости требуется представить член —V/? в 
Р 

виде некоторого градиента. Если жидкость несжимаемая (т. е. р=const), то это 

очевидно: 

-Lv/? = V ^ . (2.11.7) 

Р Р 

Если же имеет место течение газа, который будем считать совершенным (т. е. 

подчиняющимся закону Менделеева-Клайперона , причем показатель адиа­

баты k=const), то обычно, если движение баротропное (плотность зависит 

только от давления) , вводят в рассмотрение баротропную функцию (функцию 

давления) : 

(2.11.8) 

и правую часть в выражении (2.11.7) записывают в виде V P . 

Однако слагаемое —Wp можно представить в градиентном виде и по-
Р 

другому, используя очевидное равенство: 

Р Р Р~ 

откуда сразу следует: 

±Vp = vE + JLvp. (2.11.9) 
Р Р Р~ 

Видно, что свойство сжимаемости приводит по сравнению с выражением 

(2.11.7) к добавочному слагаемому — V / ? , которое также можно привести к 

градиентному виду. 
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Рассмотрим этот вопрос подробно, выполняя соответствующие вы­

кладки для каждого вида термодинамического процесса при течении совер­

шенного газа. 

1. При изотермическом течении из уравнения Менделеева-Клайперона: 

Р Р Рп Р — = COnSt , — = — , р - р . 

Р P PD А, 

где р0 , р0 - параметры газа в некотором фиксированном состоянии. Тогда 

добавочное слагаемое: 

4 V p = A l v p = ^ L V l n ^ - = V ^ l n ^ , 
Р" Ро Р А» А» А» А» 

и формула (2.11.9) приобретает вид: 

—Vp = V 
Р _А Ро Ро_ 

А поскольку первое слагаемое в скобках является константой, то окончательно 

имеем: 

Р 

или, что то же самое: 

Р 

А) А). 

А) Ро. 

(2.11.10) 

(2.11.11) 

В итоге уравнение Бернулли для изотермического течения идеального газа 

принимает вид: 

V2 р{) р 
— + — I n — = const, 

2 Ро Ро 

или, учитывая , что в фиксированной точке с параметрами р{), р{) на рассмат­

риваемой линии тока скорость частицы газа равна Vo\ 

2 Ро Ро 2 
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2. Для адиабатического течения, когда: 

где к - показатель адиабаты, добавочное слагаемое в формуле (2.11.9) прини­

мает вид: 

Р2 РЛРУ Ро {к-\)р{) 

чА-Г 

Р_ 

{Ро 

= v 
1 А) 

( * - i ) a > 

(2.11.12) 

Тогда формула (2.11.9) для этого случая течения приобретает вид: 

Р 

Р ! 1 А ) | А (2.11.13) 

Поскольку первое слагаемое в скобках можно представить в виде: 

Р Ро 

Р_ 

кРо 

то формула (2.11.13) запишется как: 

к Ро 

( * " 0 А > Ро 

или, через изменения давления: 

- V p = V 
Р 

к Ро Р 
( М 

В итоге уравнение Бернулли для струйки совершенного газа при его адиаба­

тическом движении имеет вид: 



У1
 , Ро к 

(±1) 

= const. (2.11.14) 
2 A ) ( * - O l A ) . 

Учитывая , что в фиксированной точке на данной линии тока с параметрами ро, 

ро, скорость равна Уо, уравнение (2.11.14) будет иметь вид: 

2 ' р0{к-\){р0) 2 р0{к-\)' 

или, в несколько другом виде: 

[к-]) 

(2.11.15) 

Для задачи истечения газа из бесконечно большого объема когда V{)~0, от­

сюда получаем известную формулу Сен-Венана и Ванцеля [33]: 

j/2 =

 2к р{) 

(к~\)р{) 

[к-\) 

1 - (2.11.16) 

3. Для политропного процесса с показателем политропы п, 0 < п < °°, пФ\ и 

уравнением — = const имеют место формулы для адиабатного течения 
Р" 

(2.11.12) - (2.11.16), в которых показатель адиабаты к заменен на показатель 

политропы п. 

2.12. О В Я З К О С Т Я Х ц И X 

Тензор напряжений Коши а , который всегда симметричен по опреде­

лению, для течения вязкой жидкости обычно представляют в виде: 

0 = -рЕ+т, (2.12.1) 

где р - давление, т_ - тензор вязких напряжений. Тензор т_ равен нулю для 

идеальной жидкости, в отличие от жидкости, обладающей вязкостью. При 

этом в ламинарном режиме , т_ является тензором чисто вязких напряжений, а 
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при турбулентном течении он включает в себя, помимо вязких, еще и турбу­

лентные напряжения. 

В общем случае течения вязкой жидкости тензор напряжений г_ ли­

нейно связан с тензором скоростей деформаций S: 

r = 5 : ( J C ) , (2.12.2) 

где 4 С - тензор материальных констант. В компонентной форме эту формулу 

можно представить в виде: 

Tb=SiJCJIJt®e,. 

Тензор четвертого ранга 4 С , имеющий 81 компоненту, переводит тензор S в 

тензор т_. Однако, вследствие симметрии тензоров S и т_ остается лишь 36 

различных между собою компонент тензора 4 С . При записи выражения 

(2.12.2) через эти 36 коэффициентов , двойные индексы у компонент тензоров 

напряжений и скоростей деформаций, следуя Ламе [53; 64], удобно заменить 

на одинарные, которые меняются от 1 до 6: 

^11 = ^ 1 ' ^22 = ^ 2 ' ^33 = ^ 3 ' ^11 = ^ 1 ' ^22 = ^2 ' ^33 = ^ 3 ' 

^23 = ^ 4 ' ^13 = ^ 5 ' ^12 = ^ 6 ' ^23 = ^ 4 ' ^13 = ^ 5 ' ^12 = ^6* 

После перехода таким способом к шестимерному пространству, соотно­

шение (2.12.2) в компонентном виде запишется следующим образом: 

T K = S M c . w k ; К,М=12,3,4,5,б. 

Теперь 36 компонент тензора материальных констант обозначены как Смк, а 

заглавные латинские буквы использованы как индексы, пробегающие значе­

ния от 1 до 6. Матрица материальных констант приобретает следующий вид: 

(С M l сп См С 1 5 Q , 

с„ Сгг с2, С» с» 
с „ Сп с,, с» с „ см 

Q , с» О , с» Q , с* 
Q . с 5 2 с 5 , с» с » 
с са Q.4 Q.5 
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М о ж н о показать, что эта матрица симметрична, т. е. Смк = Скм, и различными 

константами оказываются л и ш ь 21 из 36. Дальнейшее уточнение матрицы Смк 

возможно после разделения сред на анизотропные (свойства которых зависят 

от направления) и изотропные. В общем случае для анизотропных сред коли­

чество констант - 2 1 , однако часто даже анизотропные материалы имеют плос­

кости или оси симметрии. Это приводит к дальнейшему у м е н ь ш е н и ю числа 

независимых констант материалов. Так, если в некоторой точке существует 

плоскость симметрии свойств материала (т. е. константы Смк имеют одинако­

вые значения для любой пары систем координат, которые получены одна из 

другой отражением относительно указанной плоскости) , то число независи­

мых констант сокращается до 13. Если среда обладает тремя взаимно перпен­

дикулярными плоскостями симметрии, то она называется ортотропной, а мат­

рица такого материала в системе координат, плоскости которой совпадают с 

плоскостями симметрии, имеет вид: 

Сп С.З 0 0 0 ^ 

Си Сп 0 0 0 

Q , 0 0 0 

0 0 0 Си 0 0 

0 0 0 0 Q 5 
0 

0 0 0 0 0 с 

Несложно видеть, что здесь независимых констант девять. 

Говорят, что в некоторой точке существует ось симметрии свойств по­

рядка N , если существует набор направлений, эквивалентных свойств матери­

ала, которые совпадают при повороте относительно оси на угол — . Некото-

N 

рые случаи осевой и плоской симметрии эквивалентны. 

Для изотропных сред любая плоскость и любая ось являются плоско­

стью и осью симметрии. В этом случае число независимых материальных кон­

стант сводится к двум [53; 64], а матрица Смк принимает вид: 



л л 0 0 0 

Л Л + 2/и л 0 0 0 

Л Л Л + 2/J 0 0 0 

0 0 0 м 0 0 

0 0 0 0 м 0 

v 0 0 0 0 0 м 

Здесь эти независимые константы обозначены как Л и ц. 

Постоянные Ли ц называются постоянными Ламе и имеют смысл вязко­

стен, их размерность - Па с, причем ц носит наименование динамической вяз­

кости. Тогда соотношение (2.12.2) принимает вид: 

T = A(trS)E + 2juS, (2.12.3) 

где trS - след тензора (сумма его диагональных компонент в матрице компо­

нент), который, как известно, определяется формулой: 

trS = S:E = V-V, (2.12.4) 

т. е. имеет смысл дивергенции поля скоростей жидкости. 

Целесообразно заметить, что большинство сред, интересных с точки зре­

ния практических приложений, можно считать изотропными. Это и различные 

конструкционные материалы (стали, пластмассы) , и жидкости (как капельные, 

так и газы). Однако встречаются также материалы с ярко выраженными ани­

зотропными свойствами. Среди конструкционных материалов такими свой­

ствами обладают древесина, древесно-слоистые пластики, композитные мате­

риалы. Среди жидкостей можно указать, например, жидкие кристаллы. Кроме 

того, в турбулентном режиме течения все жидкости становятся анизотроп­

ными. 

С учетом выражений (2.12.3) и (2.12.4) тензор напряжений <7 в движу­

щейся вязкой жидкости записывается в виде: 
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q = -pE + X(V-V)E + 2juS. (2.12.5) 

Величина divV-VV характеризует скорость объемного расширения (сжа­

тия) жидкости, ее физический смысл виден из формулы: 

V dt 

где V, MJ - рассматриваемый объем жидкости. 

Возьмем след тензорного равенства (2.12.5). Для левой части: 

tro = <7,, + <Jn + <т,, = в. 

Величина равная сумме диагональных компонент тензора с , равна следу 

правой части выражения (2.12.5), т. е. можно записать: 

0 = -3p + 3A(V-V) + 2ju(V-V). (2.12.6) 

Отсюда скорость объемного расширения (сжатия): 

У - К = З р + в . (2.12.7) 
ЗЯ + 2// 

Когда жидкость находится в равновесии, т. е. V- У = 0, а также при достижении 

покоя, величина в — —3р. Если же этого нет, то 0ф—3р. 

Пусть в рассматриваемой точке внезапно возникнет давление р , не рав­

ное д а в л е н и ю р окружающей среды, т. е. р' Ф р. Тогда величина в будет равна 

0——Зр , и возникнет движение жидкости, причем скорость ее объемного рас­

ширения будет: 

у у - ЪР-ЪР _ Р-Р 
и + 2^ лЛр 

3 й 

Величину в знаменателе правой части называют объемной (второй) вязкостью 

и обозначают С: 
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£ = Л + | / / . (2.12.8) 

Тогда предыдущая формула перепишется в виде: 

С 

Отсюда видно, что если р < р, то величина V - V >0 и наоборот. После исте­

чения некоторого времени возмущение рассасывается, исчезает, давление 

//—>/?, жидкость возвращается в исходное состояние: V - V —»0. 

Объемная вязкость - это свойство жидкости, характеризующее необра­

тимое превращение механической энергии в теплоту при объемных деформа­

циях, которое проявляется особенно сильно при распространении звуковых 

колебаний. Значение С определяется по измерениям коэффициента поглоще­

ния звука в среде. Величина С обычно уменьшается при повышении темпера­

туры и увеличивается с повышением давления. Вязкости СГ и ц являются вели­

чинами одного порядка только в некоторых жидкостях, в большинстве же слу­

чаев величина С намного превосходит величину ц (Таблица 2.1). 

Таблица 2 .1. Значения /л и (/ju для некоторых жидкостей 

Жидкость Температура, °С JLI, 1 0 " 3 П а с ОМ 

Вода 15 1.1 2.81 

Глицерин -14 61600 1.03 

Бензол 20 0.65 130 

Сероуглерод 20 0.36 1600 

В гидродинамике жидкость называют стоксовой ньютоновской, если 

объемная вязкость С=0. В этом случае V - V —>°°, т. е. скорость изменения объ­

ема является бесконечно большой, возмущение распространяется бесконечно 

быстро. Модель стоксовой ньютоновской жидкости является наиболее ис­

пользуемой в современной гидродинамике вязкой жидкости [33; 72], для нее, 

согласно (2.12.8), имеем: 



• Ш 

Я = - | А - (2.12.9) 

При этом выражение (2.12.6) дает в = —3р. Тогда согласно формуле (2.12.5) 

реологическим соотношением будет следующее выражение: 

a = -pE~ju{f - V)E + 2juS, (2.12.10) 

или, в терминах компонент: 

После подстановки соотношения (2.12.10) в уравнение движения сплошной 

среды в напряжениях (2.4.1) получаем векторное уравнение Навье-Стокса: 

p ^ = -v\p + l/U-pyV-{2/iS) + pf. (2.12.11) 

В более развернутой форме, после подстановки выражения для тензора 

скоростей деформаций имеем: 

/ ? ^ = - V / ? - | v ( / / V K ) + v ( 2 . 1 2 . 1 2 ) 

Это уравнение справедливо для общего случая движения жидкости - и когда 

жидкость сжимаема, и когда вязкость является переменной, р-р(г). При 

этом второе, третье и четвертое слагаемые правой части этого уравнения - гра­

диент скалярной функции и дивергенции тензорных величин могут быть раз­

вернуты и дальше, если воспользоваться очевидными равенствами: 

V ( / / V • v) = (V • V)Vp + pV(v • v), 

V [pVv) = Vp-VV + pAV, 

V - ( / / V K 7 ) = V / / - V K 7 + / / V ( V - K ) . 

Если вязкость постоянна p = const, то уравнение (2.12.12) дает: 
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p ^ = -Vp + ̂ pV(V v) + juAV + pf, (2.12.13) 

а если к тому же жидкость и несжимаема, то имеем: 

p— = -Vp + juAV + pf. (2.12.14) 
dt 

Уравнение Навье-Стокса (2.12.11) для общего случая движения жидко­

сти может быть записано в дивергентном виде, если раскрыть оператор мате­

риальной производной, а также представить массовую силу / в поле сил тя­

жести согласно (2.7.4) через ее потенциал U(г), / = -VU, U' = gz (считая, 

что ось z направлена вертикально вверх): 

p + ^jLN-V \E-pV®V + jLNV + jLNVT -pVU (2.12.15) 

Для несжимаемой жидкости это уравнение упрощается (p=const, V • V - 0 ) : 

p ^ = -V[(p + pU)E-pV®V-juVV^. (2.12.16) 

В случае стационарного течения несжимаемой жидкости с постоянной 

вязкостью это уравнение принимает простой дивергентный вид: 

V-[(p + pgz)E-pV® V-juVV^ = 0 (2.12.17) 

Если же объемная вязкость £ Ф 0, т. е. ньютоновская жидкость не явля-

2 
ется стоксовой, то А = ——р + £, и вместо формулы (2.12.10) реологическим 

соотношением будет: 

а = - Р Е - ( - р - С (V-V)E + 2MS, (2.12.18) 
v 3 

или, обозначая шаровую часть тензора напряжений через р : 

p'=p + ( ^ M - A v - V . (2.12.19) 



В итоге можно записать: 

a = -p'E + 2juS, (2.12.20) 

(2.12.21) 

Взяв операцию получения следа для правой и левой частей этого выражения, 

получаем, как и в случае формулы (2.12.6): 

e = -3p'+2ju(V-v), 

или, учитывая (2.12.19): 

в = -Зр - (2р - ЗС) V • V + 2//V • V , 

т. е. имеем: 

в = -Зр + ЗСУ-У, 

откуда скорость объемного расширения: 

Зр + в 
ЗЛ + 2р 

что совпадает с формулой (2.12.7), как и следовало ожидать . 

Уравнение движения такой ньютоновской жидкости с объемной вязко­

стью £ будет выглядеть так: 

dV 
p— = -Vp+V-2pS + pf, (2.12.22) 

где р определено выражением (2.12.19). 

В компонентном виде: 

— ' - + }'•.— 
dt 1 dx, dx, dx, 3 И )dxk dx, ydxf dxf 
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2.13. Д И Ф Ф У З И Я И О С Н О В Ы М А С С О П Е Р Е Н О С А 

Рассмотрим среду из п компонент. Каждая компонента рассматривается 

как сплошная среда с полем массы переменной плотности. Следовательно, мо­

делью «-компонентной смеси является суперпозиция таких сплошных сред 

(концепция вложенных сред). Согласно этой концепции в любой точке про­

странства, занятого смесью, сосуществуют материальные частицы различного 

сорта, различные компоненты смеси. Каждому компоненту присваивается 

свой индекс, например, ра, V" - плотность и скорость компонента а соответ­

ственно. Эти величины связаны с плотностью среды в целом следующими со­

отношениями: 

Р = ±Р", pv = ±p-v: (2.13.1) 

Далее для каждого компонента а следует записывать свои уравнения баланса. 

Рассмотрим случай, когда при течении смеси в ней к тому же происходят 

химические реакции. Тогда уравнение неразрывности для компонента а имеет 

следующий вид: 

*£- + V \p°V°) = {p'\ , (2.13.2) 

где (ра) - скорость изменения плотности компонента а в результате хими­

ческих реакций. Эта скорость определяется согласно законам химической ки­

нетики [53]. 

Если теперь просуммировать уравнения (2.13.2) по всем а, то, учитывая 

(2.13.1), то получится обычное уравнение неразрывности (2.3.1), описываю­

щее поведение всей смеси в целом. После такого суммирования в правой части 

будет стоять ноль, так как увеличение массы одного компонента смеси урав­

новешивается уменьшением массы другого. 
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Уравнение (2.13.2) полезно переписать в несколько ином виде, вводя в 

рассмотрение безразмерную величину Са - массовую концентрацию компо­

нента а: 

С*=£; Ус* = \, (2.13.3) 
Р а 

и величину диффузионного потока компонента а относительно центра масс 

движущегося со скоростью V элементарного объема смеси: 

]а=ра(уа-У) = райа, (2.13.4) 

где й" - скорость диффузии компонента а. 

Теперь, используя уравнения неразрывности для всей смеси в целом и 

формулу для дивергенции скалярной и векторной функций, левую часть 

(2.13.2) можно преобразовать так: 

Используя обозначения (2.13.3) и (2.13.4), можно вместо уравнения не­

разрывности для компонента а (2.13.2) записать уравнение диффузии в виде: 
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Р ^ Г ^ - Г = {ра) • (2.13.5) 

dt v /v"" 

Величина j a - вектор плотности диффузионного потока, он характеризует 

поток массы компонента а через единичную поверхность в единицу времени 

и имеет размерность кг/(м2-с). 

Правую часть уравнения (2.13.5) удобно представить в виде: 

где Wa - скорость изменения концентрации компонента а в результате всех 

химических реакций, которая рассчитывается по законам химической кине­

тики. Тогда уравнение баланса массовой концентрации компонента а прини­

мает вид: 

р ^ = -УГ + р*>", (2.13.7) 
at 

который широко используется в современной литературе [53; 71]. 

Уравнение (2.13.7) может быть записано в дивергентном виде. Для этого 

необходимо преобразовать его конвективную часть следующим образом, учи­

тывая уравнение неразрывности для всей смеси в целом: 

р{\'. у ) с * = pV • VCa + Ca^pV • V + V • V/? + | ^ 

= C a ^ - + W-(pCaV). 
at 

Тогда уравнение (2.13.7) принимает дивергентный вид: 

дрСа 

+ V-(pCaV + j a ) = pwa. (2.13.8) 
dt 

Массовая скорость образования компонент определяется следующим 

выражением: 

Г .. , 
Р pwa = та^(у]а - vs

( 

* / П 5 с 1 - * . " П 5 С ' 
(2.13.9) 
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где v" и v s

a - стехиометрические коэффициенты реагентов и продуктов ре­

акций, к* и к~ - коэффициенты скоростей прямой и обратной реакций, знаки 

обозначают суммирование и произведение величин соответственно. 

Суммирование производится по всем 5=1,2, . . . , / реакциям, в которых участ­

вует компонента а. 

Если в смеси химических реакций не происходит, то wa = 0, и уравнение 

баланса массовой концентрации компонента а принимает вид: 

^ ^ - + W-(pCaV + j a ) = 0. (2.13.10) 
dt v ' 

В простейших моделях диффузионных процессов интенсивность (плот­

ность) диффузионного потока компонента а связывается, по аналогии с зако­

ном теплопроводности Фурье (2.8.3), с градиентом концентрации УСа с по­

м о щ ь ю закона Фика: 

]a=-pDaVCa. (2.13.11) 

Знак минус показывает, что этот поток направлен из областей с большей кон­

центрацией компонентам в сторону области с меньшей концентрацией. В этой 

формуле D" - эффективный коэффициент д и ф ф у з и и , м 2 / с , который считается: 

- либо одинаковым для всех компонент (бинарная модель) ; 

- либо вычисляется по формуле Уилки [71 ; 72]: 

{,» т")1 uSUm'D*' 

где ГУ'Р - бинарные диффузионные коэффициенты, та - молярная масса ком­

понента а, т - молярная масса всей смеси. При равенстве коэффициентов диф­

фузии отдельных компонент Da^=D получаем, что эффективный коэффициент 

диффузии равен Da=D и закон Фика (2.13.11) принимает упрощенный вид: 
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ja=-pDVCa. (2.13.12) 

Учет многокомпонентности смеси приводит к появлению критерия по­

добия Шмидта : 

*•••&• 
которое характеризует соотношение между молекулярным переносом им­

пульса и переносом массы компонента а. Здесь // и р- динамическая вязкость 

и плотность всей смеси соответственно. Тогда закон Фика (2.13.11) можно 

представить в форме, аналогичной форме (2.8.4) для закона теплопроводности 

Фурье: 

] а = - ^ с " - (2.13.13) 
Sc 

В случае равенства коэффициентов диффузии отдельных компонент выраже­

ние (2.13.13) может быть записано в виде: 

ja=--%-VCa, (2.13.14) 
Sc 

v 
где число Ш м и д т а имеет вид: Sc- — . 

Если принять допущение о подобии тепловых и диффузионных полей, 

V 
то число Ш м и д т а можно приравнять числу Прандтля Рг = —, где а - коэффи-

а 

циент температуропроводности. Тогда выражение (2.13.14) приобретает сле­

д у ю щ и й вид: 

Рг 

Перенос вещества происходит не только под действием градиентов кон­

центраций, но и под действием градиентов температур (эффект Соре) . Этот 

эффект «термодиффузии» в бинарной смеси учитывается добавочным слагае­

мым в законе Фика: 



] а = -pDVCa - p^rVT, (2.13.15) 

где Dr - коэффициент термодиффузии, м2/с. 

Явление, обратное эффекту термодиффузии, называется эффектом Д ю -

фура. Разность концентраций вещества вызывает разность температур в смеси. 

Этот эффект учитывается поправкой в законе теплопроводности Фурье: 

q = -XVT - pDY^haVCa , 

где ha - энтальпия компонента а, Дж/кг; D- коэффициент диффузии . Эту фор­

мулу с учетом закона Фика можно представить в виде: 

q = -AVT-^haja. (2.13.16) 

а=\ 

Здесь эффект термодиффузии в выражении для j а не учитывается , поскольку 

вклад его в перенос энергии как правило незначителен. 

При решении задач массообмена (по аналогии с процессом теплооб­

мена) вводится коэффициент массообмена /?, м/с (аналогичный коэффициенту 

теплоотдачи а). Тогда, по аналогии с законом Ньютона-Рихмана в теории теп­

лопередачи, для массообмена между стенкой и жидкостью можно записать 

следующее выражение для величины плотности потока компонента а: 
Г = РР(С:-С;), (2.13.17) 

где С" и С" - массовые концентрации компонента а на стенке и в жидкости, 

ее омывающей , соответственно. В этом случае возникает диффузионное число 

Нуссельта 

Nu„=^. (2.13.18) 

где / - характерный размер, D - коэффициент диффузии . 

Молярная масса т смеси определяется соотношением, связывающим 

концентрации компонент Са и их молярные массы та: 



440-

кг/кмоль. (2.13.19) 

t -

Энтальпия смеси И вычисляется через молярные энтальпии компонент 

И\ их молярные массы та и концентрации: 

h = L ^ T - (2.13.20) 

Кроме массовой концентрации вещества С" - ра/р используют также 

мольную, равную отношению числа молей Na компонент а данной смеси к об­

щему числу молей: 

ya = Na/N, N = ^ N a . (2.13.21) 

а=\ 

Учитывая , что число молей в единице объема равно плотности, отнесенной к 

молярной массе, можно получить такое соотношение: 

У " = К / Ы > » ™ У а = ^ / ± ^ > (2-13.22) 

которое связывает мольную концентрацию с массовой. 

Обратное соотношение выглядит следующим образом: 

Ca = myj= тауа

 ш (2Л323) 
т ^трур 

Коэффициенты вязкости //, Пас, и теплопроводности Я, Вт/(мК), смеси 

определяются через коэффициенты вязкости и теплопроводности компонент 

из аппроксимационных формул Уилки и Масона-Саксены соответственно [71 ; 

72]: 



I* a 

A = a=\ 

Cpma 
(2.13.25) 

1.065 -Y^Cf 
Camp 

-0 .065 

где Cf= 1 + 

J 

2.14. С И С Т Е М А У Р А В Н Е Н И Й Д В И Ж Е Н И Я 

М Н О Г О К О М П О Н Е Н Т Н О Й Ж И Д К О С Т И 

Течение многокомпонентной реагирующей смеси описывается систе­

мой уравнений, включающей в себя уравнения неразрывности, диффузии , дви­

жения, энергии, и термическое уравнение состояния. 

Уравнение неразрывности в бескомпонентной форме записи имеет вид: 

где р и V - плотность и скорость жидких частиц для всей смеси в целом. 

Уравнения диффузии для каждой компоненты смеси: 

Уравнение движения сплошной среды в напряжениях для компоненты а 

имеет структуру уравнения (2.5.1) и содержит дополнительные члены, учиты­

вающие обмен количества движения между диффузионными потоками раз­

личных компонент, а также изменение количеств движения самих диффузион­

ных потоков по мере протекания химических реакций при наличии последних. 

В результате, уравнение движения для компоненты а принимает вид: 

(2.14.1) 

дрС 
dt 

+ V (рСаУ) = - V • j " + pw", а = 1,2,...,;?. (2.14.2) 



p«?L- = V.g" + p*f" + р ' ^ У Т ~ fw«, (2.14.3) 
dt ^ 

где - постоянный коэффициент передачи импульса от компоненты /3 к 

компоненте а. 

Для смеси в целом уравнение движения имеет обычный вид (2.4.1), так 

как добавочные члены компенсируют друг друга. Представляя тензор напря­

жений в виде о = -рЕ + т, где Т - тензор вязких напряжений, уравнение дви­

жения смеси можно представить в следующем дивергентном виде: 

+ V - (pV ®V) = -Vp + V - т + pf. (2.14.4) 

Уравнение энергии для отдельной компоненты а также имеет в правой 

части добавочные члены, подобные таковым в уравнении диффузии (в том 

числе и энергию, вследствие химических реакций) . В результате уравнение 

полной энергии в форме переноса энтальпии торможения можно записать в 

виде: 

ра— \ha+— l = ̂ - V . ( ^ f f + / i f f 7 f f ) + V . ( i f f - K f f ) + / 9 X w f l r

9 dt{ 2 J dt v 7 v ' 

где ha - удельное теплосодержание компоненты a, h" - энтальпия образова­

ния, представляющая собой количество энергии, выделяющееся (поглощае­

мое) в результате образования единицы массы компоненты а из свободных 

элементов в стандартных условиях в химической реакции. Значения h£ содер­

жатся в справочниках в виде таблиц. Так, для кислорода О2 hfi = 0, для окиси 

углерода СО h° — 279 кДж/моль. Перевод мольной энтальпии в массовую не­

сложен - он осуществляется делением на молярную массу компонента. 

Для всей смеси в целом, после суммирования по всем а = \,2,...,п, урав­

нение энергии принимает вид: 



• Ш -

J/2 

где 4 = /? + — — энтальпия торможения . Энтальпия смеси - величина h - вы­

ражается через мольные энтальпии компонент согласно соотношениям 

(2.13.20): 
, ^ C a h a 

Н = 2^—2-,Дж/кг 
та 

в которых мольная энтальпия компонента а смеси может быть записана через 

мольные энтальпии компонент в виде: 

Иа = А£ + Са

рТ, Дж/моль (2.14.6) 

где С" - удельная мольная теплоемкость компонента а. Для всего газа 

С„ 
Ср = ̂ СрСа, Дж/(моль'К), удельная массовая теплоемкость - ср = — , где 

m - молярная масса смеси. 

Следует отметить, что в формуле (2.14.6) энтальпия представлена как 

линейная функция температуры. Однако иногда приходится использовать бо­

лее сложные зависимости h" = f(T), например 

ha = а" + а"Т + а"Т2 +..., 

где tff - некоторые константы. 

Формула (2.14.6) позволяет выразить температуру через энтальпию 

смеси. Действительно, если умножить левую и правую части на отношение 

С°I'та и просуммировать по всем компонентам а, то получится следующее 

выражение: 



" Caha 

h = c ? + Y ^ T , (2Л4.7) 

a=\ m 

где Cp — изобарная массовая теплоемкость , Дж/(кг'К). Отсюда можно выразить 

температуру смеси через энтальпии компонент. 

Заметим, что введение в рассмотрение температуры имеет смысл лишь 

для термодинамически равновесных процессов. Систему же, выведенную из 

состояния равновесия, нельзя характеризовать температурой как единым па­

раметром, одинаковым для всех составляющих системы. В подобных случаях 

необходимо вводить несколько температур, соответствующим разным энерге­

тическим состояниям. 

Последнее уравнение системы уравнений движения - уравнение терми­

ческого состояния смеси идеальных газов, которое записывается в следующем 

виде: 

p = pRT/m, (2.14.8) 

где R - универсальная газовая постоянная, Дж/моль; т - молярная масса 

смеси, определяемая уравнением (2.13.19). 

Для выполнения расчетов течений реагирующих смесей необходимо вы­

числять скорость образования компонент в процессе химических реакций 

wa. Это можно сделать на основе соотношения (2.13.9). В нереагирующих по­

токах многофазных средах wa = О, и, кроме того, в уравнениях исчезают 

члены, содержащие энтальпию образования компонент. 

Окончательно система уравнений, описывающая движение многофаз­

ной среды, содержит п уравнений баланса массовой концентрации для каж­

дого компонента (2.14.2), три скалярных уравнения - неразрывности (2.14.1), 

энергии (2.14.5) и состояния (2.14.8), и одно векторное уравнение движения 

(2.14.4). Эти уравнения используются для нахождения трех скалярных вели­

чин р, р, Г (или И) и одной векторной - скорости V. 



Для замыкания этой системы необходимо записать определяющие урав­

нения для величин т, j , q. Такими уравнениями будут (2.12.3), (2.13.14) и 

(2.8.4). 

Таким образом, система уравнений движения многокомпонентной 

смеси в индексной форме имеет вид: 

dp ^ dpVj 

dt дх, 
= 0 , 

dpV, д ( ..... dp Эг 

dt dx, dx, 

dPca d , ^ a i / , э ; ; 

(2.14.9) 

(2.14.10) 

(2.14.12) 

здесь 

T9 =f\ 
v дх, dx ; j 

2 dVj. _ 

a _ paCa 

Jj = 
Pr a*, 

p dh 

Pr Эх, 

(2.14.13) 

(2.14.14) 

(2.14.15) 

km" 

Уравнение состояния (2.14.8) справедливо лишь для идеального газа. 

Для реального газа или капельной жидкости его надо заменять на другое, со­

ответствующее фазовому состоянию вещества [37]. 
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Следует отметить также, что данная система справедлива лишь для ла­

минарного режима движения смеси. Турбулентное движение многокомпо­

нентных смесей будет рассмотрено ниже. 

2.15. О Б О Б Щ Е Н Н О Е У Р А В Н Е Н И Е П Е Р Е Н О С А 

Рассматривая уравнения движения и энергии, можно заметить, что их 

структуры близки: в левой их части стоит оператор — , а в правой - оператор 

dt 

дивергенции, примененный к линейной функции от градиента рассматривае­

мой величины. Для уравнения движения этой величиной является вектор ско­

рости V, а для уравнения энергии - энтальпия И. Для несжимаемой жидкости 

их можно записать следующим образом: 

Остальные слагаемые опущены для краткости записи. Под знаками диверген­

ции здесь стоят также коэффициенты переноса - кинематическая вязкость и и 

коэффициент температуропроводности <з, связанные с коэффициентами дина­

мической вязкости ц и теплопроводности Л следующими зависимостями: 

ностьл^ 2 /с . Уравнения (2.15.1) и (2.15.2) в литературе именуют также уравне­

ниями переноса импульса и энтальпии соответственно. 

Для описания диффузионных процессов используется дополнительно 

уравнение диффузии , переноса концентрации С, которое имеет аналогичную 

структуру, аналогичную уравнениям (2.5.1) и (2.5.2): 

(2.15.1) 

(2.15.2) 

v = ju/ р, а- Л/ рср . Эти коэффициенты переноса имеют одинаковую размер-
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р — +{VV)C = V - p D V C - i - . . . , 
(2.15.3) 

где D - коэффициент диффузии , имеющий ту же размерность, что и величины 

v и а. 

Записанные уравнения можно переписать в дивергентном виде: 

Таким образом, можно полагать, что если поток жидкости характеризуется по­

лем некоторой величины Ф (которая может быть тензором любого ранга) , то 

уравнение переноса для нее имеет следующий вид: 

где Г ф - коэффициент диффузии, имеющий размерность м2/с, 5"ф - источни-

ковый член, характеризующий скорость порождения величины Ф на единицу 

объема жидкости (например, для уравнения переноса количества движения , 

Стремление к единообразию в определении зависимых переменных, вы­

званное с одной стороны требованием консервативности при записи уравне­

ния, а с другой - удобством программной реализации, и обусловило введение 

обобщенной дивергентной формы (2.15.4) в пакетах прикладных программ. 

Универсальность уравнений переноса (уравнений сохранения) выража­

ется в полной аналогии структуры этих уравнений. Эта структура не зависит 

от вида переносимой субстанции, будь то масса, энергия, импульс, энергия 

(температура) , концентрация вещества и др. Аналогичная универсальность 

(2.15.4) 

это - V p ) . 



имеет место для определяющих уравнений. Достаточно вспомнить реологиче­

ское соотношение Ньютона, закон теплопроводности Фурье , закон Фика для 

пассивной смеси. Они предполагают линейную связь тензора напряжений в 

жидкости с градиентом скоростей, интенсивности теплового потока с гради­

ентом температур, и т. д. 

2.16. Т Е О Р И Я П О Д О Б И Я . К Р И Т Е Р И И П О Д О Б И Я 

Ввиду трудности решения уравнений гидромеханики как аналитиче­

скими, так и численными методами, для большинства практически важных за­

дач большое значение приобретает эксперимент. Однако результаты отдель­

ных экспериментов, проведенных при фиксированных значениях исходных 

физических параметров, трудно распространить на случаи, когда эти значения 

изменились. В этом случае приходит на помощь теория подобия - учение о 

подобии физических явлений. В применении к физическим явлениям теорию 

подобия применяют по двум направлениям: 

1) как средство обобщения результатов математического и физического 

эксперимента; 

2) как теоретическую основу моделирования технических устройств. 

Теория подобия позволяет на основании анализа отдельных опытов или 

численных расчетов получить обобщенные зависимости, связывающие физи­

ческие величины того или иного процесса или явления. Она также дает воз­

можность изучать рабочие процессы технических устройств с п о м о щ ь ю испы­

тания их моделей. 

Теория подобия устанавливает условия подобия физических явлений 

или процессов. Сам термин «подобие» заимствован из геометрии. На Рис. 2.1 

показаны две подобные фигуры - натурный объект и его модель. 



Рис. 2.1. Геометрическое подобие: а) - модель, б) - натурный объект 

Для геометрического подобия фигур требуется пропорциональность со­

ответствующих сторон модели и натуры. Так, если длина какой-либо стороны 

модели L„, а длина сходственной стороны натуры L , h то их отношение называ­

ется масштабом и обозначается: 

" • = 7 7 -

Для реализации подобия физических явлений и процессов необходимо 

иметь не только пропорциональность геометрических параметров, но и про­

порциональность физических характеристик (скоростей, давлений, сил и мо­

ментов, и т. д.). Такая пропорциональность обеспечивается критериями (чис­

лами) подобия. 

Чтобы определить эти критерии для течения вязкой жидкости запишем 

уравнения Навье-Стокса и запишем размерности входящих в него величин. 

Пусть масштаб длины обозначается L , масштаб скорости - V, масштаб вре­

мени - г, давления - Р, плотности - р, вязкости - //, и т. д. Очевидно, что раз­

мерность оператора Гамильтона - 1/L, оператора Лапласа - 1/L2. После указа­

ния размерностей членов разделим их на размерность конвективного слагае­

мого, в результате получим следующее: 



Получившиеся безразмерные комплексы представляют собою критерии 

подобия, и имеют следующие обозначения: 

Ут 
- Sh = — — число Струхаля представляет собой отношение сил инерции 

(обусловленных нестационарностью явления) к конвективным силам 

инерции движущейся жидкости, оно характеризует подобие нестацио­

нарных процессов; 

р 
- Ей = ^ ~ ч и с л о Эйлера представляет собой отношение сил давления к 

конвективным силам инерции; 

- Re = £ ¥ L L - KLL - число Рейнольдса представляет собой отношение кон­

вективных сил инерции к силам вязкости, оно характеризует подобие 

сил, обусловленных свойством трения среды; 

V 
- Fr=- I — - число Фруда представляет собой отношение конвективных 

сил инерции к силе тяжести, оно характеризует подобие процессов вол­

нообразования на свободной поверхности. 

Критерии подобия содержат характерные величины длины, скорости, 

времени. Выбор этих величин, вообще говоря, произволен, и для каждого те­

чения специально оговаривается. Так, для течения жидкости в трубах и кана­

лах в качестве характерной скорости обычно берут среднюю по с е ч е н и ю / с к о ­

рость: 

v 



• Ш 

K"=?\vdf-
Для прямой круглой трубы радиуса го площадь сечения / = я т 0

2 , величина 

df -2nrdi% где г - радиальная координата, отсчитываемая от оси трубы. 

В этом случае для средней скорости имеем: 

Vv=±]rVdr. 

'о о 

Вычисление по этой формуле требует знания профиля скоростей V(r) по сече­

нию трубы. Но если задан объемный расход О, м3/с, то средняя скорость будет 

Vcp-Q/f. Для круглой трубы радиусом го эта формула дает выражение 

V = - Ц - = - ^ Ц - , где d = 2г{) - диаметр трубы. 
лг~ nd~ 

В качестве характерной длины L для течения в круглой трубе берут ее 

диаметр d. Для каналов некругового сечения вводят понятие эквивалентного 

диаметра: 

d-'-L, 
х 

г д е / - площадь с е ч е н и я , / - смоченный периметр. Для круглой трубы эта фор­

мула дает do = d, что и следовало ожидать . 

Таким образом, для течения жидкости в круглой трубе число Рейнольдса 

определяется так: 

При обтекании плоской пластины длиной L потоком, набегающим со 

скоростью Коо, число Рейнольдса определяется формулой: 

Для других типов течений используются иные записи этой величины. 



Для подобия физических процессов при течениях жидкостей помимо 

геометрического подобия областей течения необходимо также физическое 

(кинематическое и динамическое) подобие, для выполнения которого необхо­

димо обеспечить равенство критериев подобия: 

Sh = idem, Ей = idem , Re = idem, Fr = idem. 

Здесь «idem» означает «то же самое», «одно и то же» значение. 

Заметим, что критерий Эйлера Ей не является определяющим. Он вы­

полняется всегда, если выполняются остальные. В частных случаях стацио­

нарных течений при отсутствии свободной поверхности единственным опре­

деляющим критерием является число Рейнольдса. Для каждого типа течений 

существует свое значение критического числа Рейнольдса ReK p, такое, что при 

Re < ReK p реализуется ламинарный режим течения, а при превышении этого 

значения - турбулентный режим. 

При моделировании конвективного теплообмена вместо критерия 

Фруда используется критерий Грасгофа, который характеризует взаимодей­

ствие сил вязкости и подъемной силы, обусловленной различием плотностей 

соседних частиц жидкости, вызванной разностью их температур А Г. В этом 

случае массовой силой будет не pg, a pgftAT, где J3- коэффициент объем­

ного расширения жидкости, 1/К. Тогда вместо числа Фруда возникает безраз­

мерный комплекс, из которого выделяют квадрат числа Рейнольдса: 

gLfiAT _ gLflATL2 v2 _ Gr 
V1 ~ V1 V2L2 ~ Re 2 ' 

где число Грасгофа: 

Сг = ^ . (2.16.2) 

v~ 

Если в моделируемом процессе существенно влияние сил поверхност­

ного натяжения (например, вследствие процесса брызгообразования при дви­

жении объекта по поверхности жидкости) , то необходимо выполнять критерий 



Ш-

подобия Вебера, который представляет собой отношение конвективных сил 

инерции к силам поверхностного натяжения: 

= (2.16.3) 
сг 

где а - коэффициент поверхностного натяжения. 

Второе уравнение системы (2.4.12) (уравнение неразрывности) новых 

критериев подобия не дает. 

Определим критерии подобия тепловых потоков, для чего подобным же 

образом запишем размерности членов уравнения переноса температуры 

(2.8.13) в поле силы тяжести с учетом (2.8.16) при отсутствии источников 

тепла через выбранные масштабы физических величин аналогично тому, как 

это было сделано для уравнения Навье-Стокса. Введем в рассмотрение харак­

терную температуру Г, далее разделим обе части этого уравнения на размер­

ность конвективного члена, в результате получаем безразмерные комплексы: 

где Ф = 

Релея, v - оператор Лапласа. Появившиеся безразмерные комплексы явля­

ются критериями подобия. Нетрудно заметить, что в левой части появляется 

число Струхаля \/Sh. 

Первое слагаемое правой части приводит к критерию Пекле: 
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(2.16.5) 

который характеризует соотношение между конвективным и диффузионным 

переносом тепла в потоке жидкости. Принимая во внимание, что согласно 

(2.9.1) Я = рса, получаем связь числа Пекле с числом Рейнольдса: 

_ LpcV VLv 
Ре = — = = Re- Pr, 

pea v a 
V 

где появляется новый критерий подобия Рг = число Прандтля, равное от-

а 

ношению коэффициентов кинематической вязкости и температуропроводно­

сти. Этот критерий характеризует подобие гидродинамических и тепловых по­

лей. 

Второй члени уравнения (2.16.4) дает безразмерный комплекс: 

pL _ L р V2 _ Ей V2 

rpcJ^T ~ тУ рУ2 сТ ~ Sh сТ' 

Здесь появился новый безразмерный комплекс состоящий из отношения 
сТ 

квадрата характерной скорости к произведению теплоемкости среды на ее тем­

пературу. Для газообразных сред в качестве характерного масштаба теплоем­

кости можно использовать газовую постоянную Я,Дж/(кг-К), тогда произве­

дение RТ характеризует квадрат скорости звука: а] - yRT, где у - показатель 

адиабаты. Тогда получившийся безразмерный комплекс представляет собой 

квадрат числа Маха: 

У2 У2 

RT а2 

Число Маха: 



4 ^ -

Ма = — (2.16.6) 
ас 

есть отношение характерной скорости потока к скорости звука. Таким обра­

зом, безразмерный комплекс при втором члене уравнения (2.16.4) представ­

ляет собой комбинацию критериев подобия: 

pL _Еи- Мег 
TpcJ/T ~ Sh 

Безразмерный комплекс при третьем члене уравнения (2.16.4) представ­

ляет собой с л е д у ю щ у ю комбинацию критериев подобия: 

gl _gLV2 _ Ma2 

сТ ~ V1 сТ~ Fr2 ' 

Безразмерный комплекс при четвертом члене уравнения (2.16.4) можно 

переписать так: 

рУ _ v V2 _ Мсг 
LpcT~VLcT~ Re ' 

При необходимости учета величины qv - поступления тепла от внешних 

источников - возникает новый критерий подобия - число Больцмана. Вели­

чину qv при наличии лучистого теплообмена необходимо конкретизировать с 

п о м о щ ь ю закона Стефана-Больцмана. Для этого, по аналогии с законом теп­

лопроводности Фурье , можно ввести в рассмотрение вектор плотности тепло­

вого радиационного потока: 

qR=-AttVT (2.16.7) 

где \ - аналог коэффициента теплопроводности для случая лучистого (ради­

ационного) теплообмена, Вт/(мК). Опираясь на закон Стефана-Больцмана его 

можно представить в следующем виде: 

_ 1 6 с т 0 Г 
AR , 

300k 



где (70 =5 .67 Вт/(м2-К4) - постоянная Стефана-Больцмана; к, 1/м - коэффици­

ент ослабления среды, в которой происходят процессы лучистого теплооб­

мена. В итоге, скалярная величина qv может быть представлена в следующем 

дивергентном в виде: 

или, более подробно: 

R { 300k 

Выражая размерность этого слагаемого уравнения энергии через размер-

ности входящих в него членов, получаем: —^-—. Деля эту размерность на раз­

мерность конвективного члена получаем следующий безразмерный комплекс: 

L pcJ/T pcV' 

Обратная величина этого комплекса носит название числа Больцмана: 

Во = ^ . (2.16.8) 

Число Больцмана характеризует радиационно-конвективный теплообмен. 

При решении задач конвективного теплообмена в качестве граничного 

условия I I I рода используется закон Ньютона-Рихмана , в ы р а ж а ю щ и й интен­

сивность теплового потока на стенке через разность температур стенки 7V и 

о м ы в а ю щ е й ее жидкости 7/. 

q=c{Tw-Tf), 

где а - коэффициент теплоотдачи на стенке. С другой стороны, так как вблизи 

стенки имеется слой медленно движущейся жидкости, тепловой поток на 

стенке подчиняется закону теплопроводности Фурье (2.8.3): 



где п - направление нормали к стенке. После приравнивания правых частей 

двух последних выражений, записи их размерностей через соответствующие 

характерные величины и деления их на размерность правой части получаем: 

ЛТ 
аТ — 

Л 1 

Появившийся новый безразмерный критерий - число Нуссельта: 

Nu=^f- (2.16.9) 
Я 

характеризует отношение между интенсивностью теплоотдачи и температур­

ным полем жидкости. 

Если движения жидкости нет, то для твердого тела уравнение энергии 

сводится к уравнению нестационарной теплопроводности: 

ЭТ 
— = aV Г. 

dt 

которое приводит к появлению критерия нестационарности процесса - крите­

рия Фурье: 
FO=^JT' (2.16.10) 

Этот критерий характеризует соотношение между скоростью изменения теп­

ловых условий окружающей среды и скоростью изменения поля температуры 

тела. В этом случае сравнение законов Ньютона-Рихмана и Фурье приводит к 

аналогу числа Нуссельта - числу Био, в котором коэффициент теплопровод­

ности X уже относится не к жидкости, а к твердому телу - материалу стенки, 

омываемому жидкостью: 



Bi = — . (2.16.11) 

К 

Уравнение диффузии многокомпонентной смеси (2.13.10) с учетом за­

кона Фика (2.13.12) после записи размерностей слагаемых через характерные 

масштабы физических величин и последующего их деления на размерность 

конвективного члена дает следующие безразмерные комплексы: 

^ • + V . ( / 7 C ^ ) = V . ( / 7 D V C e ) 

RC RCV RDC > (2.16.12) 

YT YI. 

где С - масштаб массовой концентрации, Do - характерный коэффициент д и ф ­

фузии. 

Безразмерный комплекс в левой части представляет собой \/Sh, а в пра­

вой части появился диффузионный аналог числа Пекле (2.16.5), который 

можно записать в виде: 

VL ~VL~v~ Re^Sc' 

В этом выражении фигурирует диффузионный аналог числа Прандтля - число 

Шмидта : 

Sc= —, (2.16.13) 
D 

которое характеризует отношение между силами вязкости и диффузии в про­

цессе массообмена. 

При решении задач массообмена для стенки, омываемой многокомпо­

нентной смесью, можно сопоставить аналог закона Ньютона-Рихмана 

(2.13.17) с одной стороны, и закон Фика (2.13.12) - с другой. После записи 

размерностей через соответствующие характерные величины и последующего 

деления на размерность правой части, получаем: 



U9-

Pp(c:-C«) = -pD*%-

что приводит к появлению диффузионного аналога числа Нуссельта Nu -

числа Шервуда NUD (2.13.18): 

N u D = A 
D D 

которое характеризует интенсивность массообмена на стенке. 

Из комбинации критериев подобия в различных областях техники строят 

свои критерии подобия. Так, отношение Re 2 / / 7 / '" дает критерий Галилея 

Ga = ̂ - , (2.16.14) 

v~ 

который характеризует отношение сил вязкости к силам тяжести. 

Произведение Gr Рг называют числом Рэлея: 

Ra = ̂ ^ . (2.16.15) 
va 

Отношение Nu/Ре приводит к числу Стентона: 

St = — , (2.16.16) 
cpV 

которое является безразмерной формой коэффициента теплоотдачи а и харак­

теризует интенсивность диссипации энергии в потоке жидкости, и т. д. 

Все рассмотренные выше критерии подобия гидродинамики и тепло­

массообмена приведены в таблице 2.2. 



Таблица 2.2. Критерии подобия 

Критерий 

VL 

V 

р 
рУ2 

PL1 

jdVL 
Ей Re 

Ут 

L 

с AT 

pV 

pLV 
- = Cp • Re 

gL(Pr-p) 

P,v2 

Обозначение Наименование 

Re Критерий Рейнольдса 

Fr 

Sh 

Ее 

We 

Критерий Фру да 

Eu Критерий Эйлера 

La Критерий Лагранжа 

Критерий Струхаля 

Gr Критерий Грасгофа 

Критерий Эккерта 

Ср Число капиллярности 

Критерий Вебера 

Ri Критерий Ричардсона 

Основной физический 
смысл 

Отношение конвектив­
ных сил инерции и сил 
молекулярного трения, 
характеризует режим те­
чения 
Отношение конвектив­
ных сил инерции к силе 
тяжести в однородном 
потоке, характеризует 
подобие процессов вол­
нообразования на сво­
бодной поверхности 
Мера отношения сил дав­
ления и инерции в потоке 

Характеризует подобие 
безразмерных полей дав­
ления и скорости 
Отношение сил инерции 
(обусловленных нестаци­
онарностью явления) к 
конвективным силам 
инерции, характеризует 
подобие нестационарных 
процессов 
Характеризует взаимо­
действие молекулярного 
трения и подъемной 
силы, обусловленной 
различием плотностей в 
различных точках неизо­
термического потока 
Отношение кинетиче­
ской энергии потока к эн­
тальпии 
Соотношение между вяз­
ким трением и поверх­
ностным натяжением 
Отношение конвектив­
ных сил инерции к силам 
поверхностного натяже­
ния 
Отношение потенциаль­
ной энергии тела, погру­
женного в жидкость к его 
кинетической энергии 
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Ma Критерий Маха 

Рг 

pcVL 
Re- Pr 

Gr • Pr 

pcV 
о J ' 

va 
al 

T 

Ma \yn 

~Re~V~2~ 
a _ Nu 

cpV ~ Pe 

OCT 

IF 

aL 

V 

ъ 

Pe 

Bo 

Ra 

N u 

Kn 

Fo 

Bi 

Sc 

Критерий Прандтля 

Критерий Пекле 

Критерий Больцмана 

Критерий Рэлея 

Критерий Нуссельта 

Число Кнудсена 

Критерий Стентона 

Критерий Фурье 

Критерий Био 

Критерий Шмидта 
(диффузионный 

критерий Прандтля) 

Мера отношения между 
скоростью среды и ско­
ростью распространения 
в ней упругих колебаний 
(для газа - средней ско­
рости теплового движе­
ния молекул) 
Подобие гидродинамиче­
ских и тепловых полей 

(при Рг=\ и Vp = 0 
поля температур и скоро­
стей точно подобны друг 
другу) 

Соотношение между кон­
вективным и диффузион­
ным переносом тепла в 
потоке жидкости 
Характеризует радиаци-
онно-конвективный теп­
лообмен 
Характеризует свобод­
ную конвекцию 

Соотношение между ин­
тенсивностью теплоот­
дачи и температурным 
полем в пограничном 
слое 
Характеризует степень 
разреженности газового 
потока 
Характеризует интенсив­
ность диссипации тепло­
вой энергии в потоке 
жидкости 
Связь между скоростью 
изменения поля темпера­
туры, физическими ха­
рактеристиками среды и 
размерами тела 
Связь между полем тем­
пературы твердого тела и 
условиями теплоотдачи 
его поверхности 
Характеризует отноше­
ние между силами вязко­
сти и диффузии в про­
цессе массообмена 



PL NUD Критерий Шервуда 
(диффузионный 

критерий Нуссельта) 
Диффузионный 
критерий Пекле 

Характеризует интенсив­
ность массоотдачи 

D 

VI 

D 

Отношение распределе­
ний концентраций за счет 
конвекции в потоке к рас­
пределению концентра­
ций за счет молекуляр­
ной диффузии 

Fe Критерий Федорова 

токе жидкости или газа 

Характеризует движение 
взвешенных частиц в по-

В таблице 2.2 приняты следующие обозначения: V- кинематическая вязкость, 

р - молекулярная вязкость, pi - плотность тела, ас - скорость звука, а- коэф­

фициент поверхностного натяжения, а - коэффициент температуропроводно­

сти, Л - коэффициент теплопроводности, а - коэффициент теплоотдачи, / ? -

коэффициент массообмена, с - теплоемкость , AT-разность температур в жид­

кости, С- массовая концентрация, Y-cpjcv - показатель адиабаты, D- коэф­

фициент диффузии , d- диаметр частиц, ур - удельный вес частиц, у - удель­

ный вес жидкости, (70 - постоянная Стефана-Больцмана. 



Г Л А В А 3 . П О Н Я Т И Е Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т И И О С Н О В Н Ы Е 

П О Д Х О Д Ы К О П И С А Н И Ю Т У Р Б У Л Е Н Т Н Ы Х Т Е Ч Е Н И Й 

3.1. Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т Ь . О С Р Е Д Н Е Н Н Ы Е В Е Л И Ч И Н Ы 

Течения жидкости разделяют на два вида: ламинарные (от слова laminar, 

т. е. слоистый) и турбулентные (от слова turbulent - хаотичный) . Оба эти вида 

можно визуализировать по примеру О. Рейнольдса, введя в поток подкрашен­

ную струйку жидкости. При увеличении скорости потока в прозрачной трубе 

(например, меняя степень открытия клапана) можно увидеть, как изначально 

прямая струйка подкрашенной жидкости начинает испытывать колебания, а 

при дальнейшем увеличении скорости разрушается и окрашивает поток по 

всему диаметру трубы. Это означает, что на движение жидкости в продольном 

направлении накладывается ее движение в поперечном направлении - хаоти­

ческое перемешивание . Хаотичность , неупорядоченность - это первое, что 

привлекает внимание при наблюдении за турбулентными течениями. 

Различие между ламинарным и турбулентным режимами течения можно 

увидеть и проанализировать, если измерять скорость движения жидкости в не­

которой точке потока (например, с п о м о щ ь ю термоанемометра) . При малых 

скоростях установившегося (стационарного) потока изменение продольной 

скорости V во времени будет представлять собою прямую л и н и ю (Рис. ЪЛа). 

С увеличением скорости потока величина мгновенной скорости в данной 

точке будет колебаться относительно своего среднего значения V (Рис. 3.16). 

Таким образом, в ламинарном режиме течения скорость в данной точке от вре­

мени не зависит, а в турбулентном она пульсирует с течением времени. 
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Рис. 3.1. Запись величины скорости во времени: 

а) ламинарный режим, б) турбулентный режим 

В каждый момент времени мгновенная скорость Сможет быть представ­

лена в виде суммы осредненной (по времени) V и пульсационной У скоро­

стей: 

у = у + у>. 

Величина осредненной скорости в данной точке потока определяется 

выражением: 

где Т - достаточно большой промежуток времени. Очевидно, что осредне­

ние пульсационной величины дает ноль: V - 0. Это означает, что сумма всех 

отклонений от среднего значения равна нулю. Однако, если осреднить квадрат 

пульсационной составляющей, то эта величина уже не будет равна нулю: 

У'2 Ф 0. Величина У'1 характеризует величину пульсаций, их интенсивность. 

Безразмерная величина £ = , измеряемая в процентах, называется степе­

нью турбулентности. Например, для ветра вблизи поверхности земли 

£ ~5 . . 7%, в камерах сгорания газотурбинных установок эта величина может 

достигать 80% для лучшего перемешивания горючего и окислителя. 



Заметим, что в потоке на пульсации продольной скорости всегда накла­

дываются пульсации в поперечном и трансверсальном направлениях. 

Появление пульсационной скорости приводит к усилению обмена коли­

чеством движения между соседними слоями жидкости. При этом вязкость 

жидкости как бы возрастает, потому ее характеризуют не обычной молекуляр­

ной вязкостью /и, а турбулентной, молярной вязкостью р,, р,»р. Такую жид­

кость иногда называют жидкостью Рейнольдса. Величина р, не является по­

стоянной для всего потока, а зависит от характеристик движения - скоростей, 

их производных, и других, что осложняет задачу формулирования закона вяз­

костного турбулентного трения. Эта задача до конца пока не решена. 

Турбулентное движение можно рассматривать и как вихревое, содержа­

щее вихри различных масштабов - от соответствующих характерному размеру 

области течения L до самых мелких, сопоставимых с длиной свободного про­

бега молекул. Этот наименьший масштаб L . • - диссипативный или колмогоров-

ский масштаб - может быть оценен следующей зависимостью [15; 40; 70]: 

Энергия от вихрей больших масштабов передается вихрям меньших масшта­

бов, последовательно проходя по всему спектру этих масштабов - этот про­

цесс называется энергетическим каскадом, или каскадом Ричардсона. 

Турбулентные вихри постоянно и непрерывно взаимодействуют между 

собой, более крупные вихри содержат в себе более мелкие. В конечном итоге, 

самые мелкие вихри рассеивают энергию в тепло. Интенсивность и масштаб 

мелкомасштабного течения саморегулируются таким образом, чтобы дисси-

пировать всю энергию, передаваемую от крупных масштабов, и чем меньше 

вязкость, тем меньше масштаб движений, который может существовать. 

В настоящее время общепринятым является понимание турбулентности 

как иерархии вихрей разных размеров, когда присутствуют пульсации скоро-
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сти потока от самых больших до самых маленьких значений. Крупномасштаб­

ная турбулентность определяется формой обтекаемого тела (размером трубы, 

конфигурации сопла, и т. д.), режимом течения, состоянием внешней среды. 

Силы вязкости в формировании потока здесь практически не играют роли, и 

их можно не учитывать . Мелкомасштабная турбулентность ответственна за 

диссипацию энергии, здесь силы вязкости играют первостепенную роль. Су­

ществует и некоторый промежуточный режим турбулентности - инерцион­

ный, возникающий на масштабах, малых по сравнению с характерным разме­

ром течения в целом, но больших, чем микромасштаб , на котором уже суще­

ственны вязкостные взаимодействия. Таким образом, на этом интервале вяз­

кость среды также можно не учитывать . 

Ввиду хаотического характера изменений параметров потока во времени 

и пространстве возможно лишь статистическое описание турбулентности. Для 

многих приложений достаточно знания лишь первых и вторых одноточечных 

и двухточечных моментов случайных полей (скоростей, температуры, и др.) . 

Одноточечные моменты - это средние значения полей или их среднеквадра­

тичные значения, двухточечные моменты - это корреляционные или структур­

ные функции, т. е. средние произведения значений полевой величины в двух 

точках пространства (времени) или средние произведения разностей этих зна­

чений. Описание турбулентных потоков часто затруднено неоднородностью в 

пространстве и нестационарностью во времени их средних характеристик. Од­

нако достаточно мелкомасштабная структура турбулентных потоков обладает 

рядом универсальных закономерностей, установленных в 1941 году А.Н. Кол­

могоровым и A . M . Обуховым [24; 25; 40]. Если средняя скорость V суще­

ственно меняется на масштабе L, то для масштабов г « L согласно первой 

гипотезе подобия Колмогорова , статистические характеристики разностей по­

лей в двух точках, разделенных расстоянием г, будут однородны и изотропны, 

а структура потока определяется только кинематической вязкостью V и ско­

ростью диссипации кинетической энергии на единицу массы е (величину е 



можно оценить как V3/L). Основная диссипация турбулентной энергии проис-

3 __]_ 

ходит на масштабе le ~ v 4 e 4 . Для инерционного интервала масштабов 

1£ <§с г <§с L , в котором вязкость еще не действует, а инерционные силы дробят 

случайные вихри, структура потока определяется лишь значением е (вторая 

гипотеза подобия Колмогорова) . 

Таким образом, турбулентность представляет собой сложное физиче­

ское явление, которое заключается в том, что поля физических величин при­

обретают случайный характер, и эти величины совершают беспорядочные из­

менения по времени и пространству. Вследствие такой неупорядоченности не 

представляется возможным описать поведение рассматриваемой величины 

(например, скорости, давления и др.) во всех деталях как функцию времени и 

координат. Однако турбулентность - не полный хаос. Наблюдения показы­

вают, что одновременно с хаотичностью имеет место некоторая регулярность 

повторения картины течения во времени и пространстве. Это свидетельствует 

о том, что теоретическое описание турбулентных потоков возможно. При рас­

смотрении турбулентности могут быть выделены статистически точные 

осредненные значения рассматриваемых величин и их корреляций (осреднен-

ных по времени и пространству) . Это позволяет изучать физические законо­

мерности, характеризующие ее. 

По своей природе турбулентное движение нестационарно - в каждой 

точке турбулентного потока скорость, температура и другие характеристики 

непрерывно меняются во времени. Эти изменения носят характер пульсаций, 

т. е. нерегулярных колебаний относительно некоторых средних по времени 

значений. По предложению О. Рейнольдса любая величина в турбулентном 

потоке может быть представлена в виде суммы осредненной по времени вели­

чины (обозначаемой длинной чертой сверху) и пульсационной (обозначаемой 

штрихом) Так, для произвольной величины <р такое представление имеет вид: 



(p=(p + (fl, (3.1.1) 

где (р - мгновенное значение величины, ф - пульсация величины (р, (р - ее 

статистическое среднее, осредненное по времени значение этой величины, ко­

торое определяется по Рейнольдсу следующим образом: 

<р = Jim— J (pdt, (3.1.2) 

где ^ - н а ч а л ь н ы й момент времени, Т- интервал осреднения. На приведенном 

выше Рис. 3.16 показано такое разделение мгновенного значения скорости на 

среднюю и пульсационную: V = V + V. 

Представление (3.1.2) можно использовать только в том случае, если 

среднее не зависит от момента времени to, в котором начат процесс осредне­

ния. Это положение верно, например, для установившегося движения жидко­

сти в трубе, но неверно, скажем, для затухающего движения в закрытом кон­

тейнере. В последнем случае следует использовать среднее по ансамблю: 

здесь суммирование ведется по набору измерений, сделанных в момент t после 

начала одного из 7V экспериментов (Рис. 3.2). Для стационарного процесса 

средние по времени и по ансамблю идентичны. 

Рис. 3.2. Флуктуации по времени и величина, усредненная по времени, 

для статистически нестационарного процесса 
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Следуя О. Рейнольд су можно ввести следующие правила осреднения: 

(р = (р, (р' = 0, (р = (р + (р' = (р . 

Эти соотношения легко проверяются прямой подстановкой. 

Если теперь рассматривать три физические величины А, В и С, которые 

могут быть представлены в виде суммы осредненных и пульсационных состав­

ляющих , то можно получить следующие соотношения: 

А+В=А + В, АВ' = А'В = 0, 7в = А(В + В') = ~АВ, 

JB = (A + A')[B + B,) = A~B+J7B\ 

где А'В' Ф О - корреляция величин А и В. 

Кроме того: 

АВС = (~А + А')(в + В')(С + С') = 

= ABC + ~АВ7С' + ВА'С' + ~САЪ' + А 'В'С\ 

ds ds J J 

Эти соотношения справедливы как для скалярных, так и для векторных и тен­

зорных величин. 

При записи соотношений и уравнений для турбулентного режима тече­

ния черта осреднения для собственно осредненных величин обычно отбрасы­

вается, а для пульсационных сохраняется. Тогда предыдущее выражение для 

произведения двух функций записывается так: 

~АВ = АВ + ^4Ъ'. 

Смысл введения разложения мгновенной величины на осредненную и 

пульсационную составляющие с последующим использованием правил осред­

нения состоит в том, что после этого отпадают трудности, связанные со слож­

ностью и нерегулярностью турбулентных гидродинамических полей, и их те­

перь можно охарактеризовать плавно меняющимися осредненными величи­

нами (например А,В,С, и их корреляциями А'В', А'В'С и т. д.). 



Тем самым, при изучении турбулентных течений жидкостей подробно­

стями поведения рассматриваемых величин можно не интересоваться, и рас­

сматривать л и ш ь сравнительно простые статистически средние величины. 

В настоящее время статистические характеристики потока сравнительно легко 

поддаются измерениям с п о м о щ ь ю мощного арсенала экспериментальных 

средств. 

Простейшими статистическими характеристиками турбулентных пото­

ков являются компоненты осредненной скорости V(u,v,w), средние квадраты 

и средние произведения второго порядка компонент пульсаций скорости в 

фиксированной точке и'2, v ' 2 , w ' 2 , uV, u'w', v'w' (вторые корреляционные 

моменты) . Эти моменты, умноженные на плотность р , представляют собой 

компоненты тензора напряжений Рейнольдса. В настоящее время измеряют и 

более сложные многоточечные корреляции, а также пространственно-времен­

ные корреляции. Однако в большинстве случаев при исследовании структуры 

турбулентных потоков ограничиваются измерением поля осредненных скоро­

стей и одноточечными корреляциями второго порядка. 

Рассмотрим уравнения установившегося движения несжимаемой жид­

кости, причем для простоты массовыми силами пренебрежем. Тогда уравне­

ние движения сплошной среды в напряжениях с учетом уравнения неразрыв­

ности можно представить в виде: 

V \рУ <g> У) = -Wp + V • г , ( 3 . 1 . 3 ) 

где т_ - тензор вязких напряжений, г = 2pS. 

В этом уравнении под знаком дивергенции стоит тензор потока им­

пульса V (рУ <8> У) . Подстановка разложения мгновенных величин на осред-

ненные и пульсационные составляющие в (3 . 1 . 3 ) и последующее осреднение 

по правилам Рейнольдса приводят к следующему уравнению: 

V \ p [ v ®V + V ® Й ) = - ^ + У - J , 



или в несколько ином виде: 

р\у VJK =-Vp + V - ( f - pV® (3.1.4) 

Уравнение (3.1.4) есть уравнение Рейнольдса. В компонентной форме в декар­

товой системе координат это уравнение может быть представлено в виде: 

Э^____ф + _Э_ 

' дх, дх, дх, 
(3 .1 .5) 

Здесь, как уже отмечалось, черта осреднения сохранена лишь для записи кор­

реляций пульсационных величин. 

Член -pV ® V с компонентами -pV'V ' , имеющий размерность напря­

жения, называется тензором напряжений Рейнольдса. Этот тензор является 

симметричным, что видно из его структуры. Обозначим его R = -pV'®V',B 

компонентной форме: 

R = Я Д ® ё/ = -pV'V'ei ® ё г (3.1 .6) 

Компоненты ^ образуют симметричную матрицу: 

-РК': РУ;-У2'- -Pv;-v;-

-pvfv;- -pv2'2 -pv2%'2 

-pv:2v;2 -pv;2v2'2 -pvf2 

3.2. У Р А В Н Е Н И Я Д В И Ж Е Н И Я Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Г О П О Т О К А 

Согласно подходу О. Рейнольдса, все величины в уравнениях переноса 

(2.4.8) следует представить в виде сумм осредненных и пульсационных состав­

ляющих, после чего эти уравнения осредняются на конечном интервале вре­

мени. 

Для сжимаемой жидкости уравнение неразрывности 

| ( p + / / ) + V . V + V = 0 

после применения правил осреднения, запишется следующим образом: 



^ + V-(pV + prV') = 0. 
dt \ I dt 

Для несжимаемой жидкости уравнение неразрывности приобретает простой 

вид V - V=0, откуда, после разбиения мгновенной скорости на осредненную и 

пульсационную составляющие с последующим осреднением, имеем: 

V - ( K + K ' ) = O , 

А это означает, что для осредненной и пульсационной скоростей V • V и V V 

или, в компонентном виде: 

Э К . эк; 
- ^ - = 0; - ^ - = 0 . 
дх. дх. 

Еще раз подчеркнем, что здесь величина V,- трактуется как осредненная ско­

рость. 

Выполним эту же операцию осреднения для уравнений Навье-Стокса в 

форме (2.4.4) предполагая, что жидкость несжимаемая: 

dV -
p— = -Vp + pAV + pf. 

Рассмотрим последовательно каждый из членов этого уравнения: 

dV l^^)+(vi+v;)j-(yk + v;) 

dt dt к 1 •'' dXj dXj ; 

—k- + V, —L + V —-
dt дх, 7 дх. 

- pv, + p(v - vy+p(V -v)v, 

-Vp = -Vp, pAV=pAV,pf = pf. 

Окончательно имеем следующее уравнение, называемое уравнением 

Рейнольдса (отбрасывая для простоты записи длинную черту сверху для 

осредненных величин): 



p^V, + V [v® V)\ = pf - V / ? + V pW - pV'®V'^ (3.2.1) 

или, в компонентном виде 

Р dt 3 дх, = р/--—+ — 
dV (3.2.2) 

где последний член ——[~pV,'vA представляет собой дивергенцию некоторых 
дх,v ' 

добавочных, турбулентных напряжений г в жидкости, порожденных осред-

ненными корреляциями скоростей. Обозначим суммарные напряжения как 

г , к , тогда: 

дх, дхк 

ньютоновские молекулярные напряжения; 

Т/.к=—рУ/'Ук' = —рУ,®У' - турбулентные напряжения, которые называют 

также напряжениями Рейнольдса и которые можно обозначить как тензор R. 

Напряжения Рейнольдса выражают собой реакцию течения на конвективный 

перенос количества движения через площадки в жидкости вследствие пульса­

ций скорости. Их можно называть «кажущимися» напряжениями, так же как и 

вязкие напряжения можно трактовать как кажущийся результат движения мо­

лекул с точки зрения наблюдателя, который не может различать молекулы. 

Полный тензор напряжений в жидкости в случае турбулентного движе­

ния несжимаемой жидкости записывается следующим образом: 

T = -~pE + 2pS + R, 
(3.2.3) 

где S- тензор осредненных скоростей деформаций, —— 
Эх, дх, 



В декартовой системе координат, используя матричную форму записи, 

имеем: 

(-Р 0 0 ^ sa 

V'V[ 

0 -р 0 + 2р sa -p W-: к 

, 0 0 -PJ u , 
V 

Несмотря на имеющийся в выражении минус, напряжения Ц. являются 

положительными при i Ф ) , и и х знаки совпадают со знаками tjj. М о ж н о ви­

деть, что уравнение (3.2.1) отличается от исходного (2.4.4) двумя вещами: все 

величины в нем понимаются как осредненные на конечном интервале вре­

мени, а величины напряжений понимаются в смысле выражений (3.2.3). По­

следний факт позволяет рассматривать уравнения (2.4.12) и (3.2.1) как уравне­

ния движения различных видов жидкостей - ньютоновской и рейнольдсовой 

соответственно. Реология этих жидкостей задается уравнением (2.4.2) для си­

стемы (2.4.12) и выражением (3.2.3) для уравнения (3.2.1). 

Появление в правой части уравнения (3.2.1) симметричного тензора тур­

булентных напряжений приводит к тому, что система уравнений движения 

жидкости становится незамкнутой - в ней появляется шесть новых неизвест­

ных - компонент тензора турбулентных напряжений. Следовательно, данную 

систему необходимо дополнить новыми соотношениями, связывающими тур­

булентные напряжения с параметрами осредненного потока. Такие соотноше­

ния называются моделями турбулентности. В этом смысле модели турбулент­

ности являются реологическими соотношениями, так как связывают напряже­

ния в жидкости с деформационными характеристиками течения. 

В случае сжимаемой стоксовой ньютоновской жидкости уравнение 

(2.4.8) осредняется следующим образом: 

P^- = Mp + \ f ^ A + W-{2fiS) + pf 



Рассмотрим последовательно каждый из членов этого уравнения: 

dt 

+р' — + р' (V • V) Р + ( Р • V ) V + /У ( Р • V ) Р ; 

/7 + - / / ( V . K ) = -v Р + Р+-М ( v . p + p ) ) 

/7 + -//(V-f) 

V - ( 2 / / 5 ) = V - ( / / ( V ( K + P) + V ( K 7 4 P 7 ' ) ) ) = V - ( / / ( V K + V K 7 ' ) ) , 

Отсюда уравнение турбулентного движения сжимаемой жидкости: 

о? 17= ъ\г. 
dt 

( K - V ) K = - V P+-P(V-V) + V - ( / / ( V K + V K 7 ' ) ) + p / 

p ( P - V ) P + p ' — + /?'(j/-v)p + 

+ p ' ( P - V ) K + p ' ( P - V ) P 

( 3 . 2 . 4 ) 

В компонентной форме: 

P 
dt ' dx, 

d_ 

dxk 

_ 2 
P+-M 

dXj dxt 

+Pft 

p V ' t + P ^ + p V ' t + p V ' t + p V ' t 

Таким образом, для сжимаемой среды появляется дивергенция турбу­

лентных напряжений, которая записывается следующим образом: 



или, принимая во внимание уравнение неразрывности: 

fv,:+^-{pv;vl;++fiv;vk + p>v;vk') . 

Очевидно, что влияние турбулентности определяется следующими кор­

реляциями: p'V', V'®V'w p'V'®V'. 

Уравнение (3.2.4) можно записать в следующем виде, сохраняя д л и н н у ю 

черту сверху только для пульсационных величин: 

3.3. Г И П О Т Е З А Б У С С И Н Е С К А 

В турбулентном режиме течения несжимаемой жидкости помимо вязких 

напряжений Г_, определяемых формулой (2.12.3), присутствуют также допол­

нительные турбулентные напряжения, которые характеризуются тензором 

напряжений R = -рУ'® У', где штрихи обозначают пульсационные составля­

ющие скоростей, длинная черта сверху - символ осреднения по Рейнольдсу. 

Этот тензор должен быть конкретизирован путем нахождения связи его с ки­

нематическими характеристиками течения. Один из вариантов такой связи 

был предложен Ж. Буссинеском [82] по аналогии с реологическим соотноше­

нием Ньютона для линейно-вязкой жидкости. Согласно модели Буссинеска 

для несжимаемой жидкости: 

(y.V)9 = - V p + -p(V-V) +V-(p(VV + VVT)) + pf 

(3.2.5) 



R = 2p,S~pkE, (3.3.1) 

где к ~~^У'' ^' ~~2 ] ^ ' _ к и н е т и ч е с к а я энергия турбулентных пульсаций; pt -

турбулентная вязкость (Ж. Буссинеск называл ее коэффициентом турбулент­

ного обмена) , которая зависит от характеристик поля скоростей; S - тензор 

(осредненный) скоростей деформаций, S = ^ ( V J / + V J / y

 г д е скорости пони­

маются осредненными по Рейнольдсу. Операция взятия следа выражения 

(3.3.1) приводит к соотношению -2рк = 2ptV • V - 2рк, которое является тож­

деством, так как в несжимаемой жидкости V * K = 0 . 

В современных пакетах прикладных программ (ANSYS F L U E N T ® , N U -

М Е С А ® и др.) тензор напряжений Рейнольдса записывают в более общем 

виде, справедливом как для несжимаемой, так и для сжимаемой жидкости: 

-pV'®V' = 2p,S-^pkE-j-pl (V-V)E (3.3.2) 

След этого тензорного выражения является нулевым, что показывает справед­

ливость представления (3.3.2): 

-2рк = -2рк - 2ру • V + 2ру • V. 

Полный тензор напряжений G в случае турбулентного режима течения 

включает в себя член с давлением р , вязкостное слагаемое и турбулентные 

напряжения Рейнольдса, т. е. этот тензор, в отличие от представления (2.12.1), 

имеет структуру: 

G = -pE+r + R. (3.3.3) 

С учетом соотношений (2.12.13) и (3.3.2) реологическим соотношениям 

для этого тензора будет в случае стоксовой жидкости, когда С=0: 

^ = - ^ - | ( / / + ^ 0 ( ^ - К ) £ - | ^ £ + 2 ( / / + / / , ) ^ . (3.3.4) 

Если ввести понятие эффективной вязкости 



pejr=p + pn (3.3.5) 

то выражение (3.3.4) можно записать в виде: 

о=jue/j ( V V + V V7) - р'Е (3.3.6) 

где: 

p' = p + lpeff(V.V) + lpk (3.3.7) 

Операция взятия следа от правой и левой частей (3.3.6) дает по аналогии 

с выражением (2.12.6): 

0 + 2рк = -3p-2pc/fV • V + 2рк + 2peg.W • V , 

где учтено, что а содержит рейнольдсовы напряжения, для которых 

trV'(х)V' = V'1 =}/}/ = 2к. Отсюда следует, что 0 — —Зр, что и следовало ожи­

дать для стоксовой жидкости. 

Уравнение движения стоксовой ньютоновской жидкости в дивергентной 

форме будет: 

^ = - V - [ / 7 , £ + p K ® K - / / ( , / / ( V K + V K / ' ) ] + / > / • (3.3.8) 

2 
Если же ньютоновская жидкость не является стоксовой, то Я = — и + С 

3 

и выражение д_ сохраняет вид (3.3.6), но величина р' будет другой: 

P ' = p + \ l ^ - i p . v ) ^ p k . (3.3.9) 

Уравнение движения такой жидкости с объемной вязкостью f сохраняет вид 

(3.3.8), однако величина р' определяется уже согласно соотношению (3.3.9). 

Операция взятия следа от правой и левой частей тензорного выражения (3.3.6) 

с величиной р' согласно (3.3.9) уже дает: 

в + 2рк = -3р- 2рс/:/¥ • V + ЗС V • V + 2рк + 2рс/:/¥ • V , 

что приводит к соотношению: 



e + 3p = CV-v, 

откуда скорость объемного расширения 

V - K = ^ ± ^ , (3.3.10) 
ч 

что совпадает с выражением (2.12.7). 

Турбулентную вязкость а, следовательно, и величину jUeff, а также ки­

нетическую энергию пульсаций к, конкретизируют по-разному, пользуясь раз­

личными реологическими соотношениями, называемыми моделями турбу­

лентности. 

3.4. М О Д Е Л Ь П У Т И П Е Р Е М Е Ш И В А Н И Я Л. П Р А Н Д Т Л Я . З А К О Н 

С Т Е Н К И 

Еще О. Рейнольде, говоря о пульсационном движении жидкости, назвал 

его молярным, имея в виду, что оно в некотором роде подобно молекулярному 

(тепловому) д в и ж е н и ю в газах. Позднее Л. Прандтль предположил, что в тур­

булентных течениях частицы жидкости имеют тенденцию объединяться в сов­

местно движущиеся ансамбли, которые он назвал «молями» [168]. Моли - это 

не постоянно существующие в потоке объекты: они возникают и быстро рас­

падаются, внутри молей течение завихрено и нестабильно. Проводя аналогию 

с кинетической теорией газов, Прандтль предположил, что за период от воз­

никновения до распада и смешения с окружающей жидкостью моль продвига­

ется (перпендикулярно осредненной скорости) на некоторое расстояние /,„, 

названное им путем перемешивания (смешения, mixing length) аналогично 

длине свободного пробега молекул газа. В результате дальнейшего анализа на 

основе теории размерности им было найдено выражение для турбулентной ки­

нематической вязкости простого сдвигового течения (для него имеется л и ш ь 

одна - продольная - компонента скорости, зависящая от одной - поперечной -

координаты): 



44W-

'2 Г 1 (3.4.1) 

В этом выражении Kv - осредненная продольная скорость турбулентного те­

чения, а у - перпендикулярная его направлению координата. Отметим, что в 

выражение (3.4.1) не входит величина молекулярной вязкости что автома­

тически означает, что законы перемешивания молей от нее не зависят, т. е. 

инерционные силы значительно превышают силы вязкостной природы. Од­

нако опыты показывают, что турбулентные течения (хоть в меньшей мере, чем 

ламинарные) зависят от числа Рейнольдса, а значит от молекулярной вязкости, 

что противоречит данному предположению. Это обстоятельство было, однако, 

учтено Прандтлем, предположившим, что вблизи стенки в потоке существует 

тонкая прослойка жидкости, в которой течение ламинарно (вязкий подслой) , 

т. е. по Прандтлю влияние вязкости на осредненные параметры турбулентного 

течения происходит исключительно через сопряжение скоростей между вяз­

ким подслоем и турбулентным ядром течения (на их общей границе) . 

Рассмотрим случай, когда поток движется вдоль плоской бесконечной 

стенки под действием постоянного касательного напряжения Ri2=ro=const, в 

направлении оси х, направленной вдоль стенки, у - координата, перпендику­

лярная ей. Согласно формуле (3.4.1) для течения в турбулентном ядре можно 

записать: 

Видно, что осредненная скорость Vx зависит только от у, причем величины у 

и /,„ имеют размерности длины. Тогда теория размерности однозначно приво­

дит к следующему соотношению: 

R]2=-pVx'Vv' = pi, 
•2\dVx\dVx (3.4.2) 

ду I ду 

Тогда уравнение движения жидкости принимает вид: 



в котором X - некоторая постоянная, определяемая экспериментально. 

Из двух последних соотношений имеем дифференциальное уравнение: 

dy р 

общим решением которого является выражение [33; 72]: 

£ = £ [ ' "И + С , ] , (3.4.3) 

W У У* 
где У*-Л— - динамическая скорость, у+ =—- - безразмерная координата 

стенки, Су - безразмерная константа. 

Нетрудно заметить, что полученное решение не позволяет выполнить 

граничное условие прилипания Vx\ = 0 , так как при .у—>0 величина осред-

ненной скорости Vx —>°о. Эту проблему можно решить с п о м о щ ь ю введения в 

рассмотрение гипотезы о существовании вязкого ламинарного подслоя, тече­

ние в котором описывается следующим уравнением [33]: 

v — - = У:, 

dy 
или, в безразмерном виде: 

d [ К 

dy\K; ]' 

Решением этого уравнения при условии Vx\ - 0 является выражение: 

Ъ. = у \ (3.4.4) 

Сращивая (3.4.3) и (3.4.4) путем приравнивания осредненных скоростей 

+ hV* 
УХ на общей границе у -И = , где И - толщина вязкого подслоя, приходим 

v 
к выражению: 
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в которое входят две безразмерных эмпирических константы X и И ' . В резуль­

тате проведения многочисленных экспериментов было получено, что К - 0 . 4 , 

а// -11.5, откуда окончательно получаем 

При выводе данного выражения использовалось грубое предположение 

о том, что касательное напряжение Рейнольдса постоянно по сечению турбу­

лентного потока. Однако, несмотря на это, формула (3.4.5) широко использу­

ется как пристеночная асимптотика для любых стационарных турбулентных 

течений, понимая при этом под напряжением то модуль касательного напряже­

ния на стенке г„, что приводит к следующему в ы р а ж е н и ю для динамической 

скорости: 

Пристеночной асимптотикой (3.4.5) можно смело пользоваться в тех 

случаях, когда выполняется приближенное равенство R\i~ г„, однако для раз­

личных турбулентных течений соответствующие д и а п а з о н ы ^ не одинаковы. 

Например, для течений в трубах формулой (3.4.5) успешно пользуются даже 

у+~\W - Н О 4 , что приближенно соответствует расстоянию до стенки 

у<033г{). Однако для пограничных слоев с положительными градиентами 

давлений и для криволинейных течений возможность использования зависи­

мости (3.4.5) гораздо уже , и пользоваться ей можно примерно до 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

у* = 1 0 0 - 1 5 0 . 
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3.5. Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Е Т Е Ч Е Н И Е С Ж И М А Е М О Й Ж И Д К О С Т И : 

П Р О Ц Е Д У Р А О С Р Е Д Н Е Н И Я П О Ф А В Р У 

Правила осреднения Рейнольдса удобны для описания турбулентных те­

чений несжимаемой жидкости, так как при этом возникает сравнительно не­

большое количество корреляционных моментов, которые требуют для себя за­

писи соответствующих аппроксимаций, согласующихся с имеющимися экспе­

риментальными данными. Однако в случае сжимаемых сред появляются пуль­

сации плотности, что приводит к лавинообразному возрастанию корреляцион­

ных моментов в осредненных уравнениях. Система дифференциальных урав­

нений после разбиения физических величин на осредненные и пульсационные 

компоненты, и последующее применение правил осреднения Рейнольдса ста­

новится практически не поддающейся какому-либо анализу, а проблема замы­

кания уравнений многократно усложняется по сравнению со случаем движе­

ния несжимаемой жидкости. 

Это можно увидеть на примере уравнения неразрывности для сжимае­

мой жидкости, которое является простейшим в системе уравнений движения. 

При записи уравнения неразрывности (2.3.3) для осредненного движения, сла­

гаемые этого уравнения надо осреднить: 

ot 

или 

^ + V p K = 0. (3.5.1) 
dt 

После разбиения фигурирующих здесь физических величин согласно 

предложению Рейнольдса на осредненные и пульсационные 

р = р + р\ V = V + V' 

уравнение (3.5.1) принимает вид: 



4 0 4 

В результате приходим к следующей записи уравнения неразрывности: 

dt 

Видно, что в уравнении неразрывности появилась новая корреляция p'V', ко­

торая требует решения своей проблемы замыкания. В уравнении движения та­

ких неизвестных корреляций, содержащих величины р', возникает несколько 

(причем не только второго порядка, но и третьего) , в то время как для несжи­

маемой жидкости существует лишь одна корреляция - V' <8> V'. Корреляции та­

кого рода, содержащие р', существенно осложняют задачу моделирования 

турбулентного движения сжимаемых сред, так как величины р' присутствуют 

также и в уравнениях энергии и диффузии . 

С целью исключения появления в уравнениях турбулентного движения 

корреляций, содержащих р', используется комбинированный метод осредне­

ния, предложенный A . Favre [106], в соответствии с которым для плотности и 

давления разбиение мгновенных величин на осредненные и пульсационные 

выполняется по правилам Рейнольдса, а для остальных физических величин -

с использованием средневзвешенных значений. Для последних мгновенные 

значения представляются как суммы средневзвешенных и пульсационных ве­

личин (обозначаемых волнистой чертой и двумя штрихами соответственно): 

<р - ф + (р" , (3.5.2) 

где осредненная по Фавру величина определяется как: 

(3.5.3) 

длинная черта сверху обозначает осреднение по Рейнольдсу. 

Средневзвешенная скорость таким образом записывается в виде: 



V=^-9 (3.5.4) 
Р 

т. е. она является результатом деления осредненного по Рейнольдсу произве­

дения pV на осредненное значение плотности. Тогда мгновенную скорость 

можно представить в следующем виде: V - V + V", а для ее компонент запи­

сать V. = V. + V.". Аналогичным образом разбиваются на осредненные и пуль-

сационные составляющие и другие физические величины, кроме плотности и 

давления, которые записываются обычным образом с осреднением по Рей­

нольдсу: 

р = р + р', р = р + р'. (3.5.5) 

Так, например, для температуры, энтальпии и других величин в уравнении 

энергии имеем: 

T = f + T", h = h + h\ (3.5.6) 

~ ~рТ т ph 
где Т = ̂ - , h = *=. (3.5.7) 

Р Р 

С использованием способа разбиения мгновенных величин по Фавру 

осреднение уравнения неразрывности согласно (3.5.1) с учетом (3.5.4) приво­

дит к следующему виду этого уравнения для турбулентного режима течения 

сжимаемой жидкости: 

3£ + V . p K = 0 . (3.5.8) 
dt 

Видно, что это уравнение сохранило свой первоначальный вид, и уже не со­

держит никаких дополнительных слагаемых. Это связано с особенностью за­

писи осредненных величин в соответствии с формулой (3.5.3). В результате, 

осреднение величины pV приводит не к сумме рУ + р'У', как при осреднении 

по Рейнольдсу, а к величине pV и корреляций, содержащих пульсацию плот­

ности, уже не появляется. 



•204 

При осреднении по Фавру плотность в осредненных уравнениях будет 

иметь только лишь осредненную составляющую - пульсационной составляю­

щей в них не будет. Это означает, что такая процедура осреднения внешне 

аналогична процедуре для несжимаемой жидкости, когда p=const, р' = 0 . Это 

приводит к появлению в уравнении движения , как и в случае несжимаемой 

жидкости, л и ш ь одной корреляции, которая уже будет не F ' ® F ' , a V"®V" 

(иногда ее записывают как V" <8> V" - с волнистой чертой сверху, чтобы под­

черкнуть, что тут имеет место осреднение по Фавру) . 

При разбиении мгновенных значений величин по Фавру правила осред­

нения Рейнольдса продолжают действовать, например, p'V = О, pV - pV . При 

этом надо иметь в виду, что 

= 0 , ' ^ ' = ~рГ' = ~рйг' = 0, (3.5.9) 

в то время как осреднение самих пульсационных величин дает ненулевой ре­

зультат, например 

Г * 0 , 7 V 0 , А " * 0 . (3.5.10) 

Справедливость равенств (3.5.9) видна, например, из представления про­

цедуры осреднения произведения pV, записанного в виде произведения 

осредненных и пульсационных значений: 

pV = (p + p'){P + Г j = pV + pV" + p'V + p' V". 

Но согласно (3.5.4) pV - pV, следовательно, все слагаемые этого уравнения 

равны нулю кроме первого, т. е. pV" - p'V - p'V". Тем самым, справедливость 

выражений (3.5.9) вытекает из способа представления осредненных величин 

по Фавру как средневзвешенных. 



Разница между осреднениями по Рейнольдсу и по Фавру можно увидеть 

на примере применения этих операций к произведению плотности на две дру­

гие произвольные переменные величины U и V. Для величины pllV осредне­

ние по Рейнольдсу дает: 

= puv + pTFv*+oyv*+FpV'+pwv 

в то время как осреднение по Фавру приводит к следующему выражению: 

pLJV = p(0 + U")(V + V") = pUV + pU"V" 

Видно, что в последнем случае получаются более компактные выражения с 

меньшим числом неизвестных корреляций, число которых совпадает с тако­

вым для несжимаемых жидкостей, где пульсация р' - О. 

Для записи уравнения движения , осредненного по Фавру, используем 

с л е д у ю щ у ю его дивергентную форму, пренебрегая массовыми силами: 

^ ^ + VlpV® V) = -Vp + V-T (3.5.11) 
dt v ' 

где r = 2 / / 5 - | / / ( V - K ) £ . 

Выполним осреднение всех слагаемых уравнения (3.5.11), используя 

разбиение мгновенных величин по Фавру. Операция осреднения дает: 

^^+v-[pv®v)^-Vp+W~r. 
dt V ' 

Согласно определению величины V по формуле (3.5.4) для первого слагае­

мого левой части имеем: 

~p? = pV. 

Для второго осредненного слагаемого левой части: 

pV ® К = р ( к + К " ) ( к + К") = 

= рР ®Р + рР ® V" + pV" ® V + Д Г 7 ® ? 7 ' . 



Однако, согласно правилам осреднения второе и третье слагаемые правой ча­

сти являются нулями, тогда после осреднения: 

рУ ®У- рУ ®У + pf7®^'. 

Правая часть уравнения движения принимает вид: 

-Vp + V-T. 

В итоге уравнение движения сжимаемой жидкости при использовании проце­

дуры осреднения по Фавру записывается следующим образом: 

Видно, что это уравнение аналогично таковому для несжимаемой жидкости, и 

оно также содержит только один корреляционный член - тензор напряжений 

Рейнольдса. 

В системе уравнений, описывающей движение сжимаемой жидкости, 

содержится также уравнение энергии, которое может быть записано в виде 

уравнения переноса полной энтальпии (энтальпии торможения) - величины 

Это уравнение записано относительно мгновенных значений величин, следо­

вательно, необходимо выполнить процедуру его осреднения. Для этого запи­

шем соотношение для полной энтальпии: 

(3.5.12) 

(3.5.13) 

= Ph+Ph"+-PVj Vj+pv/'Vj+-РУ;'У;' 

Осреднение этого равенства с учетом (3.5.7) и (3.5.9) дает: 

(3.5.14) 

Для слагаемого в левой части под знаком дивергенции имеем: 



phy. = p(h + \VjVj)Vi = pyi + h,, + ̂ VJVJ + V/'Vj + = 

+ pV'VV" + — pV"V"V +—pV"V"V". 

г j j i i j j i 2 ^ ^ ' 2 ^ ^ ' 
Отсюда после осреднения получаем: 

В данном выражении возникла корреляция третьего порядка, которую, однако, 

можно отбросить [72]. Тогда, используя (3.5.14), для рИУ можно записать: 

ркУ = phV + /?/z"K" + ^pV • К" (8> К", (3.5.15) 

или, в компонентном виде: 

pKVj = + pti'V" + ̂  • 

Осреднение правой части уравнения (3.5.12), которая не содержит плотности 

р, происходит обычным образом с использованием правил осреднения Рей­

нольдса. 

Окончательно уравнение переноса полной энтальпии для турбулентного 

режима течения с учетом выражений (3.5.14) и (3.5.15) в терминах осреднения 

по Фавру принимает вид: 

— (рк) + У-(рКР) = ̂  + У-(т-У (3.5.16) 

или, в компонентной форме: 

Здесь величина рК определена выражением (3.5.14). 

Применим процедуру осреднения по Фавру к уравнению диффузии: 



Представим массовую концентрацию Са и скорость Vj в виде разложений по 

Фавру: 

Используя правила осреднения получаем уравнение диффузии: 

-pCa+—pV,Ca = pwn -—(/" + pV"Ca"). (3.5.17) 

Система уравнений движения сжимаемой жидкости включает в себя 

также термодинамическое уравнение состояния, в качестве которого в случае 

идеального газа выступает уравнение Менделеева-Клапейрона , которое в 

осредненном виде выглядит так: 

После подстановки разбиения величин на осредненные и пульсационные по 

Фавру, и последующего осреднения имеем: 

Система уравнений неразрывности, движения , энергии, диффузии и со­

стояния содержат корреляции V."V", h"V " и Ca"V", которые необходимо 

конкретизировать. Для решения этой задачи на полуэмпирическом уровне ис­

пользуют модели турбулентности, хорошо зарекомендовавшие себя при моде­

лировании течений несжимаемой жидкости, в которых кинетическая энергия 

турбулентности понимается как к = 0.5V" -V", а истинная диссипация как 

p=pRT. 

p = RpT. (3.5.18) 
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Записанная система уравнений движения сжимаемой жидкости с осред­

нением по Фавру внешне не отличается от этой же системы уравнений для не­

сжимаемой среды с осреднением по Рейнольдсу. Тем самым, по существу, 

осреднение по Фавру является чисто техническим приемом, позволяющим 

«спрятать» пульсацию плотности р в осредненные характеристики физиче­

ских величин. Оно не несет в себе четкого физического смысла. На деле же 

пульсации плотности проявляют себя при турбулентном течении жидкости, и 

изучать корреляции с их присутствием (такие как p'V', p'h' и др.) все равно 

придется, поскольку они характеризуют прохождение физических процессов, 

связанных с этими пульсациями плотности. Но как технический прием, сводя­

щий уравнения движения сжимаемой среды к таковым для несжимаемой 

среды, он достаточно эффективен. 

3.6. С И С Т Е М А У Р А В Н Е Н И Й Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Г О Д В И Ж Е Н И Я 

М Н О Г О К О М П О Н Е Н Т Н Ы Х С Ж И М А Е М Ы Х С Р Е Д 

Система уравнений движения многокомпонентной сжимаемой среды 

будет содержать следующие осредненные по Фавру уравнения: неразрывно­

сти (3.5.8), движения (3.5.12) и энергии (3.5.16). Кроме того, как отмечалось в 

параграфе 2.14, сюда необходимо также добавить уравнения диффузии и со­

стояния. 

Применение осреднения по Фавру к уравнению диффузии компоненты 

а многокомпонентной смеси (2.14.2) дает уравнение (3.5.17), откуда 

j{pC") + V• (рС"Р) = - V • \j" + pC^f'^j + pT„. (3.6.1) 

Уравнение состояния (после осреднения по Фавру) : 

p = Rpf/m, (3.6.2) 

где R - универсальная газовая постоянная, т - молярная масса смеси. 
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В получившейся системе тензор вязких напряжений т, величины интен­

сивности диффузионного и теплового потока определяются выражениями 

(2.14.15) - (2.14.17), в которых все составляющие понимаются в смысле осред-

ненных по Фавру. К этим величинам в уравнениях движения , энергии и диф­

фузии присоединяются турбулентные члены, которые представляют собою 

корреляции соответствующих пульсационных величин: 

г 7 ' = - Д К " ® " ? 7 ' , У = -pC^V", q1 = -pYrV" . (3.6.3) 

Кроме того, в уравнении энергии (3.5.16) появилась дополнительная корреля­

ционная величина О , состоящая из двух корреляций: 

О = т • V - pV • V" ® К". (3.6.4) 

Эти величины могут быть аппроксимированы на базе гипотезы Бус-

синеска о турбулентной вязкости следующим образом [71 ; 72]: 

f' = 2p,[s-^(trS)E^-lpkE, (3.6.5) 

7 ^ = _ i L v c f f , (3.6.6) 
Pr, 

qT=_JL.vh, (3.6.7) 
Pr, 

0 = p,Vk. (3.6.8) 

В этих выражениях к-^Л'" V" - кинетическая энергия турбулентных пуль­

саций, а турбулентное число Прандтля Рг, представляет собой отношение тур­

булентной кинематической вязкости V, = pt I р к турбулентной температуро­

проводности а, = А, / ( р С р ) : 

Р г , = ^ . (3.6.9) 
a i 

Записанные выше аппроксимации в литературе часто подвергаются модифи­

кациям. 



В итоге, для суммарных величин турбулентных напряжений, интенсив­

ности диффузионных и тепловых потоков в компонентной форме записи 

имеем: 

(3.6.10) тх = г + г 7 = и 
I/ I/ I/ Г*1 

dVj | Щ 2 дУк g 

дх, дх, 3 Эх. 11 - 1 ^ 4 , 

Л ' Pr Рг, J Эх, ' 
(3.6.11) 

(3.6.12) 
Pr Pr, J дхк ' 

Тогда уравнения движения , энергии, диффузии и состояния с учетом соотно­

шения (3.6.8) принимают вид: 

dt 

dt Эх, 

д_ 

дх, 

| ( ^ ) + A ( , c T - 7 f ) = M 

(3.6.13) 

(3.6.14) 

(3.6.15) 

(3.6.16) р - RpT I m, 

в которых все величины понимаются в смысле осредненных по времени. 

Полная энтальпия в уравнении (3.6.14) представляет собой следующее: 

/7* = // + 0 . 5 ^ + £ . (3.6.17) 

Уравнения (3.5.8), (3.6.13) - (3.6.16) описывают поведение газовой 

смеси, движущейся в турбулентном режиме течения. 

3.7. У Ч Е Т К Р И В И З Н Ы ПРИ Р А С Ч Е Т Е Т У Р Б У Л Е Н Т Н Ы Х Т Е Ч Е Н И Й 

Еще в 1929 году Л. Прандтль обратил внимание на то, что искривлен­

ность турбулентных потоков должна оказывать на них влияние, аналогичное 

стратификации плотности. Им была предложена следующая зависимость: 
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vT':vT = F(e), (3.7.1) 

в которой V / - турбулентная вязкость в криволинейном (стратифицирован­

ном) потоке, Уг - турбулентная вязкость без учета эффекта криволинейности 

(стратификации) , в- безразмерный параметр, выражения для которого имеют 

следующий вид для криволинейных и стратифицированных (для них происхо­

дит изменение плотности по высоте) течений соответственно: 

" (dv v \ 1 до) 
г\ = 0)/ г — 

. 1 дг г )_ 1 дг _ 
(3.7.2) 

g_dp_(dV\ 
р dy\dy) 

Здесь V- составляющая средней скорости, параллельная касательной к стенке, 

у - нормальная к стенке координата, г - полярный радиус (г=го - радиус кри­

визны стенки), р=р(у) - плотность жидкости, g — ускорение свободного паде­

ния, СО— Vjr- угловая скорость вращения жидкой частицы. 

Эта аналогия Прандтля позднее была переоткрыта П. Брэдшоу [83], по­

казавшим, что между параметром в для криволинейных течений и числом 

Ричардсона (используемом при моделировании стратифицированных течений 

и являющимся мерой их устойчивости) существует следующая связь: 

20(1 + 20) 
Ri = -

(1 + 0) -
(3.7.3) 

Это дает возможность записать формулу (3.7.1) в виде: 

vr':vr = F(Ri). (3.7.4) 

Многочисленные расчеты течения Куэтта между вращающимися цилин­

драми с последующим сравнением результатов с опытами Вендта и Тейлора 

привели к следующей эмпирической формуле В.В. Новожилова [47]: 



^ 4 4 -

/ ( Л / ) = 1 -1 .1Л / 3 / ' 9 (3.7.5) 

Здесь поправочный коэффициент f(Ri) определялся на основании ана­

лиза пятидесяти серий опытов, отличавшимися друг от друга шириной зазоров 

между цилиндрами и отношениями угловых скоростей их вращения. Подроб­

ная информация об этом исследовании приведена в работе [47]. 

Заметим, что пристенная логарифмическая асимптотика может исполь­

зоваться и при расчете криволинейных течений, однако только при сравни­

тельно малых расстояниях от стенок, у + < 100... 150 [19; 63]. 

Из формулы (3.7.5) следует, что инерционные силы вблизи выпуклых 

стенок увеличивают турбулентную вязкость, а вблизи вогнутых - снижают ее 

[18; 49]. Следует предостеречь от применения эмпирического поправочного 

множителя для течений со стратификацией. Влияние стратификации и кри­

визны на турбулентную вязкость аналогичны, но не идентичны [190; 191]. Это 

видно из того, что в задачах с криволинейными границами число Ричардсона 

ограничивается пределами [47]: 

-0.293 < Л / < 0.547, (3.7.6) 

охватывающими все возможные варианты задачи о течении между вращаю­

щимися цилиндрами, а в метеорологии число Ричардсона рассматривается в 

пределах 

- 2 < Л / < 0.21. (3.7.7) 

В работе W. Rodi [173] учет влияния кривизны линий тока на турбулент­

ную вязкость давался формулой 

v, = У'" , (3.7.8) 
' \ + CcRi 

где VN) - турбулентная вязкость без учета кривизны, константа 

Сс = 0.02*0.10. 
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Несколько иным образом учитывается влияние кривизны в двухпара-

метрических моделях турбулентности, например для RNG к-е модели может 

использоваться следующая коррекция [76]: 

в которой О. - характерное число закручивания потока, as - постоянная закру­

чивания, значение которой зависит от интенсивности закручивания (для уме­

ренно закрученных потоков ах = 0.07). 

Если при этом система вращается с постоянной угловой скоростью Q , 

то инерционными силами являются силы Кориолиса и центробежная сила: 



Г Л А В А 4 . П О Л У Ч Е Н И Е Н О В Ы Х У Р А В Н Е Н И Й П Е Р Е Н О С А ИЗ 

К О М Б И Н А Ц И Й У Р А В Н Е Н И Й Н Е Р А З Р Ы В Н О С Т И , Д В И Ж Е Н И Я И 

Э Н Е Р Г И И 

4.1. С Х Е М А К О М Б И Н А Ц И Й У Р А В Н Е Н И Й 

Комбинации из уравнений неразрывности и движения позволяют полу­

чить новые соотношения, полезные при исследовании разного рода процессов 

переноса в области механики жидкости и газа. Так, если применить к уравне­

нию неразрывности оператор производной по времени, а к уравнению движе­

ния - оператор дивергенции, то размерности обоих уравнений выравниваются , 

что позволяет их сложить и получить важное для акустики уравнение 

Лайтхилла. Другие комбинации этих уравнений оказываются полезными при 

поиске различных аппроксимаций для корреляций пульсационных величин в 

полуэмпирической теории турбулентности. Использование в качестве объекта 

для комбинаций уравнения энергии позволяет расширить круг такого рода со­

отношений, что оказывается важным при исследовании неизотермических те­

чений жидкости [22; 71 ; 73]. Возникающие при этом уравнения переноса раз­

личных физических величин помогают проведению анализа поведения пуль­

саций этих величин в потоках жидкости и газа. 

Для дальнейшего полезно обозначить уравнение неразрывности (скаляр­

ное уравнение) символом " / / " , уравнение движения (векторное уравнение) -

символом " Д " , уравнение энергии (скалярное уравнение) символом "Э". За­

пишем эти уравнения и укажем размерности их членов: 

- у р а в н е н и е " Я " - неразрывности: 

№ > Ш *'•» 

- у р а в н е н и е "Д" - движения: 



(4.1.2) 

где p ' = p + - / / ( V - K ) . 

- уравнение "Э" - энергии: 

^ л/ V с у л/ 
(4.1.3) 

где и - внутренняя энергия движущейся жидкости, q - интенсивность тепло­

вого потока, величина qs характеризует теплоту, поступающую от внешних 

или внутренних источников. 

Здесь возможны следующие варианты комбинаций, приводящие к ска­

лярным, векторным и тензорным уравнениям переноса: 

1) скалярное уравнение 

(4.1.4) 

2) скалярным уравнением также является 

(4.1.5) 

3) векторное уравнение дает комбинация 

(4.1.6) 

4) к тензорному уравнению приводит 

(4.1.7) 

5) к векторному уравнению ведет 

У"Э"+£-"Д" = 0, 
Р 

(4.1.8) 

6) векторным уравнением также является 



dt 

Вт 

м~ 
(4.1.9) 

7) тензорным уравнением является 

" Д " ® К + К ® " Д " = 0, 
Вт 

(4.1.10) 

8) скалярным уравнением будет также 

у2»Н " + К - " Д " + " Э " = 0, 
£/77 

(4.1.11) 

а также другие возможные комбинации. При этом может повыситься порядок 

полученных дифференциальных уравнений по сравнению с исходными, что 

может привести к изменению как типа дифференциального уравнения, так и 

краевых условий среди которых возможно появление дополнительных. Од­

нако эта проблема решаема, о чем свидетельствует опыт применения комби­

нации уравнений неразрывности и движения , приводящего к уже упомяну­

тому уравнению Лайтхилла [59]. Кроме того, зачастую необходимость в по­

становке краевых задач для полученных комбинаций уравнений и не возни­

кает. Это касается процедур получения связей между различными корреляци­

ями пульсационных величин в теории турбулентности, что является важным 

при совершенствовании полуэмпирических моделей турбулентности, исполь­

зуемых в пакетах прикладных программ. 

4.2. Т Р А Н С Ф О Р М А Ц И Я У Р А В Н Е Н И Я Н Е Р А З Р Ы В Н О С Т И 

Применяя оператор — к уравнению неразрывности 
dt 

dp 

dt 
+ V-pV = 0 

получим: 
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Преобразуем второе слагаемое с учетом того, что согласно уравнению 

неразрывности — = - V • рУ : 
dt 

^{v-pv) = ^[v-vp + pv-v]--

-•Лу.ур + Лру.у-. 
dt dt 

(4.2.1) 
df ^ r . ^dp dp^ r . ^ d9 

= V/? + V • V — + — V • V + pV = 
dt H dt dt H dt 

= v • РЩГ-У -v(v • pv)-{y • pV)[V -y). 

Отсюда получаем еще один вариант уравнения неразрывности: 

^ Z + V - p — -v - • pv)-(v • pv)(v - v) = o, 

dt' dt v ; v 

или, в более компактном виде: 
d-£- = v{v{Vpv)]-Vpd-^. (4.2.2) 

На основе уравнения (4.2.1) запишем уравнение переноса величины 

— V рУ + у v(v py) = -(v • py)(v y) + v р —. 

dt \ / \ /\ / fa 

Последнее слагаемое выразим из уравнения Навье-Стокса, пренебрегая массо­

выми силами: 
t p ^ 4 ^ ( r V ) K - A / ? + V - / / A K + V ^ / / V ( V - K ) , 

Лу. р у = • py){V -У)- Ap-Vpy :Vy + ̂ pA[V -У). (4.2.3) 

В итоге получено скалярное уравнение переноса величины V • рУ . Для несжи­

маемой жидкости оно дает полученное ранее соотношение (2.4.11): 
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Если же просто применить оператор дивергенции к уравнению Навье-

Стокса, то получаем: 

V p ^ + V p(v V)v = -Ap + ^pA(V У). 

Левую часть этого соотношения можно преобразовать так: 

V-P^+V-P(V-V)V = Vp-
dv 

' dt 
+ Vp-[(V-\ 

+p[v-v)iy-v) = vp-
'dv 
— + 
dt 

(v-v)v 
dt 1 ) 

В итоге имеем: 

p^(y y)^-^Vp-pS/y •. VV-Ap + ^juA(V-У) 

Уравнения (4.2.3) и (4.2.4) эквивалентны. 

4.3. У Р А В Н Е Н И Е Л А Й Т Х И Л Л А И С В Я З А Н Н Ы Е С Н И М 

С О О Т Н О Ш Е Н И Я 

(4.2.4) 

Рассмотрим с л е д у ю щ у ю комбинацию уравнения неразрывности и дви-

dt 
' / / " + У - " Д " = 0, 

которая заключается в применении к уравнению неразрывности производной 

по времени, а к уравнению движения - операции дивергенции и последующего 

сложения результатов этих операций. При этом размерности слагаемых вырав­

ниваются и полученное скалярное уравнение является уравнением Лайтхилла, 

широко используемым в акустике [59]. 

Э Применим к уравнению неразрывности оператор 

^ 4 ^ = 0 . 
dt~ dt 

dt' 

(4.3.1) 

Уравнение Навье-Стокса для общего случая сжимаемой жидкости: 



dt 
p[VV + vv')--p{v-V)E (4.3.2) 

запишем в виде 

dpV 
dt 

= -Vp-V-T, 

где T- тензор напряжений Лайтхилла: 

T = -p(VV + VV' ') + -p(V-V)E + pV®V 

(4.3.3) 

(4.3.4) 

Возьмем дивергенцию правой и левой частей уравнения (4.3.3) и запи­

шем результат в виде: 

-Ap-V(V-T)-^-VpV = 0. (4.3.5) 

После сложения левых частей уравнений (4.3.1) и (4.3.5) получаем: 

(4.3.6) A , - | f = - V . ( V . . ) . 
Эг 

Преобразуем слагаемое учитывая , что по определению скорость 
Э г 

звука 

С = 

Отсюда dp = —-dp и производные по времени от плотностир можно заменить 

на производные от давления р: 

dp _ 1 dp d2p _ 1 d2p 

¥ ~ с Г э 7 ' э ^ ' с ^ э ^ ' 

откуда следует, что уравнение (4.3.5) можно записать в виде: 
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A P - - ! 7 ^ £ = - V . ( V T ) (4.3.7) 

Это волновое уравнение для поля давления и есть уравнение Лайтхилла, оно 

имеет гиперболический тип. 

Место уравнений Лайтхилла в акустике можно оценить после краткого 

рссмотрения основ этой науки, которые заключаются в следующем. Теорети­

ческая акустика изучает процессы распространения и затухания звуковых 

волн в жидкости [59]. И если для описания процессов распространения можно 

не учитывать вязкость жидкости и опираться на уравнение движения идеаль­

ной жидкости - уравнение Эйлера - то для процессов затухания вязкость иг­

рает ключевую роль. Рассмотрим эти вопросы подробнее. 

Уравнения Эйлера для движения идеальной жидкости записываются 

следующим образом: 

В качестве основных величин обычно выбирают звуковое давление и колеба­

тельную скорость, хотя на практике при измерении вибраций и сейсмоколеба-

ний довольно часто оперируют с колебательным ускорением (которое измеря­

ется с п о м о щ ь ю так называемых акселерометров или сейсмографов) или сме­

щением частиц среды. Поскольку жидкие среды, рассматриваемые в гидроаку­

стике, считаются сплошными, то физически это означает, что длина волны, 

распространяющейся в такой среде, намного превышает размер молекул, а пе­

риод колебаний - время их свободного пробега между столкновениями. В силу 

малости колебательной скорости V в звуковой волне зачастую конвективным 

ускорением можно пренебречь по сравнению с локальным. Тогда уравнение 

Эйлера примет следующий простой вид: 
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откуда 

V = -—[Wpdt 

Л) 
Это означает, что колебательная скорость в волне однозначно связана с гради­

ентом звукового давления. 

Применяя в этом простейшем случае к уравнению Эйлера операцию ди­

вергенции, и дифференцируя уравнение неразрывности по времени, а затем, 

вычитая один результат из другого, получаем волновое уравнение для поля 

давления: 

^=е^ (43-8) 

Волновое уравнение для колебательной скорости частиц в этом случае 

можно получить, применив операцию градиента к уравнению неразрывности, 

и продифференцировав уравнение Эйлера по времени с учетом формулы Гро-

меки: 

- - - - I д2У 
AV + VxVxV = — — . 

С] dt2 

Таким образом, в основе исходного описания волнового движения в жидкой и 

газообразной среде (как частного случая гидродинамики) лежит простран­

ственно-временное распределение вектора колебательной скорости 

V -V (rj) и скалярного звукового давления р — p(rj). 

Классический метод теоретической трактовки свойств акустического 

поля базируется на введении потенциала скоростей Ф ( г , / ) , через который 

определяется пространственно-временное распределение вектора колебатель­

ной скорости V частиц среды в волне: 



j / = - V O . (4.3.9) 

С учетом векторного тождества rot gradf = 0 волновое уравнение (4.3.8) 

для колебательной скорости частиц V становится в определенном смысле эк­

вивалентным уравнению для звукового давления и принимает вид: 

С; dt2 

Тогда оба волновые уравнения можно заменить одним: 

c f W ( 4 3 л 0 ) 

Решив уравнение (4.3.10), можно определить потенциал Ф. При этом 

обычно полагают, что траектории движения частиц среды в волне, по крайней 

мере в дальнем поле излучателя, соответствуют локально-плоской волне: 

Ф = A(r)cos[co(t - r(r))j. 

Следуя Г. Бирхгофу [40; 59], такие волны называют простыми. 

Скалярную характеристику акустического поля - давление - опреде­

ляют с учетом уравнения Эйлера: 

ЭФ 
P(r,t) = p — , (4.3.11) 

dt 
а проекции колебательной скорости - исходя из уравнения (4.3.7). 

Отсюда следует, что пространственно-временные распределения вели­

чин Ф ( г , / ) и P(r,t) однозначно связаны друг с другом с точностью до ком­

плексного множителя . В частности, для гармонического процесса 

P(r,t) = jpofl> (здесь, как обычно, j = V ^ T - мнимая единица, рассматрива­

емая в теории функций комплексных переменных) . Поэтому, измеряя P[r,t), 

легко восстановить потенциал Ф ( г , / ) и затем рассчитать любые параметры 

сигнала. 
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Частотный спектр сигнала восстанавливают с п о м о щ ь ю Фурье-преобра­

зования зависимости Ф(/%/) или P(r,t), пространственное р а с п р е д е л е н и е -

выполняя Фурье-преобразование 0(r,t) или P(r,t) в пространственной об­

ласти определение пространственного спектра волнового вектора к(со,г)). 

Итак, в рамках классического подхода при выводе волнового уравнения 

делается ряд у п р о щ а ю щ и х предположений: 

1) вязкость среды отсутствует; 

2) среднее давление и плотность среды принимаются не зависящими от вре­

мени; 

3) в уравнении движения постоянные во времени объемные силы не учитыва­

ются; переменные объемные силы, действующие извне, отсутствуют; 

внешние силы действуют на среду только через ее границы; 

4) постоянные скорости и их градиенты принимаются малыми; 

5) переменные скорости и их градиенты также полагаются малыми; 

6) предполагается, что движение является безвихревым (потенциальным); 

7) возникающие деформации среды полагаются малыми, поэтому деформа­

ции и напряжения считаются пропорциональными друг другу (закон Гука); 

8) среда, в которой распространяются волны, однородна; перехода вещества 

из одной фазы в другую не происходит. 

Несмотря на большое количество сделанных допущений, волновое урав­

нение в простейшей его форме (4.3.10) достаточно хорошо описывает основ­

ные свойства звуковых волн, что указывает на обоснованность вышеперечис­

ленных допущений в довольно широких границах. 

Однако затухание звуковых волн, турбулентность движения жидкости и 

другие важные характеристики уравнения акустики, основанные на использо­

вании уравнений Эйлера, классическая акустика не учитывает . Этот недоста­

ток восполняет уравнение Лайтхилла, базирующееся на уравнениях На-

вье-Стокса. 
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Уравнение Лайтхилла (4.3.7) описывает волновые процессы для поля 

давления. По сравнению с классической акустикой здесь имеется добавочное 

слагаемое, содержащее двойную дивергенцию тензора напряжений 

Лайтхилла. Волновое уравнение для скорости частиц жидкости при колеба­

тельных движениях этих частиц можно получить, базируясь на уравнениях 

Навье-Стокса. Для этого применим операцию градитента к уравнению нераз­

рывности (4.3.1), и вычтем из полученного векторного уравнения производ­

ную по времени —, примененную к уравнению движения (4.3.2), деленного, 

dt 

для выравнивания размерностей, на квадрат скорости звука: 

* - « ^ | - Л - о . 

В этой разности первое слагаемое - результат применения V к уравнению не­

меет вид: 

Vp + VV • Vp + (V • V ) Vp + pAV + /?Vx VxV = 0, 

разрывности - имеет вид: 

dt 

а второе 

J _ 
1£у + 2 ^ ± + р Щ = ^ Ь - \ ^ - т . 
dt2 dt dt dt2 С dt с dt -

Вычитая из первого уравнения второе и учитывая связь между плотно-

стью и давлением — \ р =—-—\р после деления н а р получаем: 
dt C,j dt 

A F - V x V x F + - V F V / 7 + - ( F V ) V / 7 ]-Л-В-у-
p H рУ j C]p dt1 

2 _ ^ ^ F + _ L _ 5 у T = 1 У-У 
C;p dt dt C;pdt ~ ~ C ; Э/ 2 ' 

Это и есть волновое уравнение для скорости частиц вязкой жидкости. 

По сравнению с классическим уравнением здесь в левой части появилось пять 

дополнительных слагаемых, часть из которых можно отбросить. 



Тензор напряжений Лайтхилла, определяемый выражением (4.3.5), яв­

ляется симметричным, поскольку он состоит из суммы симметричных тензо­

ров второго ранга. В уравнении движения (4.3.2) находится дивергенция этого 

тензора, для которой 

V-T = -JUVVV-JUVVVT + | / / V - [ ( V - K ) £ ] + V - / ? K ® K . (4.3.12) 

Слагаемые этого соотношения можно преобразовать следующим образом: 

- - - э эк. Э2К 

V VV = ёк — • = —j-ej =AV, 
ОХк OXj ^Хк^Хк 

дх, дх, ' J дхЛдх, J { ) 

д2У, 

^ ] к дхк dXj " ' * " *' dxkdXj '* dxsdXj 
: V ( V - K ) . 

Два последних выражения свидетельствуют о том, что второе и третье слагае­

мые формулы (4.3.12) можно объединить , и тогда: 

-pV-VV1 + | / / V - [ ( V - K ) £ ] = - j / / V ( V - K ) (4.3.13) 

Полученный вектор можно записать в дивергентной форме: 

- I U V ( V - K ) = - V - ±М[ЩЕ (4.3.14) 

Тем самым формула (4.3.12) переписывается как: 

1 
V-T = -juV-VV-V -ju(VV)E 

= V- -pVV-\p{V • V)E + pV <8> V 

Это означает, что тензор Лайтхилла может быть представлен как в виде сим­

метричного тензора второго ранга согласно формуле (4.3.4), так и в виде тен­

зора общего вида, не являющегося симметричным: 
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t =-juVV--ju(V-V)E + pV®V. (4.3.15) 

Обе формы записи тензора г - и в виде (4.3.3) и в виде (4.3.15) приводят 

к одному и тому же результату для дивергенции этого тензора, результатом 

которой является сумма 

V - 7 > V - Г ' =-JUAV-^JU V(V-V) + V-(pV®v). (4.3.16) 

Заметим, что реологическое соотношение 

0 = -pE + 2juS~ju(V - V)E 

эквивалентно по результату применения операции дивергенции следующему 

выражению: 

& = - p £ + / / V K + ^ / / ( V K ) £ , 

или, в несколько другом виде: 

О*' =-pvE + /NV, 

где 

Тензор о] , в отличие от тензора <J_, не является симметричным, но: 

V a = V а} =-Vp + pAV + ^pV(V-V). 

След симметричного тензора 

tra = а : £ = -Зр, 

так же как и след несимметричного тензора 

tra1 =а] : Е = -Зр, 

равны между собой, что и следовало ожидать . 

Для несжимаемой жидкости ( р = const, V • V - 0 ) уравнение Лайтхилла 

принимает вид: 



Ap = - V - ( V - 7 ] ) , 

где T = pV®V-/NV . 

Тем самым, 

Ар = - V • (V • pVV) + V • (V • / /V V). 

Но для несжимаемой жидкости, при р - const: 

V • (V-pVV) = pV • AV = pek ^ - • AVrei = pA^Skl = p A ^ = 0. 
v 1 oxk oxk oxi 

Следовательно, уравнение Лайтхилла в этом случае принимает вид: 

Ap = -V-(V-pV®v) . (4.3.17) 

В случае турбулентного режима разбиение вектора мгновенной скоро­

сти на осредненную и пульсационную составляющие и последующее осредне­

ние по Рейнольдсу дает вместо формулы (4.3.17) соотношение: 

-Ар = V-[v-pV®V + V-V'®V'~]. (4.3.18) 

Здесь величины р и V трактуются как осредненные. Эта формула дает связь 

между тензором напряжений Рейнольдса с давлением и тензором потока им­

пульса pV ® V для осредненного движения . Формулу (4.3.18) можно перепи­

сать и в другом виде: 

Ар = -pV V : V V + V V : \-pV'<g> К ' ) . 

Действительно, при V • V - О: 

дх; dXj дх; dXj dXj у дх; ) 

а величина 
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V - ( V - ( - / ? K ' ® K ' ) ) = V- es — .(-pvy^.ej) = V — (-pVyj)ej 

(-pVy') = VV :(-pV ®V). 

После операции осреднения имеем: 

Тем самым двойное скалярное произведение оператора V V на тензор 

напряжений Рейнольдса связано с осредненным давлением и тензором гради­

ентов осредненных скоростей соотношением (4.3.18), которое справедливо 

лишь в случае несжимаемой жидкости. В случае сжимаемой жидкости эта 

связь существенно усложняется , причем здесь вместо осреднения по Рейноль­

дсу следует выполнять осреднение по Фавру. 

Формулу (4.3.17) можно записать и по-другому 

или 

(4.3.19) 

или, что то же самое: 

(4.3.20) 

т. е. в результате получена дважды дивергентная форма записи. 

Выражение V • ( V • Т] можно записать еще в одной форме. Вычислим ве­

личину: 



0 3 2 

V - V p[VV + WT)--p[V-V)E 

= / / V . < J A K + V ( V . K ) - | V ( V - K ) 

A K + ^ V ( V - K ) = / / A ( V - K ) + ^ A ( V - K ) 

= / / | A ( V . K ) = V . f | / / V ( V . K ) ' . 

Тем самым можно записать 

V - V - 7 > - V - - / / V ( V - F ) + V - ( V - / ? K < 8 > K ) , 
v 3 

и уравнение Лайтхилла представить в виде: 

4 P - - ^ | £ = V - ( J / / V ( V - K ) ] + V ( V 

или, что эквивалентно: 

A p - ^ 2 - ^ r = V - ^ / / V ( V - K ) ] + V V : / ? K ® K , (4.3.21) 

A p - — ^ = -pA(V-V) + VV:pV®V (4.3.22) 

Все формы записи волнового уравнения относительно давления эквива­

лентны - и (4.3.7), и (4.3.15), и (4.3.19) - (4.3.22). В турбулентном режиме 

наряду с тензором pV ® V, составленным из осредненных скоростей, будет 

фигурировать и тензор pV' ® V'. 



4.4. Т Р А Н С Ф О Р М А Ц И Я У Р А В Н Е Н И Я Н А В Ь Е - С Т О К С А 

Применим оператор — к уравнению Навье-Стокса, которое для течения 
dt 

вязкой жидкости с постоянными физическими свойствами пренебрегая массо­

выми силами можно записать в виде: 

p ^ + p(V-V)v = -Vp + pAV. 

Применение этого оператора к левой части уравнения дает: 

dt dt Э х 

dV, dV, P—L + pVi 
H dt H J dx 

d2Vt dVjdV, d2Vt d2Vt ^dVjdV, d2Vt 

P—г- + P — - — L + рУ, — - + P K — - + P K — - — L + рУУ, — 
H ^ 2 H ^ " H J dtdx, H dxkdt H dxk dxj H J dx^ dt2 dt dx, 

[ЪУ, l,dVjWl~ О 7/ УК ~ 7/7/ ^'У, -

д2у dV - - - d - - - -
= p ^ + P—-VV + 2pV --VV + pV ®V :VVV. 

H dt2 H dt H dt H 

n ^ dpdV 
В случае учета сжимаемости появится еще добавка — . 

dt dt 
Применение этого же оператора к правой части уравнения дает: 

{dt 1дхк 

( dp d2Vt

 Л 

— + р -
Эх dxjdxj j 

d2p dT 
y - + p т/ д2Р т/ 

У dtdXt dtdx fix i /l dx/dxt /l dxkdxidx/. 

-—Vp + p—AV. 
dt dt 

В итоге получаем следующее векторное уравнение: 



p ^ + p—VV + 2pV—VV + pV®V:VVV = -—Vp + p—AV (4.4.1) 
Эг dt dt dt dt 

Из этого соотношения можно получить уравнения переноса градиента давле­

ния: 

— Vp = p — A V - p ^ - p — VV-2pV — VV-pV®V:VVV. (4.4.2) 
dt dt dr dt dt 

Применение операции дивергенции к уравнению Навье-Стокса для не­

сжимаемой жидкости дает: 

Второе слагаемое левой части можно преобразовать так: 

Эх, J dxj dx, dxj 'dxjdx, V A ' 

В итоге получаем скалярное уравнение: 

1 - V J 7 + V F : V F + ( F - V ) ( V - F ) = -&p + /A(V-V). (4.4.3) 

Но для несжимаемой жидкости V • V - О, поэтому данное уравнение приводит 

к соотношению: 

pVV: VV = -Ap (4.4.4) 

или, в компонентной форме: 

Э ^ Э ^ _ d2p 

Эх, dxf дхкдхк 

В случае турбулентного режима течения величины V и р будут иметь 

пульсационные составляющие, тогда правила осреднения Рейнольдса вместо 

соотношения (4.4.4) дают: 
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pV V: V V + Ар = - V V': V V' ( 4 . 4 . 5 ) 

Здесь слева находятся характеристики осредненного движения, справа - пуль-

сационного. 

В общем случае сжимаемой жидкости уравнение Навье-Стокса без учета 

массовых сил имеет вид: 

р^^ + {У -V)v] = -Vp + V•2pS-V^p{V-V). ( 4 . 4 . 6 ) 

Учитывая , что V - V F 7 = V ^ V • FJ применение операции дивергенции 

Г7 d V 

dt 
— V У + VV\VV 
dt 

-Ap + -pA{V-V). ( 4 . 4 . 7 ) 

Последнее слагаемое здесь результат применения оператора div к 

сумме: 

V , . 2 / / 5 - v | / / ( V - V ) = V• p{VV + V P ) - v | / / ( V - K ) = 

= / ^ K + / / V ( V - K ) - | / / V ( V - K ) = / ^ K + i / / V ( V - K ) . 

Тогда: 

/ / A F + 1 / / V ( V F ) = / / A ( V F ) + 1 A ( V - F ) = ^ A ( V . / 7 ) . ( 4 . 4 . 8 ) 

Для несжимаемой жидкости уравнение ( 4 . 4 . 7 ) переходит в уравнение ( 4 . 4 . 4 ) . 

Применение операции градиента к уравнению Навье-Стокса дает тен­

зорное уравнение. Для жидкости с постоянными физическими свойствами 

имеем: 

dt 1 ) 

= -VV/? + / / A V F . ( 4 . 4 . 9 ) 

Взятие следа этого уравнения приводит к уравнению (2.4 .11): 

pVV:VV = -Ap. 



Для турбулентного режима, после разбиения физических величин на 

осредненные и пульсационные и последующего осреднения по Рейнольдсу, из 

уравнения ( 4 . 4 . 9 ) имеем: 

^vv+vv-vv+(v.V)VK+VK'-VK4(K'-V)VK'J = 

( 4 . 4 . 1 0 ) 

Возьмем след этого уравнения. Учитывая что trVV -VV : Е - V • V, а для не­

сжимаемой жидкости V • V - 0 , получаем: 

pVV:VV + VV':VV' = -Ap. ( 4 . 4 . 1 1 ) 

Рассмотрим теперь дивергенцию конвективного ускорения и другие со­

путствующие ей формулы. Эта величина: 

V - [ ( F - V ) f ] ( 4 . 4 . 1 2 ) 

согласно формуле Громеки эквивалентно выражению: 

V V - — V x ( V x V ) ( 4 . 4 . 1 3 ) 

Раскроем скобки в выражении ( 4 . 4 . 1 2 ) : 

дх, J дх, дхк 

Jdx, 

дхк 
1 дх, дхк dXj J dXj \ дхк 

Тем самым, 

= VV: VV + (V-V)(V-V). 

V-[(v -V)v^ = VV :VV + (v -V)(V -V). ( 4 . 4 . 1 4 ) 



Тот же самый результат можно получить и используя формулу Громеки 

для конвективного ускорения, но при этом при проведении выкладок возни­

кают некоторые другие полезные формулы. Для первого слагаемого в формуле 

Громеки имеем, учитывая что = VV • V : 

к дхк дх, J ' к1 дхк { J дх, ) дх, \ J дх, 

dVidVi d2Vi -
= —L—L + V. J- = W :VV + VAV. 

дх/ дх/ J дх/дх/ 

Отсюда: 

V - ^ V - y j = VVT :VV + V-AV. ( 4 . 4 . 1 5 ) 

Применяя оператор дивергенции ко второму слагаемому формулы 

( 4 . 4 . 1 3 ) получаем: 

V-(KX(VXK)) = ( V X K ) - ( V X K ) - K - [ V X ( V X K ) ] . ( 4 . 4 . 1 6 ) 

Заметим, что при доказательстве формулы Громеки использовалось ра­

венство: 

. ' A ' А , 
е,. 

Обозначим для краткости записи выражение в скобках как компоненту неко­

торого вектора а, то есть Vх{у xV^-a -aiei, 

dV dV 



Тогда 

vi Ггг (vi гл1 vi - да, да. да, да, 
V К х I V х К) = V • я = — = — 1 + — L + — - , 

L v Эх, Эх, Эх2 Эх, 

Выполним выкладки для каждого слагаемого этой суммы, учитывая , что 

VxV = 2d): 

Э<з, _ Э 

Эх Эх, 

ЭК ЭК 
J/ к — 1 

J Эх, 7 Эх, 

д_ 

Эх, Эх, Эх, Эх, / Э х , 

эк , э к Л э ^ э к 2 | э 2 к 2 | э к э к | ^ Э 2 К э к 2 э ^ 
2 Эх2

 1 Эх, J Эх, Эх, 2 Эх,2 Эх, Эх, 1 Эх,2 Эх, Эх2 

э 2 к , э к эк , э 2 к , = э к 2 Г э к 2 э к Л э к Г э к э к Л | 

2 Эх,Эх2 Эх, Эх, 1 Эх, Эх, Эх, ^ Эх, Эх2 J Эх, ^ Эх, Эх, J 

Эх,2 Эх,Эх2 

д2щ 
, _ Э х Г ' 

Э К ? 0 Э К 0 __Э2<ц 
2 , - — - 2 * ц - 2 ш , + К2 

Эх," Эх, Эх, J Эх, 1 Эх, " " Эх, 

Э<7? Э<7, 
Аналогичным образом вычисляем —— и ——, в итоге получаем: 

Эх2 Эх, 

^ Э К ? 0 Э К 0 ид2со, 1/д2со1 Э К 0 ЭК, 
V • а = — - 2 # л -2со2 + К2 - К, - + — - 2 щ ]-2а>, + 

Эх, 1 Эх, " " Эх, 1 Эх, Эх2 Эх2 

Э2<у, Э2<ц ЭК, _ ЭК? _ Э2<у? Э 2 ^ 
+ К — L - К, — ^ + — L 2 <у2 - — ^ 2 ̂  + К, - К2 — ^ -

dx 2 dx 2 dx, dx, dx, dx. 

0 fЭК, э к Л _ [ЭК, э к ] _ Г э к ? эк , , _ f / 

[ dx, dx, J "1 dx, dx, J 1 dx, dx. 

+2K 2 

дщ дщ 

v Эх, Эх, 
+ 2K, 

Эш, ЭЙЛ 

Эх, Эх2 

M _ M | = 4 ( ^ + fflf + ffl?)_2K-(VxS) = 
^ Эх2 Эх, 1 - / v / 

= ( V X K ) - ( V X K ) - K - [ V X ( V X K ) ] . 

Таким образом можно заключить, что формула (4.4.16) справедлива. 



М о ж н о показать, что формулу для V - K x ^ V x K J j ВОЗМОЖНО предста­

вить и в несколько другом виде, используя понятие вихря = — V x K . Тогда 

V - ( F X ( V X F ) ) - V - ( F X 2 < 5 > ) = 4 < 5 > 2 - 2 F - ( V X ^ > ) ( 4 . 4 . 1 7 ) 

Скалярную величину, представленную выражением ( 4 . 4 . 1 6 ) , можно 

представить и в другом виде, записывая подробнее каждое слагаемое и учиты­

вая, что 

V x K = -£ ё ( 4 . 4 . 1 8 ) 

V x V x K = V ( V - K ) - A K = 
Эх Эх Эх 

( 4 . 4 . 1 9 ) 

Тогда, используя выражение ( 4 . 4 . 1 8 ) , выполним следующее преобразование 

первого слагаемого правой части соотношения ( 4 . 4 . 1 6 ) : 

/ - - w - - \ ЭК дУ дУ дУ 

V / V ' Эх ^ v ^ v ^ v Эх дх, дх, 

дх, дх, 10 1Л дх, дх, Ц 2/л дх, дх, *° ',/л 

ЭК. ЭК дУ,дК ] (ЭК. ЭК ЭК. ЭК 
— - — — - £ х , + — - — - £ 2 , — - £ , , , 1 + 

ч дх, дх2

 и дх, дх, и) ^ Эх,, дх, ~и дх, Эх, 

(^_Ldy1_£ _^1_Щ£ ) _ Э К ЭК ЭК2 дУ, дУ, дУ2 | 

^ Эх,. Эх, , у дх, дх2

 MJ) дх2 дх2 дх, дх2 дх2 дх, 

| эк 2 эк, | эк, эк, э к эк, эк, э к | э к э к | эк 2 эк 2 

дх, дх, дх, дх, Эх, дх, дх, Эх, Эх, Эх, Эх, Эх, 

дх2 Эх, Эх, Эх2 Эх2 Эх2 

( 4 . 4 . 2 0 ) 

Принимая во внимание соотношение ( 4 . 4 . 1 9 ) имеем: 



4 4 & 

•~VxVxV] = Vket 

= v • 
'Эх, 

э 2 к , 

э 2 к . 
— е : 

Эх,Эх, 7 

( 4 . 4 . 2 1 ) 

7 Эх,Эх , 1 А ' 

Теперь, используя выражения ( 4 . 4 . 2 0 ) и ( 4 . 4 . 2 1 ) для формулы ( 4 . 4 . 1 6 ) полу­

чаем: 

V - ( K X ( V X K ) ) = V K : V P ' - V K : V K ( 4 . 4 . 2 2 ) 

Подстановка выражений ( 4 . 4 . 1 5 ) и ( 4 . 4 . 2 2 ) в формулу ( 4 . 4 . 1 4 ) (с учетом того, 

что V V'' : V V = V F : V F 7 ' ) дает: 

V V - y - K x ( V x K ) : V К : V V + ( К • V ) ( V • V), ( 4 . 4 . 2 3 ) 

Это выражение совпадает с выражением ( 4 . 4 . 1 4 ) , что и следовало ожидать . 

В уравнении для механической энергии потока есть слагаемое , 

dt 2 

характеризующее кинетическую энергию движущейся жидкости. В компо­

нентной форме это: 

2 2 dt ^ ~^ Эг 2 2 'Эх. Эг Эх, 

М о ж н о этот результат записывать в бескомпонентном виде как 

- Э К - - - - , 
V — +V®V:VV'. 

Эг 

п d d V2 

Применим теперь оператор — к величине : 
dt dt 2 
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dt{dt 2 J [dt ){dt 2 

k dt dx, 

dt{ dt J dt{' dx, ) J dxj { dt J J dxj { ' k dx, ) 

Теперь распишем последовательно каждое слагаемое из этих четырех: 

dt { k dt J dt dt k dr dt dt dr ' 

Э (_._. dVk Л dV, dVk dV, dVk d2Vk 

— VV. —- = —- V. —L + V —-—- + VV. - = 
dt{ dx, J dt dx, dt dx, dx,dt 

— •VV\-V + (V-VV)- — + V®V: — VV; 
ч Э / J 1 ) dt dt 

J dXj { dt J J dXj dt J Bxjdt 

•<'">f-("f)* 
dXj dXj dXj dXj dXj dxt dxfix, 

= [v -vv)-[v-vv) + (v®v)\[vv -vv) + v®vW-VVK. 

В последнем выражении три точки обозначают тройное скалярное произведе­

ние тензоров, позволяющее из двух тензоров третьего ранга получить скаляр­

ную величину. Подстановка полученных выражений в исходное дает оконча­

тельно формулу: 



_̂ .f̂ _̂ lV— — + v —+ 
dtidt 2 j dt dt dt2 

dt 

У dt dt У ' dt { dt j 

4.5. П У Л Ь С А Ц И И С К О Р О С Т И И В И Д Ы Д И С С И П А Ц И И 

Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т И 

Рассмотрим тензор скоростей деформаций, его пульсационную часть и 

далее запишем уравнение переноса для тензора скоростей деформаций, кото­

рый является симметричной частью тензора градиентов скоростей 

S = —(VV + VV1 У Уравнение переноса для тензора S можно получить после 

применения операции градиента к уравнению Навье-Стокса и сложения полу­

ченного результата с его транспонированным уравнением: 

Операция градиента, примененная к уравнению Навье-Стокса для жидкости с 

постоянными физическими свойствами, приводит к уравнению: 

dt 
V F + V F - V F + ( F - V ) V F ---Wp + juAVV. (4 .5Л) 

Транспонирование этого тензорного уравнения дает 

Э 
V F / 4 ( V F - V F ) / + ( F - V ) V F 7 ' = -VVp + juAVV . 

Полусумма двух последних выражений дает уравнение переноса для тензора 

скоростей деформаций S: 



р ---p{yV-4V)- VV/7 + pAS (4.5.2) 

Заметим, что операция взятия следа для этого уравнения, учитывая, что 

trS = V • V, а при /7 = corat имеем V • F = 0, приводит к выражению: 

pWV: VV = -Ap, 

что совпадает с результатом применения операции дивергенции к уравнению 

Навье-Стокса. 

В уравнении (4.5.2) тензор S понимается как тензор для мгновенных 

скоростей. В случае турбулентного режима течения появляется пульсационная 

добавка: 

S ' = I ( V K ' + V K ' 7 ' ) , (4.5.3) 

и после операции осреднения по Рейнольдсу это уравнение для тензора S, ко­

торый здесь уже понимается как осредненный (для осредненных скоростей), 

принимает вид: 

dt 

Учитывая , что для несжимаемой жидкости V • V = V • V' = 0 операция взятия 

следа дает: 

-5 + ( K - V ) 5 + ( r - V ) 5 ' =pAS-VVp-p V K - V K + V r - V r ] . (4.5, 4) 

— Ap + VV: VV + VV: VV' = 0 
P 

(4.5.5) 

Осреднение выражения (4.5.3) по правилам Рейнольдса дает нулевое значение 

S' = 0, но квадрат пульсационной добавки нулю не равен S'~ Ф 0 : 

4 
V V • V V + ( V V • V V) + V V • V V" + V V" -W 

След этого симметричного тензора второго ранга равен: 

(4.5.6) 

/ r S / 2 - S / 2 : £ - -
" " " 2L 
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Через этот след дается определение истинной диссипации: 

£ = 2vtr&\ (4.5.7) 
с ' 

или, в терминах пульсационных компонент: 

€ = 2vS,/S; = v 
ду;ду; | эу;ду; 

дх, дх, дх, дх, 

Изотропной диссипацией в теории турбулентности называется скаляр­

ная величина, которая определяется формулой: 

дУ'дУ' 
es = VV У/Т : V У', или es = . (4.5.8) 

dXj dXj 

Вообще диссипацию механической энергии (переход ее в тепловую) ха­

рактеризует мощность (диссипация по Рэлею): 

т. е. двойное скалярное произведение тензора вязких напряжений на тензор 

скоростей деформаций. Размерность этой величины она характеризует 

выделение тепла за 1 с в 1 л*"'объема движущейся жидкости. Если отнести эту 

мощность к плотности р, то получим удельную истинную диссипацию, раз-

^ Вт м2 _ 
мерность которой = —^-. Поскольку для пульсационного движения несжи-

кг сл 

маемой вязкой жидкости тензор вязких пульсационных напряжений: 

f = 2pS\ 

в котором тензор градиентов пульсационных скоростей S' определяется со­

гласно (4.5.3), то удельная внутренняя истинная диссипация выражается сле­

д у ю щ и м образом: 



( 
£ = — T':S' = -VS'S' =-V\ 

p 2 ,J Jl 2 ^dxj дх, j дх, dXj j 

= v 
дх: дх, дх, дх 

= v{vy'\VV' + VV'T : V K ' ) = £s + vVV'\ V K ' . 

Отсюда связь между изотропной и истинной диссипацией имеет вид: 

£s =£-vVV':VV'. (4.5.9) 

Слагаемое pes содержится в уравнении переноса кинетической энергии 

пульсаций, которая по определению равна: 

1- 1 
k = -Vy'=-trV'®V. 

2 1 1 2 

Уравнение ее переноса имеет вид [8] : 

дк 

dt 

1 D'V' 
- V V V \ Е-¥-— + vVk 
2 ~ р (4.5.10) 

в котором последний член как раз совпадает с определением (4.5.8). В терми­

нах компонент это уравнение записывается как: 

1 dXj дх^ 2 1 ' ' дх^ р dxjdx. 
(4.5.11) 

J дх^ дх^ дх. 

В литературе по турбулентности в уравнении переноса кинетической 

энергии пульсаций часто вместо изотропной диссипации £ s фигурирует вели­

чина истинной диссипации £ , которую часто называют скоростью диссипа­

ции энергии турбулентных пульсаций. 

Из соотношения (4.5.5) можно получить связь между истинной и изо­

тропной диссипациями через осредненные параметры течения: 



0 4 4 

е = еч Ap-vVV: V K . 
P 

(4.5.12) 

Получим уравнение переноса изотропной диссипации £ s . Для этого за­

пишем уравнение переноса тензора V K и умножим его слева дважды скалярно 

на транспонированный градиент пульсаций: 

Э _ 
V K ' 7 : — V K + V K ' 7 ' : [ V K - V K ] + V K ' 7 ' : [ ( к - V ) V K ] = 

dt 

= - V K ' 7 : V V p + V K ' 7 ' : v A ( V K ) . 
P V 7 

(4.5.13) 

После представления физических величин через сумму осредненных и пуль­

сационных и дальнейшего применения правил осреднения Рейнольдса, полу­

чаем в терминах компонент: 

эу,\ э ЪУ; dv'dv'dvs | ду;ду1 эу; | эк;эк;эк; | 

дх, dt дх, дх, дх, дх, дх, дх, дх, дх, дх, дх, 

dv'„ э2к эк' э2к; эк' э2к; 
+—*-V. — +—-V. — + — - К . -дх, ' дх ,дх, дх, ' дх ,дх, дх, ' дх ,дх, 

(4.5.14) 

1 эк' э у | э к ; э2 Г э к ; 

р Эх. Эх;.Эх. Эхл Эх .Эх. \у dxs J 

или в бескомпонентном виде: 

dtl V К ' 7 : V К ' +1V К ' 7 • V K ' j : V К +1V К ' • V К ' 7 j: V К 7 + 

+ ( V K ' 7 ' - V K ' ) : V K ' + V K ' 7 ' : [ ( K ' - V ) V K ] + ^ ( K - V ) [ V K ' 7 ' : V K ' ] + 

+ - V • [ К ' ( V К' 7 ' : V К ' ) ] - - - V К ' 7 ' : V Vp + и Г - д ( V К ' 7 ' : V К ' ) 

(4.5.15) 

- V ( V K ' 7 ' ) ; V ( V K ' 7 ' ) . 

При получении выражений (4.5.14) и (4.5.15) были использованы соот-



L J Эх, dx, dx^ 

Эх, дх, дх^ " sk Эх, Эх, Эх у 

L v ; J dx, ' dxj dx, dx, ' dxjdx, ' 

Кроме того, для лапласиана произведения производных справедливо по­

лезное соотношение: 

(дУ[дУ^ 

Эх с Эх 

э ' э э \ *Х dv;~ 
Эх, ах, Эх, Эх, ) = Эх, 

z 
Э х ; Э х л Эх л 

ЭУ; ЪУ^ ъх ъх 
Э х / Э х / Э х л Эх л dxfdxs dxfdxs 

Эх, Э х , Э х , Эх , v ; 2 

Г dK' 
dx, 

ГэкЛ ЭУ; ЭУ; 
Эх, J Э х , Э х , Э х , Э х , 

М о ж н о использовать понятие тройного скалярного произведения тензо­

ров (оно понижает суммарный ранг тензоров на 6). Используя это понятие, 

второе слагаемое правой части последнего выражения можно записать в виде: 

- - л г . - , - - Л у Э dV\ . Э dV' 

= & ( & , & A ( ? * ' ^ - ^ ( ? ' 4 ) = 

=lHIHStS Su _ э»и; ЭУ; _ ъх ъх _ 
Эх,ЭхА. Эх л Эх, л ^ " Эх,ЭхА. ЭхА.Эх, Эх у Эх л . Эх л .Эх у 

С учетом этих соотношений уравнение (4.5.15) после умножения на 2v 

дает уравнение переноса изотропной диссипации £ х : 
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es = - V • V'e[ - 2 — V V'T: VWp + vAes -
P 

-2v2V(W') '^(Vv)-2vV'(VV) W[w) T 
( 4 . 5 . 1 6 ) 

-2vtr[VV,T -VV'-VV')-2v[VV,T -VV')\VV 

-2v{VV'-VV'T)\VV'T, 

или, в компонентной форме: 

dt J дх^ J дх^ p dxk dXjdxk dxftXj 

( 4 . 5 . 1 7 ) 

4.6. У Р А В Н Е Н И Е П Е Р Е Н О С А Т Е Н З О Р А Н А П Р Я Ж Е Н И Й 

Р Е Й Н О Л Ь Д С А 

Уравнение переноса тензора напряжений Рейнольдса для несжимаемой 

жидкости можно получить из уравнения Навье-Стокса для мгновенной скоро­

сти, которую обозначим как 0, путем умножения этого векторного уравнения 

тензорно на вектор пульсационной скорости V' слева и справа, последующего 

сложения полученных уравнений. 

Уравнение Навье-Стокса для несжимаемой жидкости при пренебреже­

нии массовыми силами имеет вид: 

где U - вектор мгновенной скорости, состоящий из суммы осредненной и 

пульсационной составляющих. У м н о ж и м это уравнение тензорно на пульса-

ционную компоненту V' сначала слева, а затем справа: 

( 4 . 6 . 1 ) 
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dt v ' 

dt 
® K ' + ( ( £ ? - V ) £ ? ) ® V' 

= -V'®Vp + pV'® AU; 

-Vp® V' + p[AU)® V'. 

Такое умножение слева и справа позволяет получить после сложения получен­

ных выражений тензорное уравнение, в котором фигурируют только симмет­

ричные тензоры: 

= -\v'®Vp + Vp®V'^ + p\j/®AU + (AU)®V/ 

(4.6.2) 

Далее подставим выражение для мгновенной скорости как сумму осредненной 

V и пульсационной V': 

U = V + f", (4.6.3) 

и выполним операцию осреднения по правилам осреднения Рейнольдса. 

Для слагаемых левой части уравнения (4.6.2), содержащих локальное 

ускорение, подстановка представления (4.6.3) дает: 

эЛ ) dty ) dt dt dt dt 

После операции осреднения по правилам осреднения Рейнольдса слагаемые, 

содержащие произведения осредненных и пульсационных величин, пропа­

дают, и в итоге остаются диады: 

dt dt 

Заметим, что здесь у произведений неявно присутствует знак тензорного 

умножения ® , который отброшен, для краткости записи. Эта сумма может 

быть записана в компактном виде: 

dt dt dt dt 
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В итоге, после операции осреднения слагаемые левой части уравнения 

(4.6.2), содержащие локальное ускорение, дают выражение: 

dt 

Для членов, содержащих конвективное ускорение в левой части уравне­

ния после подстановки разбиения (4.6.3) в уравнение (4.6.2) имеем: 

+ V') • v ] [v + v')+[((v + v') • v ) [v + к ' ) ] к ' = 

= F ' ( F • v ) к + F ' ( F • v ) v'+v'[v'-v) к + F ' ( F ' - v ) F 4 

+[v' ®(v' -v)v + (v' 

Здесь первое слагаемое после осреднения дает ноль, а остальные перед осред­

нением можно преобразовать: 

Эх, ' J дх 

Тем самым после осреднения второе слагаемое принимает вид: 

( F - V J F W , 

т. е. возникла конвективная производная тензора пульсации. 

Третье слагаемое: 

V' ® {?' • V ) V + Г ( к ' • V ) К ® F ' l = J ^ . K ' — F,e, + V'^-eyk\ = 

: уу'^!±ее + F'F е е . = К' ® К' • V К + V V1 • V ® К'. 
' 1 дх, Эх, 

После осреднения имеем: 

F W - V F + V F 7 F W 
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т. е. в результате получается вращательная производная тензора пульсации 

(аналог вращательной части для материальной производной Ривлина) . 

Последнее слагаемое: 

К ' ( К ' - У ) К Ч Г ( К ' - У ) К ' ] К ' = 

+ —LVV' 
dx ' k 

( 2 Л 

v.—w: 
'dx 1 k 

V V ^ l L y Y } 

' ' dx. dx. ' k 

= (V ® V) • V V + V VT • ( V <g> V') = V • ( V <g> V <g> V') 

Здесь учтено, что для несжимаемой жидкости - О. В итоге, четвертое 

слагаемое дает дивергенцию для тензора третьего ранга пульсации скорости. 

Следует отметить, что в скалярном виде, в терминах компонент это слагаемое 

записывается как - — У У У 1 •> а не - — У У У 1 •> к а к э т 0 имеет место во многих 
dx, J 1 к ^ J к dx, 

публикациях [8; 9 ] . После операции осреднения для четвертого слагаемого по­

лучаем следующий тензор второго ранга 

V-(K'<8> V® К'), 

т. е. дивергенцию осредненного тензора третьего ранга для пульсаций скоро­

сти, которая является тензором второго ранга. Простейшие преобразования 

дают: 

y.Vff' = e. — VV'Vee ё =(ё.-ё.)—W'Ve ®ё = 
dxk ' J S ' J S

 w { ) dxk

 1 J s J 

= &. — У.УУе.®ё = — У.УУе.®ё = 
dx, 1 J s J v dx, J v J 

dV! , , ,dV' , ,dV'\ 

V дхк дх* 

Первое слагаемое, согласно формуле (2.4.4), для несжимаемой жидкости равно 

нулю, а два других дают: 
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КК—ё, ® ё< + v,У, —ё,- ®ё^ = 
Эх, > ^ 7 Эх, 7 " 

= ( К ' ® V') • (V К ' ) 7 + (V' ® V') • V V' = ( К ' ® К') • 25 х , 

где S' - тензор пульсационных скоростей деформаций: 

5' = ^ [ V F ' + ( V F ' ) ' ' ] . (4.6.4) 

Выполняя теперь операцию осреднения по Рейнольдсу, получаем для несжи­
маемой жидкости соотношение: 

(V' ® V') • 2S' = V • (f" ® V' ® V'). (4.6.5) 

Для правой части уравнения (4.6.2) (учитывая, что давление также со­

держит осредненную часть и пульсационную, в результате чего мгновенное 

давление будем представлять в виде р + р\ где р трактуется как осредненное 

давление, а // - как пульсационное) первое слагаемое можно записать следу­

ющим образом: 

V'®Vp + V'®Vp'+Vp®V' + Vp'V'. 

Очевидно, после операции осреднения первое и третье слагаемое приводят к 
нулям, поэтому преобразованию подвергнем только оставшиеся, образующие 
в сумме симметричный тензор второго ранга (поскольку сумма диады с ее 
транспонированной всегда является симметричной). Эти слагаемые можно 
представить в виде: 

v'®Vp'+vP'®v'=v[p'v')+[v(//P)J - pis! • 

Операция осреднения приводит к следующему выражению для рассматривае­
мого первого слагаемого правой части (4.6.2): 

v ( 7 ^ ) + [ v ( 7 n ] ' ~2Р^'-

Это же слагаемое можно записать и в виде: 

V'®Vp+Vp®V'. 



Второе слагаемое правой части (4.6.2) можно преобразовать, используя 

для лапласиана диады соотношение: 

А)/ ® ) / = )/ ® А)/ + (А) / ) ® ) / + 2 V К 7 ' • V V . 

Доказательство этого соотношения не составляет трудностей, как и аналогич­

ного соотношения для лапласиана произведения двух скалярных функций: 

Af<p = <pAf + fA<p + 2V<p-Vf. 

Тогда второе слагаемое правой части уравнения (4.6.2) после осреднения дает 

выражение: 

juAV'®V'-2ju{VV) 

или, несколько иначе, записывая лапласиан тензора второго ранга через ди­

вергенцию тензора третьего ранга: 

/ / V - ( v r ® r ) - 2 / / ( v r ) 7 - V K ' . 

После подстановки итогов преобразований в формулу (4.6.2) получаем 

уравнение переноса тензора пульсаций F'<8> V' для несжимаемой жидкости: 

J^K'<8>K' + (K-V)K'<8>K' = / *AK '<8>K ' -2 / / (VK ' ) ' - V K ' -

-{v'®Vp+Vp®V^-

-р K ' < 8 > K ' - V K - V P - K ' < 8 > K ' ] -

-pV-v'®v'®v'. 

(4.6.6) 

Если тензор пульсаций представить в виде тензора напряжений Рейноль­

дса R - —pV ® V , то в рассматриваемом случае несжимаемой жидкости урав­

нение (4.6.6) приводит к следующему уравнению переноса: 
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dg 

dt ' (4.6.7) 

Заметим, что слагаемое V' ® Vp + Vp ® V' может быть записано и в виде: 

V(p ' )7 ' ) + [ v ( p ' j 7 ' ) J - 2 ^ y . 

В компонентном виде уравнение (4.6.6) запишется следующим образом: 

dt дх, 
Э 77777 

p ^ y y i - p y y y : -р 
' ' дх. дх. ' ' 

дхк Эх, 
-2//-

(4.6.8) 

Эху dXj 

Если к тензорному уравнению (4.6.6) применить операцию взятия следа, 

то можно получить скалярное уравнение. Для этого учтем, что для произволь­

ного тензора А его след: trA = А: Е = Ап, а для скалярного произведения тен­

зоров второго ранга след записывается в виде: tr[A• В)-[А-В): Е- AjkBkj. 

Вычислим следы тензоров, входящих в уравнение (4.6.6): 

trV'®V'=V'V' 

~ ' 7 Э х , ' 

(W V®V'\\E=^V'V' 
\ I ~ Эх J ' Эх, 

Заметим, что два последних выражения одинаковы в силу симметрии тензора 

Г ' ® Г ' . Далее: 

(V • V ® V ® V'\: Е = — V] V'V' 
\ i дх. 

V®Vp + Vp ®V'):E = 2V^-
\ ' ' дх, 



pAV'®V':E = pAV.'V.'9 

( v r ) - v r э^'э^' 
~ Эх, Эх 

Тогда из уравнения (4.6.6) получается уравнение переноса кинетической энер­

гии турбулентных пульсаций к в виде: 

dt J дх, 1 дх, 2 дх, 

д2к dV'dV' 1/fdp л , Л 

ох,ох, ох, ох, ох, 

Видно, что это выражение совпадает с (4.5.11), поскольку p'V = V,'^—. 
дх^ дх^ 

Эти результаты для тензора пульсаций и, следовательно, для тензора 

напряжений Рейнольдса можно получить и по-другому. Для этого надо запи­

сать уравнение Навье-Стокса для мгновенных и для осредненных скоростей: 

~д€ 
Р 

ЭК 

dt 

dt 
-(u-v)u = -Vp + V-(pVU) (4.6.10) 

+ ( j / . V ) j / = -Vp + V-(pVV-pV'® J/r) (4.6.11) 

Сначала умножаем уравнение (4.6.10) тензорно на мгновенную скорость U 

слева и справа (для транспонирования) и складываем результаты этих умно­

жений. После этого мгновенную скорость представляем в виде суммы осред-

ненной и пульсационной 0 = V + V' и выполняем операцию осреднения по 

Рейнольдсу. В результате получаем уравнение: 

p^[v®v + v'®v'}+pv-[v 

+ Г ® Г ® Г + Г ® Г ® к ) = - ( к ® У р + У р ® К + Р ® У р Ч (4.6.12) 

Затем уравнение (4.6.11) умножаем на осредненную скорость V тензорно 

слева и справа и складываем. В результате получаем уравнение: 
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dt 
-v®v + v-[v®v®v) = -[v®Vp + Vp®V^-

-p v®v-v'®v'+v-v'®v'®v~Yp\Lv®v-vv + v-vv®v^. 
(4.6.13) 

Вычитая это уравнение из уравнения (4.6.12), т. е. убирая чисто средние 

величины, получаем искомое уравнение (4.6.6). 

Возникающий в сжимаемой жидкости тензор VpV можно представить 

в следующем виде: 

дхк дхк 

дхк ' дхк 

(4.6.14) 

ekej=Vp®V + pVV 



Г Л А В А 5 . М О Д Е Л И Р О В А Н И Е Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т И В Р А М К А Х 

П О Д Х О Д А О. Р Е Й Н О Л Ь Д С А 

5.1. С И С Т Е М А У Р А В Н Е Н И Й Н А В Ь Е - С Т О К С А 

И ЕЕ И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е 

Как уже указывалось в Главе 2, система уравнений движения вязкой не 

сжимаемой жидкости может быть записана следующим образом [53]: 

"эк 
р - + V - ( K ( x ) K 

dt v 
= pf-Vp + V-r, 

(5.1.1) 

V K = 0. 

В качестве начальных условий для системы (5.1.1) может быть выбрано 

состояние покоя рассматриваемой динамической системы, когда скорость 

жидкости равна нулю, а давление равно некоторому начальному давлению ро, 

тогда: 

J / ( x , 0 ) = 0, р(х„0) = р0, (5.1.2) 

или же, при обтекании системы потоком жидкости со скоростью v , скорость 

везде в набегающем потоке равна v , а давление равно некоторому началь­

ному давлению ро: 

; / ( х „ 0 ) = к ; \ р(х„0) = рл. (5.1.3) 

На твердых поверхностях W должно выполняться условие прилипания 

(равенство нулю всех компонент скорости): 

F , M l = ° - (5.1-4) 

Следует отметить, что условие (5.1.4) является допущением, подтвержденным 

многочисленными измерениями скорости потока вблизи стенок, согласно ко­

торым скорость действительно стремится к нулю при приближении к поверх­

ности. Косвенным подтверждением справедливости условия (5.1.4) является 

то, что полученные на его основе результаты моделирования течений хорошо 



соответствуют экспериментальным исследованиям. Выполнение условия при­

липания не зависит ни от материала, ни от состояния поверхности, ни от ха­

рактеристик сплошной среды. Исключение могут составлять лишь сильно раз­

реженные газы. Очевидно, что в случае движения тела в покоящейся жидкости 

это условие будет записываться следующим образом: 

K(V)L=K° + V 4 * , - (5-1.5) 

Это означает, что скорость жидкости во всех точках поверхности тела равна 

скорости точек этой поверхности, которая складывается из скорости полюса 

У и скорости вращения относительно полюса сохг. 

На большом удалении от обтекаемой системы должно выполняться 

условие убывания возмущений: 

Vj(xnt) = 09 p{x„t) = pn (5.1.6) 

для условия (5.1.2), или 

yj.(xi9t) = y;\ p(xnt) = р{) (5.1.7) 

для условия (5.1.3). 

Непосредственное интегрирование системы уравнений Навье -Стокса 

наталкивается на ряд трудностей, среди которых следует упомянуть следую­

щие: 

- первое уравнение системы (5.1.1) представляет собой нелинейное д и ф ­

ференциальное уравнение второго порядка в частных производных, то 

есть не имеет общего решения; 

- это уравнение содержит производные как по времени, так и по простран­

ству; 

- его невозможно однозначно отнести ни к одной из классификационных 

групп дифференциальных уравнений (параболическим, эллиптическим 

или гиперболическим) - их тип может меняться прямо в процессе расче­

тов; 
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- при решении конкретных инженерных задач могут возникать очень 

сложные граничные условия (и геометрические и динамические) . 

В силу указанных трудностей точное решение уравнений Навье -Стокса 

возможно л и ш ь в небольшом количестве частных случаев [201], и исключи­

тельно для ламинарных течений. В то же время, подавляющее большинство 

течений, встречающихся на практике, являются турбулентными. При этом 

теоремы существования и единственности глобального решения системы 

(5.1.1) также получены для ограниченного количества случаев [31; 32; 74; 107; 

201]. Поставленная в монографии О.А. Ладыженской [31] проблема о един­

ственности слабого решения Хопфа (существующего на бесконечно большом 

промежутке времени) до настоящего времени остается нерешенной. То есть 

остается неясным, насколько адекватно уравнения Навье -Стокса описывают 

реальные течения жидкости. Известны попытки получить приближенные 

асимптотические решения уравнений Навье-Стокса , однако к настоящему 

времени они не увенчались успехом (например, [36; 156; 183]). Поэтому ос­

новным путем решения сформулированной краевой задачи на сегодняшний 

день является использование численного моделирования. 

Помимо системы (5.1.1) для исследования движения жидкости вполне 

возможно использовать и более общий подход, основанный на анализе исход­

ных уравнений Больцмана [15; 66]. В начале X X века S. Chapman и D. Enskog 

предложили асимптотический метод их решения, который в линейном при­

ближении приводит к системе (5.1.1) [90]. Однако подходы такого рода в 

настоящее время недостаточно апробированы, а опубликованные результаты 

(например, [20; 21 ; 68]) относятся исключительно к д в и ж е н и ю газообразных 

сред. Применение же данных подходов к анализу движения капельных жидко­

стей в настоящее время требует непомерных машинных ресурсов, и нуждается 

в специальных исследованиях особенно с точки зрения моделирования неста­

ционарных течений. 
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5.2. О С Н О В Н Ы Е П О Д Х О Д Ы К М О Д Е Л И Р О В А Н И Ю 

Т У Р Б У Л Е Н Т Н Ы Х Т Е Ч Е Н И Й 

В настоящее время можно выделить три основных подхода к р е ш е н и ю 

задач динамики вязкой жидкости: прямое численное моделирование, решение 

осредненных по времени уравнений Навье -Стокса (уравнений Рейнольдса) , и 

метод крупных вихрей. Помимо них существуют и различные гибридные под­

ходы, содержащие в себе отдельные их черты. 

Первый подход связан с непосредственным решением системы (5.1.1), 

два других используют преобразование уравнений Навье-Стокса , в результате 

которого отбрасываются мелкомасштабные турбулентные пульсации. 

В последнее время рядом исследователей предпринимаются попытки 

проведения расчетов турбулентных течений без привлечения каких-либо мо­

делей турбулентности (no-model simulations - «расчеты без модели» или «не­

полное» прямое численное моделирование) . Подобные численные исследова­

ния в отдельных случаях (как для фундаментальных, так и ряда прикладных 

задач) позволяют получить приемлемые результаты при умеренных времен­

ных затратах. Однако применимость подобного метода моделирования в об­

щем случае нуждается в дополнительных исследованиях [16]. 

Ниже излагаются основные особенности указанных подходов. 

Метод прямого численного моделирования турбулентности (Direct 

Numerical Simulation, DNS) представляется наиболее логичным подходом, 

предоставляющим возможность всестороннего изучения турбулентных явле­

ний в случаях, когда экспериментальные исследования затруднены или во­

обще невозможны [120; 157]. 

Этот подход базируется на единственном предположении о том, что 

уравнения Навье -Стокса пригодны для описания л ю б ы х движений сплошной 



среды. В приложении к рассматриваемым видам течений метод DNS предпо­

лагает решение дискретного аналога уравнений (5.1.1) без привлечения к а к и х -

либо дополнительных уравнений. 

Для получения решения в рамках такого подхода все значимые времен­

ные и пространственные масштабы течения должны разрешаться полностью. 

Отношение наибольших и наименьших пространственных масштабов течения 

определяет число степеней свободы, необходимое для численного представле­

ния поля течения в любом из трех измерений. Наибольший масштаб турбу­

лентных образований в ограниченной области имеет порядок характерного 

размера этой области (L). В качестве наименьшего масштаба длины обычно 

выбирается диссипативный масштаб, введенный А.Н. Колмогоровым [24]: 

где е— скорость диссипации энергии турбулентных пульсаций, оцениваемая 

как £ = — , где V- характерная скорость. Тогда для отношения наибольшего 

масштаба к наименьшему, определяющего число степеней свободы потока, 

можно получить с л е д у ю щ у ю оценку [70]: 

следовательно, 

Заметим, что в работе Ю.Л. Климонтовича [105] приводится более 

скромная оценка числа степеней свободы: 

где ReK p - критическое число Рейнольдса. 

Кроме того, чтобы результаты были пригодны для определения средних 

величин, расчеты должны продолжаться в течение времени r=L/V секунд, где 

/V= — = R e * » , 
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V - характерная скорость, а шаг по времени не должен превышать величину 

le/V. Следовательно, для одного расчетного случая необходимо выполнить Re'7 

шагов по времени. Тогда суммарное число шагов по времени должно иметь 

порядок Re 4" > R e 3 . Принимая во внимание эти соотношения и учитывая по­

рядок числа Рейнольдса натурных морских объектов, а также мощность совре­

менных вычислительных машин, можно утверждать , что для решения задач 

динамики морских подвижных объектов метод DNS в ближайшие годы вряд 

ли получит распространение. 

Тем не менее, результаты прямого численного моделирования турбу­

лентности даже при сравнительно невысоких значениях числа Рейнольдса яв­

ляются весьма востребованными. Детальный анализ результатов таких расче­

тов может способствовать прояснению физических механизмов, определяю­

щих специфику тех или иных течений, послужить надежной опорой при раз­

работке и тестировании подходов, позволяющих моделировать течения при 

реальных числах Рейнольдса. 

Прямое численное моделирование впервые, по-видимому, было исполь­

зовано в работе S.A. Orszag и G.S. Patterson [160]. В работе У. Ш у м а н н а и др. 

[70] произведено прямое численное моделирование вторичных течений в ка­

нале. В нашей стране этот подход был развит Б.Л. Рождественским и сотруд­

никами в М И Ф И применительно к моделированию перехода от ламинарного 

режима к турбулентному в трубах [55], а Н.В. Никитиным был осуществлен 

расчет турбулентного течения и ламинарно-турбулентного перехода в круглой 

трубе [43; 44]. Обзоры результатов, полученных на базе прямого численного 

моделирования турбулентности можно найти в работах [11; 12; 70; 157]. В це­

лом можно сказать, что полученные результаты вполне соответствуют экспе­

риментальным исследованиям по качеству и сильно превосходят его по коли­

честву получаемой информации. Однако следует учитывать , что существую­

щие в настоящее время вычислительные мощности ограничивают применение 
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прямого численного моделирования даже для простых геометрических конфи­

гураций. 

Динамика роста производительности вычислительных машин хорошо 

продемонстрирована в работе J. Jimenez [130]. По оценкам автора этой работы, 

расчет развитой турбулентности вблизи реальных объектов требует 1012-=-101 ̂  

расчетных точек. Такое число точек, по мнению J. Jimenez, может быть рас­

считано лишь в отдаленном будущем. Действительно, в 1987 году было рас­

считано турбулентное течение с Re* = 180, в 1997 году с Re* = 590, в 2003 году 

с Re* = 950, где Re* = V*S/v (здесь V* - динамическая скорость, д- толщина 

вязкого подслоя) . 

Однако, как упоминалось ранее, до настоящего момента отсутствует до­

казательство существования сильного решения уравнений Навье -Стокса в 

трехмерном пространстве при больших числах Рейнольдса и на больших про­

межутках времени, что уже обсуждалось в п. 5.1. Это делает спорными любые 

выводы, сделанные на основе решения данных уравнений. 

Модель крупных вихревых структур (Large Eddy Simulation, LES) ис­

пользует альтернативный подход, в котором большие вихри решены в неста­

ционарной постановке с использованием системы так называемых «фильтру­

ющих» уравнений [10]. Набор «фильтрующих» уравнений по существу слу­

жит для исключения из расчета подсеточных (SubGrid Scale, SGS) вихрей, т. е. 

вихрей, размер которых меньше ячеек расчетной сетки. При этом как правило 

предполагается, что линейный масштаб расчетной сетки не превосходит инте­

гральный масштаб турбулентности в данной области потока. Процесс филь­

трации требует добавления специальных уравнений для замыкания всей си­

стемы [147]. 

В случае развитой турбулентности закономерности мелкомасштабного 

движения близки к универсальным (т. е. слабо зависят от типа течения и гра­

ничных условий) , следовательно можно ожидать , что для описания неразре-
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шаемого движения в рамках модели LES могут быть использованы относи­

тельно простые, не требующие детальной настройки модели (см., например, 

[11; 161]). Данный подход был использован J.W. Deardorf [ 101 ] для исследова­

ния течения в круглой трубе. Позднее A . Leonard [145] показал, что если 

внутри ячейки осредненная скорость изменяется, то при фильтрации могут 

возникать дополнительные напряжения (напряжения Леонарда) . Хороший 

анализ проблем метода крупных вихрей выполнен в обзоре U . Piomelli и 

Е. Balaras [162]. 

В методе крупных вихрей расчетная область разделяется на в н е ш н ю ю 

область и внутреннюю, п р и м ы к а ю щ у ю к стенке. В случае простых геометри­

ческих характеристик потока течение во внутренней области описывается 

пристеночными функциями (например, логарифмическим профилем 

Л. Прандтля и Т. Кармана) либо упрощенными уравнениями гидродинамики. 

Течение во внешней области рассчитывается с использованием параметриза­

ции J. Smagorinsky [187], М. Germano [115] или подобной, или же с п о м о щ ь ю 

иных соображений о связи подсеточных напряжений с тензором градиента 

осредненной скорости (например, [126]). Иногда для параметризации подсе­

точных эффектов используют соображения подобия, ренормализационной 

группы или условного осреднения [151]. По-видимому, наиболее перспектив­

ным в этом подходе является поиск аналитической структуры для мелкомас­

штабной составляющей турбулентности. Наибольший интерес в этом смысле 

вызывают подходы, предложенные в работах Н. Mour i [159], J. Burgers [86] и 

Т. Lundgren [148]. Одна из трудностей данного подхода состоит в аналитиче­

ском описании вихря для произвольного вида тензора градиента скорости 

[156; 176; 183]. 

На сегодняшний день успешное применение модели LES для решения 

инженерных задач было осуществлено только в достаточно простых геомет­

рических областях [108; 112; 171; 176], что в основном связано с высокими 



требованиями данной модели к вычислительным ресурсам. Модель LES ис­

пользует пространственную дискретизацию высокого порядка, что позволяет 

разрешить больший диапазон масштабов турбулентности, однако при этом 

имеет место ухудшенная точность решения осредненных параметров потока в 

LES модели, что не всегда указывается авторами. 

Таким образом, использование LES для практических расчетов в насто­

ящее время затруднительно в связи с большими требованиями к вычислитель­

ным ресурсам. Тем не менее, данный подход представляется весьма перспек­

тивным, и в дальнейшем постепенно выйдет на ведущие позиции в области 

моделирования турбулентных течений. 

Метод решения осредненных по времени уравнений Навье -Стокса 

(Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations, RANS) является одним из вариан­

тов обхода указанных выше трудностей. Этот подход был предложен в 1894 

году О. Рейнольдсом [170]. Как уже обсуждалось в п. 3.1, суть подхода заклю­

чается в разделении всех входящих в уравнения движения мгновенных вели­

чин на осредненные и пульсационные составляющие. В результате последую­

щего осреднения по времени (используя разработанные Рейнольдсом правила 

осреднения) в правой части уравнений движения появляется дополнительный 

по сравнению с исходным уравнение член - это дивергент некоторых напря­

жений, являющихся результатом взаимодействий между флуктуациями в поле 

течения и носящих название турбулентных напряжений или напряжений Рей­

нольдса. Напряжения Рейнольдса появляются вследствие реакции потока на 

конвективный перенос количества движения через жидкие площадки вслед­

ствие пульсаций скорости. Очевидно, что система уравнений О. Рейнольдса 

(3.2.4) является незамкнутой, так как содержит заранее неизвестные компо­

ненты тензора турбулентных напряжений. В теории турбулентных течений ре­

шение возникшей проблемы замыкания было бы возможно, если бы была со­

здана общая теория турбулентности, которая содержала бы не только каче­

ственное описание основных процессов, но и количественные соотношения, 
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позволяющие определять характеристики течения. Построение строгой в ма­

тематическом смысле теории затруднено во многом тем, что по большому 

счету едва ли возможно дать исчерпывающее определение самой турбулент­

ности - слишком уж сложна природа этого явления. 

С другой стороны, разнообразные технические приложения теории тре­

бовали оперативных ответов, пусть приближенных, но научно обоснованных. 

Пытаясь установить связь между пульсационными и осреденными парамет­

рами потока Ж. Буссинеск высказал идею о возможности описания турбулент­

ных течений путем введения в рассмотрение понятия турбулентной (вихре­

вой) вязкости [82]. Эта гипотеза послужила отправной точкой при разработке 

методов RANS, на ее основе стала развиваться так называемая полуэмпириче­

ская теория турбулентности, в которой наряду с теоретическими закономер­

ностями и результатами расчетов широко используются экспериментальные 

данные. 

Начало этой теории положили Л. Прандтль и Т. Карман, которые постро­

или свои теории, опираясь на результаты опытов А. Никурадзе по течению 

жидкости в трубах при различных числах Рейнольдса, что привело к созданию 

алгебраических моделей турбулентности. В дальнейшем теория турбулентно­

сти П р а н д т л я - К а р м а н а развивалась и модифицировалась [27; 33; 39; 50; 69; 

72], на ее основе решались многие практические задачи [67]. Важным досто­

инством этой теории является возможность получить решение в квадратурах, 

что облегчает анализ полученных результатов. С другой стороны, крупным ее 

недостатком является то обстоятельство, что проблема турбулентности в ней 

рассматривается упрощенно , поскольку изучаются не все статистические ха­

рактеристики, а только самые важные для практики - в первую очередь осред-

ненные скорости и осредненные значения квадратов и произведений пульса-

ционных скоростей (так называемые моменты первого и второго порядков) . 

Недостаток такого подхода также в том, что некоторые данные надо получать 

из экспериментов для каждой группы конкретных течений. Кроме того, эта 



теория позволяет рассчитывать только стационарные течения, что сужает ее 

возможности. 

Этих недостатков во многом лишены современные дифференциальные 

модели турбулентности, применение которых стало возможно с развитием вы­

числительной техники и вычислительных алгоритмов. Начало развитию таких 

моделей положил А.Н. Колмогоров [25], на базе идей которого сформировался 

удобный для вычислительных процедур метод решений уравнений Рейноль-

дса, содержащий различные модификации дифференциальных моделей пере­

носа характеристик турбулентности и позволяющий эффективно моделиро­

вать разнообразные важные для практики турбулентные течения. Такой под­

ход также предъявляет умеренные требования к вычислительным ресурсам по 

сравнению с рассмотренными ранее. В том случае, если осредненный поток 

является стационарным, основные уравнения не содержат производных по 

времени, и установившееся решение получается более экономичным с точки 

зрения затрат машинного времени. Все сказанное сделало данный подход в 

настоящее время основным для решения инженерных задач. Недостатком его, 

как и других методов, нацеленных на применение компьютерных технологий, 

является невозможность получения аналитических решений даже для про­

стейших задач, например, течений в трубах и каналах. 

Существуют также гибридные подходы, сочетающие в себе черты опи­

санных ранее подходов, например, метод отсоединенных вихрей (Detached 

Eddy Simulation, DES) [93; 193], RANS/LES подходы [100; 122; 163], и другие. 

В качестве заключения можно упомянуть , что по существующим экс­

пертным оценкам большого числа исследователей метод RANS будет преоб­

ладающим примерно до 30-х годов X X I века, далее примерно до 80-х годов 

наиболее популярным станет метод LES, а после 80-х годов численное моде­

лирование турбулентных течений будет выполняться на базе метода DNS [58; 

175; 188; 214]. 
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В настоящей главе будет рассматриваться только метод RANS, его ос­

новы и особенности использования. 

5.3. У Р А В Н Е Н И Е П Е Р Е Н О С А Н А П Р Я Ж Е Н И Й Р Е Й Н О Л Ь Д С А . 

Т Е Н З О Р А Н И З О Т Р О П И И 

Наиболее очевидный подход к з амыканию уравнений Рейнольдса бази­

руется на использовании уравнений, выводимых непосредственно для компо­

нент тензора турбулентных напряжений [198]. Данные уравнения для жидко­

сти с постоянными свойствами автоматически получаются из системы (5.1.1), 

если разбить входящие в него величины на осредненные и пульсационные, за­

тем умножить это уравнение тензорно как слева, так и справа на пульсацион-

ную составляющую скорости, произвести осреднение полученных уравнений, 

и далее сложить их. В результате выполнения этих операций было получено 

уравнение (4.6.6), которое можно переписать в виде: 

Слева в данном уравнении учитывается перенос напряжений Рейнольдса 

осредненным потоком, первый член правой части - д и ф ф у з и ю напряжений 

Рейнольдса, второй - корреляцию между пульсациями скорости и давления 

(по смыслу это тоже диффузия) , третий - генерацию напряжений Рейнольдса 

за счет градиента осредненной скорости, четвертый - молекулярную диффу­

зию, и пятый - диссипацию энергии турбулентности. 

— (р V ® V + [V • V )(р V ® V = -pV • [V ® V ® V 
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При этом корреляцию между пульсациями скорости и давления можно 

записать в таком виде: 

г ® V p 4 V p ' ® г = | v ( р ' к ' ) + v(р'к') J - р ' | v v+(vr)7 j , 

где первое слагаемое правой части равенства представляет собою д и ф ф у з и ю 

турбулентности за счет взаимодействия пульсаций давления и скорости, а вто­

р о е - в е л и ч и н у Ф = р ' \VV называют членом пераспределения, ко­

торый учитывает обмен энергией между отдельными составляющими напря­

жений О. Рейнольдса вследствие взаимодействия пульсаций давления и каса­

тельных напряжений. Тогда уравнение переноса турбулентных напряжений 

запишется в виде: 

( р К ' ® К') + [v • V ) ( р Г ® K'j = p V • 
<8> К' <8> К ' 

- ( £ ® К ' р Ч К ' р ' ® £ 

+ P ' | V K ' + ( V K ' ) / j -

~[(рУ' ® К ' ) • V K + V K • ( р Г (8) К ' ) J -

( 5 . 3 . 2 ) 

или, деля обе части на плотность и вводя общепринятые обозначения [8] , для 

несжимаемой жидкости можно записать: 

( 5 . 3 . 3 ) 

3D = v V < 8 > K ' j - V ' ® V ' ® V ' -—{К ® V'p' + V'p' <8> £ ) ( 5 . 3 . 4 ) 

- д и ф ф у з и о н н ы й член, представляющий собой тензор третьего ранга и учиты­

вающий пространственное распространение турбулентных напряжений за 



счет вязкости, конвекции и взаимодействия пульсаций давления и скорости 

соответственно; 

0 = ^ ( v r + ( V K ' ) ' ) (5.3.5) 

- член перераспределения, а т а к как это единственная неизвестная корреляция, 

которая содержит информацию о градиентах пульсаций, то очевидно, что этот 

член будет играть первостепенную роль в определении структуры тензора 

напряжений Рейнольдса для заданного поля градиентов осредненных скоро­

стей; 

Р = -\^У'® K ' ) - V K + V T - ( K ' ® ^ ' ) ] = — (R-VV + VV • R) (5.3.6) 

- генеративный член, учитывающий генерацию турбулентности за счет пере­

носа турбулентных напряжений градиентами осредненных скоростей; 

£ = 2 i / ( v r ) ' - VV' (5.3.7) 

- диссипативный член, учитывающий диссипацию турбулентных напряжений 

на малых масштабах - тензор скорости диссипации. 

Кроме того, в уравнение (5.3.3) возможно также добавить составляю­

щие, у ч и т ы в а ю щ и е вращение потока, эффекты плавучести, массовые силы и 

другие. 

Появление в уравнении переноса напряжений Рейнольдса тензора 

третьего ранга V ® V ® V опять делает систему уравнений турбулентного 

движения жидкости незамкнутой. Далее можно записать уравнение переноса 

для этого тензора третьего ранга - тогда появится под знаком дивергенции 

тензор четвертого ранга, и так далее - возникает цепочка Ф р и д м а н а - К е л л е р а 

[53]. Для решения конкретной задачи, связанной с расчетом турбулентного те­

чения, эту цепочку необходимо разорвать в каком-либо месте, при этом вновь 
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возникает проблема выражения тензора TV-го ранга V <8>... <8> V через тензор бо­

лее низкого ранга (N-1), который надо связать с тензором осредненных скоро­

стей деформаций S. 

В настоящее время цепочка уравнений Ф р и д м а н а - К е л л е р а в различных 

моделях турбулентности обрывается по-разному на основе более -менее прав­

доподобных физических предположений. В зависимости от этого и происхо­

дит классификация этих теорий в литературе. Если замыкание уравнений про­

исходит сразу же после появления в уравнении движения тензора напряжений 

Рейнольдса, то такие теории называют теориями первого порядка. В этих тео­

риях на основе гипотезы Буссинеска [82] формулируется алгебраическая связь 

между тензором напряжений Рейнольдса и тензором осредненных скоростей 

деформаций. Как правило, такая связь учитывает только нелинейность турбу­

лентных потоков, и описание турбулентности происходит в рамках теории 

изотропных сред (отсюда могут появляться такие эффекты как «отрицательная 

вязкость»). Теории второго порядка основаны на замыкании цепочки уравне­

ний на уровне уравнений переноса для вторых корреляционных моментов 

(уравнение (5.3.3)). Входящие в это уравнение неизвестные члены (диффузи­

онный, перераспределения, генерации и диссипации) аппроксимируются ка­

ким-либо образом. Отсюда ясно, что модели второго порядка имеют дело с 

дифференциальным определяющим соотношением. Теории третьего порядка 

основаны на замыкании на уровне уравнений переноса для третьих моментов. 

Все указанные теории являются полуэмпирическими, поскольку они 

требуют введения констант, определяемых на основе обработки опытных дан­

ных. Здесь следует отметить, что все модели механики сплошных сред явля­

ются по сути полуэмпирическими. Поэтому точнее называть указанные тео­

рии турбулентности феноменологическими, что соответствует общим принци­

пам построения моделей в механике сплошных сред [53]. 
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В уравнениях энергии и диффузии для турбулентного режима течения 

появляются свои корреляции пульсационных величин, связанные с пульсаци­

ями температуры и концентрации, что усложняет проблему замыкания. В слу­

чае течений сжимаемой жидкости возникают пульсации плотности, количе­

ство корреляций резко возрастает, что приводит к необходимости использова­

нии правил осреднения по Фавру. 

Из уравнения (5.3.2) можно получить уравнение переноса кинетической 

энергии турбулентности путем двойного скалярного умножения его на еди­

ничный тензор Е = ®ej, т. е. взятия следа левой и правой частей уравнения 

переноса (5.3.2). Тогда для движения несжимаемой жидкости в декартовой 

прямоугольной системе координат можно записать [40]: 

— + (у . v U = V J vVk--V' <g> V' <8> V': E- — V'p' 
dt \ I 1 2 ~ p 

-V'®V':VV -v[VV) -VV'-.E, 

где к = ^ V ® V : E = ^tr|V®Vj = ^ V ' V ' = ^[К'2 + V2~ + K'2) ~ кинетическая 

энергия турбулентных пульсаций. Очевидно, что она связана с тензором 

напряжений Рейнольдса: tr{R)--2pk. 

По аналогии с уравнением (5.3.3) и для этого, уже скалярного, уравнения 

можно записать: 

p ^ + ( v v ) k ] = VDl;+pPl;-p£, (5.3.8) 

где: Dk - р¥к -—pV ® V ® V: Е - V'p' - диффузия кинетической энергии 

турбулентности, ее дивергенция является скалярной величиной, которая 

в компонентной форме записывается как: 

4 'ЭхЭх, 2 ' Эх ' ' ' Эх, ' 
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7 Э К 
Рк = - Р <8> Р : V F = -VjV'—1- - производство кинетической энергии тур-

Эх, 

булентности за счет переноса турбулентной энергии градиентами осред-

ненных скоростей; 

/ - - \ 7 ' - - / - - \ у ' - - Э Р Э Р 
e-pv V P VV\ Е-pv V P \VV -p—L—L - скорость диссипа-

v ' v ' дх^ dxj 

ции кинетической энергии турбулентности. 

Помимо тензора турбулентных напряжений R- -pV ® V при описа­

нии турбулентности часто используется тензор анизотропии [50]: 

Р ® Р 2 ^ 
а = £, 

к 3 

Иногда его умножают на 1А, получая [50; 77]: 

, 1 Р ® Р 1 ^ 
b= — a= Е. 
~ 2~ 2к 3 " 

Тензор анизотропии а_ представляет собою безразмерную девиаторную 

(так как ап = 0 ) форму тензора напряжений Рейнольдса. Значения диагональных 

компонент этого тензора находятся в пределах [ - 2/3.. 4 / 3 ] , а недиагональных -

в переделах [-1..1]. Инварианты тензора анизотропии согласно (1.5.3) равны: 

. Щ 2 Я 2к 1 

/ - а„ = -*—* Д = 2 = 0, 
" " к 3 " к 

, „ 1 , 1 , 1 1 1 1 1 
1 1 1 a =~tra --tra • tra + -tra = -a{Jajmam{ --апаыатк +-an = -a{Jajmam. 

Часто их записывают в виде: IIа = ауал, IIIа = ciijajmami. 

Несложно убедиться, что материальную производную тензора анизотро­

пии можно представить в следующем виде: 

da_ 1 dV'®V Р ® Р dk 

dt к dt к2 dt ' 
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Используя это соотношение, уравнение переноса для турбулентных 

напряжений (5.3.3) можно переписать в терминах тензора анизотропии: 

1 ^ £ 
+ - Ф 

к~ к V 

1 V ® V ^ 
- £ + С 
£~ к 

(5.3.9) 

где появившийся новый тензор третьего ранга D° связан с тензором 3 D и 

вектором Dk следующим образом: 'D" - — :D—\v'®V'® Dk, а член с до-

к к' 

бавляется для учета силы Кориолиса, возникающей при вращении рассматри­

ваемого объема жидкости. Если вращение происходит с постоянной угловой 

скоростью со, имеющей компоненты сок, то вместо осредненного тензора за­

вихренности Q следует использовать с л е д у ю щ у ю величину: 

Q * = Q + a \ (5.3.10) 

где QS = Excb, или в компонентной форме -ejlkcokel %ег Тогда член с , 

учитывающий силы Кориолиса, записывается следующим образом [204]: 

£ = а & - f t s - а (5.3.11) 

Величину производства кинетической энергии турбулентности для тече­

ния несжимаемой жидкости можно также записать через тензор анизотропии 

в следующем виде: 

Рк =-ka:S. (5.3.12) 

В этом несложно убедиться в результате прямой подстановки: 
-л 

-ka:S = - V'®V'—кЕ : - ( V J / + VV1) = 
3 J 2 

1 

dV dV, 2 0 dV 2 0 dV,} 
V'V Z L L + y>y> ̂ _ ± k s u ^ - - k 8 u — ± = 

' ' Э х ' ' Эх 3 "дх, 3 ( / Эх 

' Эх 

что совпадает с определением величины 



5.4. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е М О Д Е Л И П Е Р Е Н О С А Н А П Р Я Ж Е Н И Й 

Р Е Й Н О Л Ь Д С А 

Замыкание уравнений Рейнольдса с п о м о щ ь ю уравнений переноса ком­

понент тензора турбулентных напряжений часто называют дифференциаль­

ными моделями напряжений Рейнольдса (Differential Reynolds Stress Models, 

DRSM, DSM). М о ж н о видеть, что в правой части уравнения (5.3.3) содержится 

четыре члена, каждый из которых должен быть замкнут. Рассмотрим эти 

члены по отдельности. 

5.4.1. Диффузия турбулентных напряжений 

Как уже отмечалось выше, при замыкании уравнений Рейнольдса (3.2.1) 

с п о м о щ ь ю уравнения переноса компонент тензора турбулентных напряжений 

(5.3.3) в силу появления третьего момента V <8> V <8> V задача моделирования 

турбулентного течения вновь становится неопределенной. Поэтому диффузи­

онный член (5.3.4), как и все остальные в данном уравнении, исключая гене­

ративный (5.3.6) и член vV\V'® V'J, учитывающий вязкую диффузию, нужда­

ется в моделировании. Для его определения используются различные сообра­

жения (см. например [99] или [139]). В диффузионном члене \ D уравнения (5.3.3) составляющая vV [ V' ® V' 

не нуждается в моделировании. Две других составляющих диффузии чаще 

всего моделируются в виде одного комбинированного диффузионного члена 

Т [99]. Тогда 
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3 D = v V ( r ® r ) + 3 7 ; (5.4.1) 

где ' 'Г = CS — V' ® V' • VIК' ® V'j, в компонентной форме это выражение запи-

к дР/У' 
сывается как Т .. = СХ — У 'У/ —, в котором, как правило, принимается зна-

е дх, 

чение Cv=0.22 или G=0.25 . 

Однако такой подход для записи диффузионного члена не сохраняет 

симметрию относительно циклической перестановки индексов, которой обла­

дают третьи моменты, входящие в состав этого члена и вносящие основной 

вклад в турбулентную диффузию. Поэтому в работе [123] предложена такая 

форма записи диффузионного члена, содержащего только третьи моменты: 

— э к У / — э к ' V — э к ' к / 
v/v; 1 m + v;v;^-^+VJV/—L-L 

дх, дх, дх, 
(5.4.2) 

где Су=0.11, а два члена, учитывающие д и ф ф у з и ю за счет молекулярной вяз­

кости и пульсаций давления, отброшены, что вполне обосновано для течений 

с большими турбулентными числами Рейнольдса, которые определяются со­

гласно выражению: 

R e , = A l . 

V£ 

Для таких течений роль отброшенных членов в диффузии турбулентных 

напряжений пренебрежимо мала. Более того, в большинстве случае в пределах 

погрешности эксперимента баланс энергии турбулентности выполняется , 

даже если этими членами вовсе пренебречь [3] . Уравнение (5.4.2) представляет 

собою упрощение для точного уравнения переноса третьих моментов в пред­

положении о тонком сдвиговом слое (когда продольная компонента скорости 

много больше поперечной, У1 ^>К 2 ) , что позволяет диффузионный перенос У/ 

и V/ моделировать следующими выражениями: 



-v2'2v2' = 3Cs-V2' -V'2V' = CS 

Эта аппроксимация предполагает д и ф ф у з и ю турбулентных напряжений за 

счет их градиентов, причем коэффициент диффузии для V2'~ втрое превышает 

таковой для К ' 2 . 

Используя такое же допущение , С. Shir предложил модель для третьих 

моментов, о б л а д а ю щ у ю свойством симметрии по всем направлениям [185]: 

Существуют и более сложные модели диффузионного переноса, напри­

мер, предложенная T.J. Craft [94], однако их апробация пока не позволяет сде­

лать вывод об их возможностях. 

В работе [3] произведено сравнение моделей (5.4.1)—(5.4.3) с моделью на 

основе уравнения переноса для третьих моментов V <8> V <8> V (такие модели 

обсуждаются ниже) на примере моделирования течения за обращенной сту­

пенькой. В результате систематических вычислений авторами было показано, 

что все эти модели качественно хорошо согласуются с экспериментом, однако 

при этом дают заниженные оценки уровней третьих моментов, так как ни одна 

из них не может учесть конвективные и порождающие эффекты третьих мо­

ментов для присоединяющихся сдвиговых течений. При этом наиболее адек­

ватной выглядела модель (5.4.3), так как она позволяет получать примерно 

одинаковые уровни для всех третьих моментов. Однако в случае более про­

стых, не присоединяющихся течений, все эти модели позволяют получать 

вполне адекватные результаты. 

4 * y = - W / = o.04. 
к2 dv;v; 

(5.4.3) 
£ дх, 



5.4.2. Диссипация турбулентности 

При высоких числах Рейнольдса диссипация турбулентных напряжений 

в силу малости масштабов часто принимается как изотропная [141], тогда тен­

зор диссипации можно представить в виде: 

£=-£Е , (5.4.4) 
" 3 

где £ = pv[ V К : V К = p—'-—L - скалярная скорость диссипации кинетиче-

ской энергии турбулентности. Такая аппроксимация неприменима вблизи сте­

нок или свободной поверхности, т. е. когда тензор диссипации становится су­

щественно анизотропным. В частности, в работе P.R. Spallart [192] было про­

изведено моделирование течения вблизи плоской пластины с п о м о щ ь ю DNS, 

и показано, что в непосредственной близости стенки £\ j ^ ^ з з а при 

у+ > 10 1 анизотропия диссипации уже слаба. Однако на сегодняшний день эта 

аппроксимация представляется наиболее простой и логичной. 

Диссипация кинетической энергии связана с наименьшими масштабами 

поля пульсаций, в то время как сама кинетическая энергия в основном содер­

жится в наибольших масштабах пульсаций. Точное уравнение для скорости 

диссипации - уравнение (4.5.17) - содержит в себе большое количество чле­

нов, и все они относятся к процессам диссипативного масштаба: 

d£__J_ 
dt Эх„ 

,, Ж! ЭК' 2v Э К / др' д£ . ЭК' ЭК' э к 
у\ ' L + и -2v—'- '- -

дх, дх, р дх, дх, дхт) дхт дх, дх, 
(5.4.5) 

0 , d2v; d2v; . ir,dv; д2у, . 
-2v '• '• 2vVm—'• '• 2v 

дхтдх, дхтдх, дх, дхтдх, 

ду;ду; | ду;ду; 

у дх, дхт дх, дхт 

дУ] 

Здесь первый член представляет собою комбинацию диффузионных процес­

сов, второй и третий - генерацию и уничтожение величины £ , два оставшихся 

члена при достаточно высоких числах Рейнольдса имеют меньший порядок по 

сравнению с тремя первыми. 
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Все члены уравнения (5.4.5) (кроме источниковых) нуждаются в моде­

лировании [99]. По этой причине общепринятым является эмпирический под­

ход, основанный на трактовке диссипации как переноса энергии по спектру: 

кинетическая энергия больших энергонесущих вихрей переносится деформа­

циями вихрей в присутствии градиентов осредненных скоростей к меньшим 

вихрям и так далее ко все меньшим масштабам, пока кинетическая энергия 

окончательно не преобразуется в тепло в результате вязких (молекулярных) 

воздействий. Если молекулярная вязкость изменится, то в результате поменя­

ется и диссипативный масштаб, чтобы поглотить всю подведенную энергию. 

Поэтому, хотя механизм диссипации управляется процессами, возникающими 

на наименьших масштабах, она может быть наблюдаема как скорость пере­

носа энергии, которая самоупорядочивается в соответствии с количеством по­

ступающей энергии. В этом случае величина диссипации будет фактически 

определяться энергией на больших масштабах [196]. 

Основываясь на допущении о спектральном равновесии турбулентно­

сти, согласно которому скорость переноса энергии по спектру турбулентных 

масштабов постоянна и определяется количеством подводимой энергии, урав­

нение переноса для скорости диссипации при высоких числах Рейнольдса 

обычно принимают в следующей форме [140]: 

в котором двумя последними членами исходного уравнения (5.4.5) пренебре­

гают. 

Здесь первый член - диффузионный перенос скорости диссипации, при­

чем для вектора De в работе [123] предложена такая аппроксимация: 

р - с 
'• 1 2 к' 

(5.4.6) 

R-Ve. 
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Второй член в уравнении (5.4.6) характеризует генерацию скорости дис­

сипации вследствие вихревого растяжения турбулентных вихрей. Здесь ис­

пользовано допущение о прямой связи между скоростью переноса энергии че­

рез спектр и производством энергии на больших масштабах. Это предположе­

ние - очевидная слабость модели: когда турбулентность неравновесная 

(например, когда временной масштаб имеет тот же порядок или меньший, чем 

характерный временной масштаб турбулентности) мелкомасштабная турбу­

лентность может не иметь достаточного времени, чтобы прийти в соответ­

ствие к изменению больших масштабов, и предполагаемая мгновенная связь 

между генерацией энергии и скорости диссипации оказывается под вопросом. 

Третий член уравнения (5.4.6) характеризует уменьшение скорости дис­

сипации вследствие влияния вязкости. Его форма обусловлена предположе­

нием о затухании однородной изотропной турбулентности в отсутствии гене­

рации кинетической энергии [166]. В таком потоке ожидается , что турбулент­

ность будет затухать в самоподобной форме, причем скорости затухания к и е 

пропорциональны, то есть для отношения времен затухания кие можно запи­

сать: 

здесь учтено, что при данных условиях уравнение (5.3.8) преобразуется к виду 

dk 
— = -е. Обозначая коэффициент пропорциональности С как C£l оконча-
dt 

тельно имеем: 

dt е 2 к ' 

Следует отметить, что величины С£] и C£l могут быть как константами, 

так и функциями I I и I I I инвариантов тензора анизотропии а_ [198]. Однако, 

как правило, большинство авторов принимают эти величины константами. 

de „ £2 
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Для получения константы Се2 используют теорию затухающей однород­

ной изотропной турбулентности, в которой турбулентность затухает в усло­

виях отсутствия производства кинетической энергии турбулентности. Из того, 

dk 
что — = —е, следует, что турбулентная кинетическая энергия затухает со-

dt 

гласно степенному закону [84]: к - A [t -10) ", где А - коэффициент затухания, 

to - начальный момент времени, т - степень затухания. Эти три параметра 

обычно принимаются константами. В настоящее время считается [166], что ве­

личина т находится в пределах 1.15 < т < 1.45 . На основе анализа эксперимен­

тальных данных в работе [123] предлагалось принимать С£2 = 2 . 0 , однако бо­

лее поздние исследования показали, что затухание турбулентности происхо­

дит несколько быстрее, потому в работе [140] было предложено значение 

C£l =1.92, что соответствует степени затухания т = 1.1. В модели C.G. Spe-

ziale и др. [198] предлагается еще меньшее значение С£1 =1.83, что соответ­

ствует показателю степени /и = 1.2. По мнению авторов модели это значение 

несколько лучше согласуется с рядом экспериментальных исследований одно­

родной турбулентности. Следует отметить, что если полагать значение к до­

статочно большим и воспользоваться «законом 5/3» А.Н. Колмогорова и 

A . M . Обухова [51] о том, что энергетический спектр турбулентности подчиня­

ется закону Е(к) ~ £ 2 /" ,^~ : , /" ,, то можно показать [84], что т = 6 / 5 = 1.2, так что 

предложение авторов вполне логично. 

Константа G ; при генеративном члене обычно принимается равной 

C£l = 1.44, и получается путем анализа систематических численных экспери­

ментов. Для ее определения также пользуются условием совместности, кото­

рое для равновесной турбулентности записывается следующим образом [140]: 



откуда, принимая C£l -1.92, Pr£ =1.3 , С = 0.09 при К = 0.41 можно прийти к 

обычно используемому значению C£l =1 .44. 

Значение константы G при векторе диффузионного переноса De опре­

деляется в результате исследования предельной формы уравнения переноса 

для величины е полагая, что для простого сдвигового течения конвективный 

перенос скорости диссипации незначителен, а затухание ее равно генерации 

[140]. Тогда, если принять значение постоянной Кармана как К = 0.41, полу­

ченное уравнение приводит к величине C£l = 0.15. 

Как уже отмечалось, при высоких числах Рейнольдса тензор скорости 

диссипации принимается в виде: £ = ̂ £Е. Однако это перестает быть верным 

вблизи стенки, где турбулентность сильно анизотропна. Для корректного раз­

решения течения вблизи стенки необходимо использовать иные модели для 

скорости диссипации, о которых речь пойдет ниже. 

Первый подход к моделированию тензора скорости диссипации £_ 

вблизи стенки был предложен J.C. Rotta [177], который предположил, что ани­

зотропия тензора скорости диссипации аналогична анизотропии тензора 

напряжений, т. е. 

Подобная же модель рассматривалась в работе [123], где тензор скорости дис­

сипации сопоставлялся тензору анизотропии, при этом для построения низко-

рейнольдсовых моделей используется понятие турбулентного числа Рейноль­

дса Re, = — . Тогда: 

£ - — — или, иначе, - £—-—. 
к р ' к 

(5.4.7) 

V£ 



где fs - функция турбулентного числа Рейнольдса Re/, fs—Rc'^°° )0 и 

fs — R c ' ^ ° ) 1. Отсюда видно, что, как и предполагалось выше, в случае высо­

ких чисел Рейнольдса £ = ^£Е, а при низких приходим к предположению 

J.C. Rotta. В обоих случаях имеет место равенство tr(£) - l£. 

Однако позднее В.Е. Launder и W.C. Reynolds показали, что такое пред­

ставление не дает правильную асимптотику компонент тензора £_ у стенки, 

£ VV' £, VV' 
где ожидается, что — = ——— при 1Ф2, j Ф2; — = 2——— при /' Ф 2; 

£ к £ к 

V'V' 
—^ - 4 " " [142]. Одна из возможных форм записи тензора скорости дисси-

£ к 

пации, которая удовлетворят этим ограничениям приводится в работе [166]: 

£ч = j K ' ' ' ' J ) • (5.4.8) 

где Hi - компонента вектора единичной нормали обтекаемой стенки. 

Вблизи стенки рассмотренное ранее уравнение (5.4.6) для переноса ска­

лярной скорости диссипации £ также перестает быть верным. Это связано с 

тем, что отбрасываемые в этом уравнении члены исходного уравнения (5.4.5) 

теперь имеют тот же порядок, что и оставляемые, и ими уже нельзя пренебре­

гать. Четвертый член уравнения (5.4.5) часто моделируется следующим обра­

зом: 

2 , T ; ^ ' ^ i - = С,.-FT' — - ^ i — . (5.4.9) 
дх, дхтдх, £ dXjdx, дх1Пдх, 

Пятый член уравнения (5.4.5) может быть аппроксимирован, если коэф­

фициенты Cei и Се2 считать функциями Re/, аналогично тому, как учитывается 

влияние вязкости на д и ф ф у з и ю £, если считать G функцией Re/. Заметим, что 

проведенные исследования показали, что добавления одного лишь члена 
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(5.4.9) в уравнение (5.4.6) вполне достаточно для того, чтобы получать хоро­

шее совпадение расчетных профилей энергии с имеющимися эксперименталь­

ными данными. Потому чаще всего зависимостью коэффициентов С , С / и Се2 

от Re/ пренебрегают, а член вязкой диффузии используется в точной форме, в 

результате чего окончательно уравнение переноса скорости диссипации кине­

тической энергии может быть записано в таком виде: 

dz _ д 

dt дх,„ £ дх, дх1П J к 
(5.4.10) 

к 1 £ "' J dxjdx, дх1Пдх, 

При расчетах турбулентных течений можно также использовать «одно­

родную» скорость диссипации [146], определяемую следующим выражением: 

е = е . 2 у Щ Щ . ( 5 .4 . . . ) 
дх, дх, 

Тогда уравнение ее переноса может быть записано, например, в таком виде: 

« = _ L ( c ^ F ^ + ^ V c , ^ - С Л 
Dt дх\ £ дх, дх\ t ] к * ь~ к 

' " V ' т ) _ _ (5.4.12) 

к ' £ дх,дх, dXjdx, 

5.4.3. Перераспределение турбулентности 

Корреляция давления и скорости пульсаций в настоящее время опреде­

ляется на основе подхода, предложенного в работе P.Y. Chou [91], в котором 

для пульсационной составляющей давления записывается уравнение Пуас­

сона: 

—Ар' = - 2 V V': V V - V V': V V' + V V': V V'. 
Р 

Это уравнение можно получить следующим образом: взять дивергенцию 

от уравнения Рейнольдса, затем дивергенцию от уравнения Навье-Стокса , и 
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вычесть одно из другого. В компонентной форме результат такого вычитания 

имеет вид: 

1 э у _ ЪУ.ЪУ; ЪУ'ЪУ; ЪУ;ЪУ; 

р дхпдхп dXj dxt dXj дх, Эл'у Эх, 

Используя уравнение неразрывности можно также переписать это соотноше­

ние в следующей форме: 

! J ^ = _ 2 i £ ^ - _ 2 L ( H T ' - r r ) . 
р дхпдхп дх^ dxt dxfiXj ^ ' J ' J ' 

Для построения решения данного уравнения P.Y. Chou использовал ме­

тод функций Грина. Поскольку для лапласиана функция Грина имеет вид 

G(x,y) = — — , где х и у - координаты пары точек в области течения, 
4л-1 г - г ' | 

г и г' - радиус-векторы этих точек, общее решение для пульсации давления 

можно представить следующим образом: 

— = — (* 
Р *л р \ д х и 

fdy; 

~дх~ 

э2 

дхдх 
-(у;у;-у;у>) dv + S. 

Следуя S.B. Pope [166], подынтегральные составляющие этого выраже­

ния можно трактовать следующим образом: 

- член, содержащий градиенты осредненных скоростей, иногда называют 

«быстрым давлением»; 

- второй член представляет собой взаимодействие турбулентных пульсаций, 

он не может быть напрямую сопоставлен градиентам осредненных скоро­

стей, его можно выразить только через каскадный процесс передачи энер­

гии; этот член называют «медленным» или «возвратным» давлением; 

- слагаемое S является решением уравнения Лапласа Ар' = О при граничных 

условиях на границе W в виде 
1 др' 

р ду 

д2У 
- v , где у - координата, нор-

дуду 

мальная к стенке. Оно играет существенную роль только вблизи твердых 



границ или свободной поверхности и исчезает по мере удаления от границ. 

Влияние стенок далее будет рассмотрено отдельно. 

При отсутствии границ общее решение уравнения Пуассона для давле­

ния [198]: 

р \п: Эх 
э2 

Эх.Эх {у/у;-у/у;) 
dV 

Ф 

Тогда для члена перераспределения уравнения (5.3.3) можно записать: 

(dv.ifdv;) ( эк / dv;)(d2v;v;)) dv 
4тг • 

эк/ | dv; 
Эх дх, ydXj ) { дх, 

эк/ | dv; 
дх, дх, Эх Эх, 

Для однородных турбулентных потоков, в которых градиенты осреднен­

ных скоростей пространственно однородны, корреляции «давление-деформа­

ции» могут быть записаны в следующей форме: 

Ф =А +М или Ф = Л+4М :УУ , 
« " """дх, - - -

где 
" 4/г J 

дУ^+ ЭК/ И Э2К/К/ 
дх,. дх/ И Эд^Эх, 

с/У 

М 
2 л - J 

э к / 1 ду; 

дх, дх, 

ЭК' ) dV 

Эх. 

В бескомпонентной форме записи 

4 - - L J y ( V K ' ) : ( V r ) " ^ - I j ^ v P ) , 

При одноточечном замыкании эти зависимости предполагают использо­

вание идеализированных моделей для А и 4 Л / , которые будут зависеть от 

предыстории течения и скорости диссипации. Простейшей подобной моделью 

является алгебраическая: 

А = £А(а) и W = £ 4 M(<7) , 



где тензоры А (а) и 4 М (а) зависят только от турбулентных напряжений, ха­

рактеризуемых тензором анизотропии. Они являются безразмерными тензо­

рами, которые исчезают в случае изотропной турбулентности. Все современ­

ные модели замыкания второго порядка используют именно такую форму мо­

делирования корреляции давления и деформаций. Использование такого под­

хода в общем случае неоднородных турбулентных течений верно л и ш ь при­

близительно, поэтому говорят, что в данном случае используется допущение 

о локально-однородной структуре турбулентности. 

Для тензора А (а) в работе J. Rotta [177] предлагается такая аппрокси­

мация: 

А{д) = -Сх£а, 

которая базируется на представлении о затухании турбулентности в отсут­

ствии градиентов осредненных скоростей. Известно, что в таких случаях тур­

булентность имеет тенденцию к изотропному состоянию, чем и объясняется 

знак «минус» в правой части. Однако здесь следует заметить, что эксперимен­

тальные данные свидетельствуют о нелинейности процесса перехода к изо­

тропному состоянию, потому тензор А (а) нелинейно связан с тензором а 

[92]. Также было установлено, что скорость возврата к этому состоянию 

сильно зависит от числа Рейнольдса. Потому вполне возможно, что в ближай­

шем будущем исследователи перейдут к нелинейным моделям для тензора 

А ( а ) . 

Что касается тензора 4 М (а), то J. Rotta показал, что этот тензор должен 

удовлетворять следующим кинематическим соотношениям: 

м, ;„„ = м„„ , = м ,„„ , 

4 , ™ = ° ' u i i i t = 2vjv;. 
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Последнее соотношение привело В.Е. Launder и др. [140] к мысли, что 

тензор 4 М ( # ) может быть представлен в виде линейной комбинации турбу­

лентных напряжений. В общем случае можно записать, что 

Ч „ „ = asjjv;+р{8яЩ;+sffi+sHvpr+sh,yjv;) + 
+к(^А+V{SJa+sjts„)), 

где а, Д С2, ц, v - константы. Из формулировки условий Rotta для компонент 

тензора 4 М ( # ) следует, что эти константы не являются независимыми, а мо­

гут быть выражены друг через друга: 

а = ^ ( 2 С 2 + 10), /7 = - - ^ ( З С 2 + 2 ) , 7 7 = - ^ ( 5 0 С 2 + 4 ) , ^ = ^ ( 2 0 С 2 + 6) . 

Окончательно для члена перераспределения можно записать следующее 

выражение: 

3 0 С 2 - 2 у 

55 дх, Эх 

д , = -
дх, дх, 

, Р.. генеративный член в уравнении 

(5.3.2), Рк - производство кинетической энергии турбулентности к, е - ско­

рость диссипации кинетической энергии турбулентности, С, =1 .5 , С 2 = 0 . 4 . 

Несложно убедиться, что Dn = Рп = 2Рк, откуда следует, что Ф„ = 0. 

Вполне возможна также упрощенная форма данного уравнения [140]: 

Ф , , = - С / ^ - С 2 ' [ / > 

где С2' = 0.6 . Иное значение константы С2' принято для компенсации отбро­

шенных членов, при этом меняется и константа при «медленном» члене: 

С / = 1.8. 
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В работе C.G. Speziale и др. [198] для построения тензоров А (а) и 

4 М ( д ) использован более общий подход, основанный на свойствах изотроп­

ных тензорных функций. Вводя безразмерные тензоры скоростей деформации 

и завихренности 

S v =—S и Q v = - Q (5.4.13) 

£ £ 

выражение для тензора перераспределения можно записать следующим обра­

зом: 

где '(<2?^V?QV) - линейная относительно S_v и Q v часть изотропной тен-

зорозначной функции /[я^&У В силу инвариантности относительно пре­

образования координат можно записать 

e - / ( a , s \ Q v ) • д =f(g-q-g,g-г • д , д -

где Q - тензор вращения, рассмотренный в п. 1.7. Используя теорему о пред­

ставлении изотропных тензорных функций [60] и свойство Ф„ = 0 можно за­

писать: 

Fa) = J3{)£E + Д я + J32a2 + Д 5 V + Д (я • -Г + i T • я ) + 
где 

+ А ( = 2 - s v - « 2 ) + A ( = - Q V + Q V А ( = 2 - Q V - a 2 ) -

В итоге в компонентной форме записи окончательно имеем: 
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Фу=рхеа + р2е{а,та^ Ч ч , Л , Д ) + &Щ + 

где Д. = Д 0 ( / / , / / / ) + Д , ( / / , / / / ) ^ t r ( a - S ) + Д , ( / / , / / / ) ( а 2 • S), /= 1,2; 

Д = Д ( / / , / / / ) , /=3,4,..,7; / / = а.р..; / / / = aljajmami. 

Данное представление является наиболее общей записью для аппроксимации 

алгебраических моделей для А ( я ) и 4 М ( д ) , которая согласуется с требова­

нием инвариантности относительно преобразования координат. 

Если предположить , что Д , Д , , Д 4 , Д 6 - константы, а Д 2 = Д 5 = Д 7 = 0, то 

приходим к модели В.Е. Launder и др. [140], рассмотренной выше: 

л _ л З О С - 2 . С , + 8 8 С - 2 
т. е. Д = - С , Д = - /<, Д = — - ,Д, = Д = = . 

1 " ^ 55 ' 11 4 6 11 

Модель C.G. Speziale и др. [198] использует иную запись данного урав­

нения: 

Ф,, = - ( ^ + 0 . 5 ^ ) ^ + 0 . 2 5 С 2 ф , , Л / -\атпапт^ .) + ( с з - С Щ к Б ^ + 

- Ю . 5 С 4 Л ( ^ А у + « у Л " f Ч „ Л „ Д ) + 0.5С,к(а,Л,• + * У Л ) > 

где С, = 3 . 4 , С * = 1 . 8 , С 2 = 4 . 2 , Q = 0 . 8 , С * = 1.3,С 4 = 1 . 2 5 , С 5 = 0 . 4 . 

Попытка обобщить различные подходы к моделированию члена пере­

распределения в одном выражении была предпринята Н. Burchard [85], однако, 

по сути, оно мало отличается от выражения, предложенного C.G. Speziale и др. 

[198] и рассмотренного выше. Условия применимости ряда моделей рассмот-



рены в работах С Р . Богданова [13; 14], в которых показано, что рассмотрен­

ные выше варианты записи члена перераспределения не могут быть рекомен­

дованы для моделирования течений с сильной анизотропией, так как «турбу­

лентность является в большей степени нелокальной, чем предполагается в 

рамках этих моделей». Однако это не умаляет их возможностей для моделиро­

вания различных течений, встречающихся в инженерной практике. 

Влияние стенок на тензор перераспределения 

Известно, что вблизи стенок вязкостные и турбулентные напряжения 

имеют одинаковый порядок [140; 198]. Влияние стенки приводит к появлению 

двух противоположных эффектов: с одной стороны отражение пульсаций дав­

ления от стенки приводит к увеличению перераспределения энергии между 

компонентами турбулентных напряжений, что способствует стремлению тур­

булентности к изотропии, с другой стороны, демпфирование нормальных к 

стенке компонент пульсаций скорости увеличивает анизотропию. Последний 

эффект является д о м и н и р у ю щ и м , потому анизотропия турбулентности в при­

стеночном сдвиговом течении выше, чем в свободном при сопоставимых ско­

ростях деформаций. В работе В.Е. Launder и др [140] показывается, что в слу­

чае пристеночного течения для тензора перераспределения корреляцию давле­

ния и скорости можно записать в следующем виде: 

Ф . . = - Ц 
э к ; | dv; 
Эх дх, 

ду. 

Эх Эх 

( э к ; | dv; 
дх, дх, дхдх, 

1 

\х-у\ \х-у\^ 

где у* - образ точки у (с компонентами ух ,-у2,Уч), и интегрирование ве­

дется по области х2 > 0. Отсюда автоматически следует, что необходимо вво-
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дить поправки к обеим составляющим члена перераспределения. В соответ­

ствии с этим в работе [140] предложена следующая добавка к Ф / у на влияние 

стенок: 

Ф ; = ( 0 . 1 2 5 ^ У + 0 . 0 1 5 ( Я , - ^ ) ) ^ - . 

Позднее М.М. Gibson и В.Е. Launder предложили более универсальный 

подход к учету влияния стенки [116]: 

ф ; : = • - у Ф у Л л ) / , . - » (5.4.14) 

е dV г к^2 

где ф.. = с ; г — V'V' + C"'M , — ^ , Л - = - д е м п ф и р у ю щ а я функция, 

" к ' 1 - "' дх, N £хп 

учитывающая отношение линейного масштаба турбулентности к расстоянию 

до стенки хп, пт - компонента вектора единичной нормали, С," = 0.5, = 0.3, 

Си - 0 . 0 9 , К = 0.41. 

В работе S. Jakirlic и К. Hanjalic [128] предлагается вводить подобную 

поправку и для «быстрой», и для «медленной» составляющих перераспреде­

ления, причем первое связывается с «однородной» диссипацией в форме 

н 1 д2к 

г = г — v , для которой авторами предложено уравнение переноса, по-
2 dXjdXj 

добное (5.4.12), а второе аналогично выражению (5.4.14). 

Заметим, что использование векторов нормалей в моделях турбулентно­

сти нежелательно в силу их неопределенности в случае сложной геометрии 

потока. Одним из путей, позволяющих избежать таких проблем, является ис­

пользование величины Vyfk вблизи стенок, которая является вектором, пер­

пендикулярным к стенке. Тогда для единичного нормального вектора можно 

записать такое выражение: 



w ~ | v V * | ' 

или, используя известное выражение для скорости диссипации (5.4.11) на 

стенке с нормалью п - {О,1,0}: 

ds[k ds[k 

Эх2 дх2 

£ 

Отсюда 

2vd4kd4k 

£ дх, дх, 

и для поправки на влияние стенки можно окончательно записать: 

/ -л /т -л /т ~ -л /т -л /т -л /т -л /тЛ 

ф * = т 
ФШ/ ог — Ф/;;; Ф Т 

Эх, дхт '' 2 "" дхт дх 2 дхт Эх, 

5.4.4. Модели переноса напряжений Рейнольдса 

Общее описание подхода, основанного на записи уравнений переноса в 

форме (5.3.3) для всех компонент турбулентных напряжений, приведено в таб­

лице 5.1. 

Таблица 5.1. Моделирование турбулентных напряжений на основе подхода RSM 

Член уравнения 

(5.3.3) 

Описание Способ моделирования 

дЛ i 

Локальное изменение тур­

булентных напряжений во 

времени 

Точное решение 

Конвективный перенос 

напряжений осредненным 

потоком 

Точное решение 



2М 

3Q 

Диффузия , т. е. распро­

странение энергии турбу­

лентности в пространстве 

Моделирование 

Р 

Производство энергии 

турбулентности за счет 

градиентов осредненных 

скоростей 

Точное решение 

Ф 

Перераспределение энер­

гии турбулентности за 

счет взаимодействия 

пульсаций давлений и 

скоростей 

Моделирование 

Диссипация энергии тур­

булентности за счет вязко­

сти 

Моделирование 

При наличии массовых сил интенсивностью / возможен также учет до­

полнительного производства турбулентности за счет последних: 

F,i— р{ fi'V/ + f/K') • Такая генерация, в принципе, также моделируется точно 

[77]. 

Очевидно, что члены 3 £ > , Ф и £_ не могут быть определены напрямую 

из имеющихся уравнений, и для полного замыкания системы уравнений дви­

жения они должны быть смоделированы. Для этих целей используется эмпи­

рическая информация, полученная в результате анализа результатов экспери­

ментов, содержащихся , например в работах [89; 200] и др. Ниже приводится 

краткое описание некоторых наиболее известных моделей турбулентности та­

кого типа. 



5.4.4.1. Модель Launder-Reece-Rodi (LRR) 

Модель LRR предложена в работе [140], в ней используется высокорей-

нольдсовая форма записи уравнения переноса для скорости диссипации кине­

тической энергии турбулентности, причем из диффузионных членов модели­

руется только третий момент. Структура модели приведена в таблице 5.2. 
Таблица 5.2. Модель Launder-Reece-Rodi 

Член уравнения 

(5.3.3) 

Способ моделирования 

3Q с к -
£ 

f — э к / к ; — d v 'v — э к г / 1 
к'//' 1 +к'//' ' + vv; 1 1 

дх, дх, дх, 
\ 1 1 1 J 

Ф 

ф - ф ' + Ф: + Ф," 

Ф - С ; | ^ + С ; Ф ^ , / , . = О . 4 ^ , 

_2vdjk dyfk 
1 £ дх, dXj 

£_ 
е Л е Е А = с М ^ ; — \ с , £ р к - с Л 

3 dt дхт {£ дх, J к 'к 

Константы 
С, = 0 .15 ,С 2 = 0 . 7 6 4 , С 3 = 0 Л 8 2 , С 4 = 0 . 1 0 9 , С Л =0 .11, 

с; = 0.5, с; = о.з, се = о. 15, се, = i .44, c f 2 = i .92 

5.4.4.2. Модель Shima 

Данная модель предложена N . Shima [143] и представляет собой низко-

рейнольдсовый вариант модели LRR, в которой коэффициенты С1-КГ4 более не 



константы, а функции инвариантов IIа и IIIатензора анизотропии а_. В урав­

нении переноса скорости диссипации используется «однородная» скорость 

диссипации, определяемая выражением в-8-lv . Параметры мо-
дх1 дх, 

дели приводятся в таблице 5.3. 

Таблица 5.3. Модель N. Shima 

Член урав­

нения (5.3.3) 
Способ моделирования 

к э к т / 
С V 'V/ ' 3 

£ дх/ 

ф = ф] + ф~ + ф " 

ф1 = ~Сг [Р*-\Р,А) - С, ( D v -1РК5„) - 2C,kSlJ, 

Ф/! = 1 Ф,„1*1,„П.Sn -— Ф1Ш/7 /7, - —Ф „„/7,,,/7, 1 /„. , 
и 1 "" "' ' и 2 ^ 2 J 

Ф 

_2vdyfk д4к 

1 £ дх, дх. 

С, = 1 + 2 . 4 5 / / ; ; 2 5 Л ° 7 5 [ l - ехр ( - 4 9 Л 2 ) ] х [ l - ехр ( - (Re,/ 6 0 ) 2 ) ] 

С 2 = 0 . 7 Л , С,=0.3У[А 

С 4 = 0.65А(0.23С, + С, - 1 ) + 1 . 3 4 2 5 С 3 , 

A = \-i{IIa-IIIa), 11а=а,л„ IIIa=aiJaJmaml 



2П-

£_ 
2 dz _ Э f £ 777777 Эе Э е ) „ е п ^ £ ~ 

£ = -£Е, — = С — V'V— + + С , —Р. - Со—£• 
~ 3 ~ dt дхн\£ дх, дхт) t ] к к е~ к 

Константы 

Cs = 0 . 2 2 , С,"" =0 .5 , С ; = 0.3, Се =0 .15 , C f 2 =1.92, 

С г 1 = 1 . 4 4 + Д + Д , 

Д = 0.25Л min (Я / 2.5 - 1 ; 0) - 1 A A min (Р к 1 £ - 1 ; 0) 

Р2 = 1 . 0 / U 2 m i n ( A / 2 . 5 - l ; 0 ) , 

я = т ш (дх~~ э*~ ' 4 ) 

5.4.4.3. Модель Speziale-Sarkar-Gatski (SSG) 

Основой данной модели, предложенной в работе [198], является иная за­

пись члена перераспределения по сравнению с моделью LRR. Из остальных 

особенностей отметим у п р о щ е н н у ю запись диффузионного члена, а также 

иное значение константы Се2 по сравнению с моделью LRR. Уравнения мо­

дели приведены в таблице 5.4. 

Таблица 5.4. Модель Speziale-Sarkar-Gatski 

Член урав­ Способ моделирования 

нения 

(5.3.3) 

3Q 
к dVV' 

С V 'V/ ' J 

£ дх, 

Ф и = ф ] и + Ф 1 

Ф Ф] = 0 . 2 5 С 2 ф , , А / - 1 ^ ^ ^ ) + ( С 3 - 0 . 5 C ; V ^ ) ^ ( / + 

^.5C<k{aimSmJ+aJmSmi-\a^StJ)^5C5k{at^ +aJmWmi) 



2Ш 

£_ 
dz ^ д 

dt е дхт 

Кон­

станты 

С, = 3.4, С,* = 1.8, С 2 = 4.2, С, = 0.8, С! = 1.3, С 4 = 1.25, С 5 = 0.4, 

Cs = 0 . 1 1 , C f = 0 . 1 5 , C f I = 1 . 4 4 , C f 2 =1.83 

5.4.4.4. Модель Two-Component-Limit (TCL) 

Данная модель разработана группой специалистов University o f Manches­

ter под руководством В.Е. Launder [96; 97; 110]. Модель TCL основана на мо­

дели LRR, но использует члены разложения третьего порядка в члене перерас­

пределения [96]. Итоговые соотношения TCL модели приводятся в таблице 5.5. 

Таблица 5.5. Модель TCL 

Член уравнения (3.9) Способ моделирования 

к[ dV'VJ dV~V' vV'V'\ 
cs v;v; ' +v;v; m 1 +vmv; 1 ' 

' e\ дх, дх, dx, 
\ 1 1 1 J 

Ф 

Ф - ф ! + + ф " 

ф ^ = - с 2 ( / > - д а ) + о . б ^ / > , -

0 2 f ( dV dv\\ 

- с 2 { / / „ ( ^ - / ) , ( ) + з а „ „ а , ( ( ^ - д , ; , ) } 

+ C 2 { ( i - 0 . 2 5 / / „ ) ( / > - ^ , ) 

+ 0 . 2 [ a „ -0 .5 ( а„ ,д„ , - 1 / / Д ) ] я 4 - 0 . 0 5 в ^ + 

+^(v;v;v:y;-w;v,;vy^)(6Dlm + 2 6 * s j 

v;v;v'v' .1 
+0.2 ' 'k;" ' (Dlf„-Pj\ 



299-

= 2и Э7*Эл/Т ? fl' = jA,A = \ - i ( I I a - I I I a ) 
е Эх, Эху 

е_ * = с , i F ^ i i l + с 4 , £ / » - с „ ^ 
Эх,„ ^ £• Эх, J Л к 

Константы 
с, = 3 . i V ^ 7 7 ; , c ; ' = i . i , С 2 = 0.55, С2'=0.6, Cv = О . П , 
с ; = о.5, с ; = 0.3, Се = 0.15, Се, = 1.44, Се 2 = 1.92 

Помимо изложенного высокорейнольдсового варианта модели T CL су­

ществует также ее низкорейнольдсовый вариант ( low-Re), разработанный 

T.J. Craft [95]. Он представляет собой довольно сильное усложнение исходной 

модели: в ней используется несколько иная запись члена перераспределения, 

в котором коэффициенты С[ и С 2 становятся функциями числа Re,, а С2' яв­

ляется функцией тензоров скоростей деформаций и завихренности. Также вво­

дится более сложная форма тензора диссипации, а вместо скорости диссипа­

ции кинетической энергии турбулентности, как и в модели N . Shima, вводится 

«однородная» скорость диссипации ё . Кроме того, в этом низкорейнольдсо-

вом варианте используются дополнительные функции и константы. 

5.4.4.5. Модель, использованная в ISIS-CFD 

В качестве примера реализации дифференциальной модели турбулент­

ности в коммерческих расчетных пакетах, рассмотрим модель, реализованную 

в решателе ISIS-CFD, входящего в состав расчетного комплекса N U M E C A 

FINE/Marine [77]. Она представляет собою модель LRR с некоторыми упро­

щениями, однако скорость диссипации е определяется из уравнения переноса 



вводимой в рассмотрение величины интенсивности турбулентности со. А так 

как вдали от стенки уравнение переноса со не связано с другими уравнениями 

системы, то, следовательно, такой подход является более гибким, по сравне­

нию с прямой записью уравнения переноса для е. Уравнения модели приво­

дятся в таблице 5.6. 

Таблица 5.6. Модель ISIS-CFD 

Член уравнения (3.9) Способ моделирования 

3Q 
к — d v Y ; 

С V 'V/ ' ' 
Л £ "' Эх 

Ф = Ф ' + + Ф ; ; 

Ф]1=-С]£аи 

Ф 

2vd4k д4к J1J1 = , 

£ Эх,. dXj 

C ^ l ^ C - ' - O t a n l ^ 0 - 0 0 1 8 ^ 2 ] , 

A = \-*(IIa-IIIa), 11а=а,л„ IIIa=aiJaJmaml 2 
£=-£Е, £-Спксо 
- з - ; / 



дрСО д 
Э* дх, 

до) 
дх~ 

•-а—Рк-Рраг + 
к 

дхт у " £ "' дх,) 

,->2{ s „ pkjj-rrr-^dk дсо 

« = ( Q - 0 / « + c e , 1 . ( i - / j , ^ = c / l ( c , 2 - i ) 

/ г = t a i l h 
O.OOlpdyfk 

Константы 

С, = 0 . 2 2 , С 2 = 0 . 6 , С 3 = 0 . 1 8 2 , С 4 =0 .109 , С," = 0.4, 

С„, = min{0.3, А},Се=0Л5,С£1=\ .53, C f 2 = 1.92 

С/""" = 1.8, С„ =0 .18 , С ^ = 0 . 6 0 , с =0.09 

Вдали от стенки уравнение переноса со приводит к классическому урав­

нению переноса е из модели LRR. Однако, в противоположность пристеноч­

ной модели для £, где часто используются д е м п ф и р у ю щ и е функции для изме­

нения порядка диссипативного члена, демпфирующая функция fM, использу­

ется для изменения величины коэффициента а, равно как и для исключения 

члена встречной диффузии (см. описание SST к-со модели в п. 5.5.4.3) вблизи 

стенки. Потому такая модель более универсальна. 

Что же касается начальных условий, то во избежание тривиального 

решения в свободном потоке по умолчанию величина У/У / чаще всего зада­

ется в виде Ю ' ^ К Д , , а корреляции второго порядка для скоростей V/V/, I ^ J 

везде принимаются равными нулю. 



5.4.5. Модели третьего порядка 

Уравнение переноса третьих моментов получается путем умножения 

уравнения переноса пульсационных скоростей (получаемого из уравнения 

(5.1.1)) на диаду, составленную из пульсационных скоростей, с последующим 

осреднением. В результате можно записать в компонентной форме следующее 

уравнение переноса третьих моментов [28]: 

Э 777777 777777 Э 777777 777777 Э 
dtv ' 1 k 1 дх„ v ' 1 * 1 ,Jli ,Jli дх, 

где P^k - Vj'Vj'-z^—Vk'Vn' + Vj'Vk'-^V/VJ + Vky/-^—Vj'Vn' - порождение турбу' 

лентности за счет напряжений Рейнольдса и их градиентов; 

V'V'V' Vk + V'V'V' V, + V'V'V' Vj 
Эх, 1 Эх, 1 Эх„ 

турбулентности за счет средних сдвиговых деформаций 

порождение 

У;У;У:У: - v^y:y:y^+^{у;уя++vn) 
диффузия за счет турбулентных пульсаций и молекулярных сил; 

- диффузия за счет взаимодей-
* - 7 

d 777777 ^ г , г , д 7777" 
///// ' + — \ Vk' + Vk'V 

dxk dxi Эх ; j 

ствия пульсаций давлений и турбулентных напряжений; 

Эх, Эх, J Эх, Эх, 1 Эх, Эх, - диссипация. 

П р е о б л а д а ю щ у ю роль в диффузионном члене играют четвертые мо­

менты Vj'V/Vk'Vn', в то время как вклад двух других составляющих незначите­

лен, поэтому их часто либо отбрасывают вовсе, либо оставляют только вязкий 



член -v V'iV'Vu- Д л я с а м и х четвертых моментов чаще всего используют 

дхш ' 1 

гипотезу квазинормальности [39; 40]: 

v;v;vk'v; = v;v; • vk'v; + v;vk' • v;v; + VJv~; • v;vk'. 

Для члена перераспределения Ф у А можно использовать простые аппрок­

симации, например, приведенную в работе R.S. Amano и P. Goel [3] : 

В этом случае не учитывается вклад средних деформаций, соответствующий 

«быстрому» члену в моделях второго порядка. На изменения третьих момен­

тов этот член существенно не влияет, что подтверждается тем обстоятель­

ством, что для большинства сдвиговых течений / * п намного больше, чем 

/ * 2 ) . Для моделирования течения вблизи обращенной ступеньки авторы [3] ис­

пользовали значение константы Су - 5.8, отмечая при этом, что «было бы, ве­

роятно, преждевременно останавливаться на фиксированном значении С : для 

этого необходимы дополнительные экспериментальные данные для разнооб­

разных условий экспериментов». В работе [29] при моделировании течения во 

вращающейся круглой трубе использовалось значение С - 1.1. 

Возможен также такой подход к моделированию Ф А. [28; 102]: 

где Сп - 0.13, Сf2 = 1 . 0 , С п - 0.9. Здесь два последних члена аналогичны по 

смыслу «быстрым» членам моделей второго порядка. 

В работе [28] предложена более полная аппроксимация члена Ф А.: 

ф,,/- = ——-v'v/v' + />„,,.—vrv;. + а„, — , 



a, =c3(v;vt'v„'s,„,+vk'v;v,;s„„+v/v/v^)+ 

+Cik{SllSkr + 5lk5ir + 5lA), 

здесь значения констант С л = 0 . 1 2 , С, = 0 . 1 , C 4 = 0 . 8 , C 6 = - 1 . 2 , C 7 = - 0 . 5 , 

C 8 = 0.6 получены в результате моделирования течения в круглой трубе. 

Для диссипативного члена уравнения (5.4.15) на основании гипотезы 

градиентного переноса можно записать такую аппроксимацию [102]: 

где С£ = 0 . 2 . Часто предполагается [3; 28], что характерный линейный мас­

штаб корреляций скорости намного меньше характерного линейного мас­

штаба осредненного течения, в этом случае компоненты тензора £ j j k равны 

нулю. 

В целом можно заключить, что использование уравнения (5.4.15) при 

моделировании турбулентности позволяет учитывать и конвективные, и по­

р о ж д а ю щ и е эффекты средних деформаций, что дает возможность более точно 

учесть процесс переноса энергии. Более подробно с моделями такого типа 

можно ознакомиться в работах [3; 28; 29; 87; 102; 109; 129; 136; 167] и др. 

5.4.6. Общие выводы по моделям переноса напряжений Рейнольдса 

При использовании моделей замыкания второго порядка в процессе ре­

шения задачи помимо трех скалярных уравнений движения и уравнения не­

разрывности решаются семь (в двумерном случае пять) дополнительных урав­

нений модели турбулентности, причем своих для каждой модели турбулент­

ности. Для получения замкнутой системы ряд членов, входящих в уравнения 



переноса напряжений Рейнольдса, приходится моделировать, причем эта про­

цедура весьма осложнена в связи с недостаточностью необходимой для 

настройки информации (данных экспериментальных исследований или пря­

мого численного моделирования) . В результате требования к вычислительным 

ресурсам, необходимым для решения задачи, становятся достаточно высокими 

[198]. Кроме того, следует отметить, что такие модели имеют склонность к 

численной неустойчивости [111]. 

Среди преимуществ таких моделей следует отметить, что они позволяют 

учитывать анизотропию турбулентности, эффекты плавучести, вращения, и 

др. Это позволяет им обеспечивать хорошее совпадение с эксперименталь­

ными исследованиями как по интегральным, так и по распределенным харак­

теристикам (см., например, [3; 61 ; 88; 93; 103; 104; 135; 137; 167] и др.) . 

5.5. М О Д Е Л И Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Й В Я З К О С Т И 

5.5.7. Общая структура моделей турбулентной вязкости 

Как уже отмечалось, для замыкания уравнений Рейнольдса необходимо 

ввести соотношения, устанавливающие связь турбулентных напряжений с па­

раметрами осредненного течения. 

Физически турбулентность можно трактовать как результат взаимодей­

ствий движущихся вихрей различных размеров (масштабов) . Предположим, 

что / - размер вихря, а V/ - его скорость, тогда соответствующее число Рей­

нольдса Re, = 2^JL . Большим числам Рейнольдса соответствуют малая вяз-

М 

кость и большой масштаб, следовательно, движение таких вихрей в пределе 

описывается уравнениями Эйлера для невязкой жидкости. Малым числам Рей­

нольдса соответствуют малые размеры вихрей, т. е. в пределе их движение 

описывается уравнениями Стокса для медленно движущейся среды. Здесь 

о п р е д е л я ю щ у ю роль играет вязкая диссипация. 
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Как уже отмечалось, в случае турбулентного движения тензор напряже­

ний может быть записан следующим образом: 

T = -~pE + 2;uS + R. 

Одним из самых эффективных подходов к конкретизации таких соотно­

шений был предложен Ж. Буссинеском [82] и заключается в том, что выраже­

ние для турбулентных напряжений в несжимаемой жидкости строится анало­

гично реологическому соотношению И. Ньютона для вязкой жидкости, т. е. 

записывается в виде: 

R = 2jUtS-^pkE, (5.5.1) 

где Ц - турбулентная вязкость. 

Данное выражение не вводит никакой модели турбулентности, но л и ш ь 

определяет ее структуру. Второй член необходим с целью выполнения усло­

вия равенства следов тензорных величин левой и правой частей: 

2 
tvR = 2//, trS -~Рк trK, 

-2pk = 2p,V-V~pk-3. 

Отсюда следует тождество 0=0, так как в несжимаемой жидкости V - F = 0. 

Вообще говоря, турбулентная вязкость Ц может представлять собою либо 

2 
тензор четвертого ранга (тогда Rit = 2pt jJklSlk -—pkSy), который в силу симмет-

2 
рии содержит 36 компонент, либо же скаляр (тогда # = 2 / / Д у -—pkStj). 

Чаще всего турбулентную вязкость представляют именно как скалярную 

величину, что автоматически приводит к необходимости использования гипо­

тезы об изотропности турбулентности. Попытки найти универсальное выра­

жение для этой величины, связывающее ее значение с параметрами осреднен­

ного течения предпринимаются уже более ста лет. 



Величина турбулентной вязкости Ц самим Буссинеском принималась 

постоянной для всей области течения, но такой подход себя не оправдал. Даль­

нейшее развитие концепции вихревой вязкости было связано с введением 

Л. Прандтлем понятия длины перемешивания (смешения) [168]. Такой подход 

позволил получить в замкнутой форме решение для установившегося турбу­

лентного течения в прямой круглой трубе и продемонстрировал хорошее со­

гласование между теорией и экспериментом [69]. Более поздние исследования 

Т. Кармана привели к созданию расчетных методов определения величины 

пути смешения, что позволило получить распределение важнейших характе­

ристик турбулентности для ряда течений в аналитическом виде, в частности, 

для плоского течения Куэтта между двумя плоскими стенками, одна из кото­

рых перемещается с постоянной скоростью [134]. Однако общим недостатком 

алгебраических моделей оказалась практическая невозможность распростра­

нить их на течения со сложной геометрией [199], в результате появилась по­

требность создания более совершенных моделей. 

Дальнейшие успехи в исследовании турбулентности связаны с именами 

О.М. Белоцерковского, В.Е. Захарова, Б.И. Давыдова , Л .Ф. Козлова, С.С. Ку-

тателадзе, Ю.В . Лапина, Л.Г. Лойцянского , М.Д. Миллионщикова , А.С. М о -

нина, В.В. Новожилова , A . M . Обухова, Б.Л. Рождественского, А.Н. Секундова, 

Е.М. Смирнова, М.Х. Стрельца, A . M . Яглома, B.S. Baldwin, G.K. Batchelor, 

P. Bradshaw, J.О. Hinze, E. Hopf, R.H. Kraichnan, B.E. Launder, F.R. Menter, 

H.K. Moffatt, S.A. Orszag, P.G. Saffman, Т.Н. Shih, P.R. Spalart, D.B. Spalding, 

C.G. Speziale, D.C. Wilcox, V . Yakhot, и многих других. Настоящий прорыв в 

исследовании турбулентности связан с именем А.Н. Колмогорова, которому 

удалось получить несколько основополагающих результатов [24; 25]. Эти ре­

зультаты определили развитие теории турбулентности на многие годы. 

В результате развития вычислительной техники и возрастающей потреб­

ности решения инженерных задач появились дифференциальные модели вих­

ревой вязкости, основными из которых стали так называемая «стандартная» 



к-е модель В.Е. Launder и W.P. Jones [131], к-со модель D.C. Wilcox [207] и 

гибридная SST к-со модель F. Menter [153; 154]. Положенная в основу этих 

моделей гипотеза скалярной турбулентной вязкости в целом вызывает серьез­

ные сомнения из-за имеющегося в турбулентных потоках несовпадения в об­

щем случае главных осей тензора напряжений Рейнольдса и тензора скоростей 

деформаций [54; 182]. Однако, для многих течений эта гипотеза позволяют по­

лучать вполне достоверные результаты. 

Уравнение (5.5.1) можно записать следующим образом: 

-pV ® V + ^ркК = , 

Р, 
или, используя понятие тензора анизотропии и учитывая , что ^- = у : 

Р 

к~ 

Согласно гипотезе А.Н. Колмогорова , скорость диссипации кинетиче­

ской энергии турбулентности е связана с кинетической энергией турбулентно­

сти к следующим соотношением: S—k'" I / , где / - линейный масштаб турбу­

лентности. Но как уже отмечалось выше, l~VIA£VA, откуда получаем 

кУ2€]Ц к2 

е ——, следовательно у . Отсюда величину турбулентной вязкости 
V £ 

можно записать в виде [131]: 

где С - константа. Тогда тензор анизотропии принимает вид: 

а = -1С — S. 

£ 

Соотношение kjs часто называют характерным временем или временным мас-

к 
штабом турбулентности. Введем в рассмотрение величину Sv = — S, которая 
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является безразмерной, и называется безразмерной скоростью деформаций. 

Заметим, что аналогичным образом можно ввести в рассмотрение и безразмер-

к 
ный тензор завихренности: Q v =— Q.. Тогда тензор анизотропии пропорцио-

£ 

нален безразмерному тензору скоростей деформаций: 

a = -2CMSv. (5.5.2) 

Модели турбулентности такого рода называются линейными моделями вихре­

вой вязкости. 

Отметим, что для несжимаемой жидкости с учетом (5.3.12) можно запи­

сать следующие соотношения: 

где S2 = ISf.Sjf . Отсюда имеем известное представление: Рк =2vlSijSjr 

В нелинейных моделях предпринимаются попытки обобщить данное со­

отношение , сопоставив тензору анизотропии некие нелинейные комбинации 

тензоров скоростей деформаций и завихренности: 

a = - 2 C , S v + M , ( s \ Q v ) , (5.5.3) 

где дополнительный нелинейный член (обозначенный символом NL) должен 

быть симметричным и отвечать следующему условию: tr {^NL ( S V , Q V ) ) = 0 . 

Кроме величины скорости диссипации кинетической энергии турбу­

лентности е в качестве характеристики турбулентности могут также использо­

ваться линейный масштаб турбулентности /, удельная скорость диссипации 

й)-£/к, и некоторые другие. Принимая , что € = С ко) турбулентную кине­

матическую вязкость можно записать следующим образом: v'=—• 

со 

Все модели турбулентности должны отвечать следующим условиям ре­

ализуемости: 
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- неотрицательность нормальных напряжений: Rjj =-pVj'Vj'>0; 

- неравенство К о ш и - Б у н я к о в с к о г о для касательных напряжений: 

Ri/Rfj > R~ при 1Ф у , или, иначе: V/V/ • V'V* >{У/У^ (здесь по повторяю­

щемуся индексу суммирования не ведется, т. е., например, при / = 1 и 

- неотрицательность третьего инварианта тензора напряжений Рейнольдса: 

> 0 . det( Я) = -р v2'v; v2'v2' v2'v; 
vJv; vTv: УЖ'\ 

В настоящее время принята следующая классификация полуэмпириче­

ских моделей турбулентной вязкости [207]: 

- алгебраические модели (модели «нулевого» порядка); 

- модели с одним дифференциальным уравнением переноса характеристики 

турбулентности (модели «первого» порядка); 

- модели с двумя дифференциальными уравнениями переноса (двухпарамет-

рические модели) (модели «второго» порядка) ; 

- модели с большим числом уравнений. 

Ниже будут рассмотрены основные аспекты ряда наиболее популярных 

в настоящее время моделей такого типа. 

5.5.2. Алгебраические модели 

Алгебраические модели устанавливают связь между турбулентной вяз­

костью и параметрами осредненного потока в форме алгебраических уравне­

ний. Первым опытом подобного рода стала гипотеза пути перемешивания , 

предложенная Л. Прандтлем в 1925 году [168]. Дальнейшее развитие данные 

модели получили в работах A . Betz, Е. van Driest, R. Deissler, Т. von Karman, 

F. Klauser и др. 
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Л. Прандтль ввел в рассмотрение масштаб длины /,„, названный им путем 

перемешивания (длиной смешения, mixing length), в основе которого лежит 

аналогия между движением жидкой частицы вблизи стенки и длиной пробега 

молекулы в кинетической теории газов. В результате дальнейшего анализа на 

основе теории размерности им было найдено выражение для турбулентной 

вязкости: 

размерность которой где L - масштаб длины, Т- масштаб времени. 

Тогда (как показано в п. 3.4) турбулентное касательное напряжение для 

простых сдвиговых течений записывается в виде: 

г ; = / < 
ЭР, 

ду 

ЭК. 

ду ' 

где Vx - осредненная скорость в продольном направлении, у - поперечная к 

потоку координата. 

Такой подход позволил получить в замкнутой форме решение для тур­

булентного течения в прямой трубе и каналах, продемонстрировав хорошее 

согласование между теорией и экспериментом [69]. Более поздние исследова­

ния Т. Кармана привели к созданию расчетных методов определения вели­

чины пути смешения, что позволило получить распределение важнейших ха­

рактеристик турбулентности для ряда течений в аналитическом виде, в част­

ности, для плоского течения Куэтта между двумя плоскими стенками, одна из 

которых перемещается с постоянной скоростью [134]. 

Большим преимуществом таких моделей является возможность опреде­

ления величины пути перемешивания с п о м о щ ь ю относительно несложных 
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эмпирических зависимостей, что гарантирует достаточно высокую вычисли­

тельную эффективность . Например, для течения в пограничном слое 1т = Ху, 

где у - расстояние от стенки, К = 0.41 - постоянная Кармана. 

К недостаткам алгебраических моделей такого рода следует отнести, во-

первых, их узкую специализацию, которая связана с их эмпиризмом, то есть 

привязкой к конкретному течению. Во-вторых, гипотеза пути смешения пред­

полагает, что турбулентность находится в состоянии локального равновесия, 

то есть в каждой точке расчетной сетки соблюдается баланс между генерацией 

турбулентной энергии, и ее диссипацией, на который не оказывают влияния 

ни перенос турбулентности из других точек пространства, ни предыстория 

процесса. Вместе с тем указанные факторы часто играют существенную роль. 

В-третьих, в рамках модели Л. Прандтля и ее модификаций граничное условие 

прилипания невозможно осуществить . Поэтому для придания физического 

смысла приходится оперировать понятием вязкого подслоя [168]. Наконец, в 

соответствии с данной теорией, когда скорость достигает своего локального 

максимума (т. е. —— — U), турбулентные напряжения исчезают, а это неверно. 
ду 

Это касается, например, течения в канале, у которого одна стенка гладкая, а 

другая - шероховатая. Необходимость учета подобных эффектов привела к 

сильному усложнению алгебраических моделей, что лишило их большей ча­

сти привлекательности. Поэтому в настоящее время подобные модели приме­

няются редко, и исключительно для расчета пристеночных течений. Напри­

мер, в работе [1] развита подобная модель для расчета течений в прямоуголь­

ных выемках. 

5.5.3. Модели с одним уравнением переноса 

Попытки расширить возможности гипотезы вихревой вязкости привели к 

созданию моделей, в которых последняя определяется в результате решения 



дифференциального уравнения переноса. Дополнительное уравнение, учитыва­

ющее перенос параметра турбулентности, записывается либо для турбулентной 

(эффективной) вязкости (или ее разновидностей), либо для кинетической энер­

гии турбулентности, выступающей в качестве характерного масштаба скорости 

турбулентных пульсаций в потоке [16]. В первом случае в качестве искомой ха­

рактеристики также могут выступать величины, отличающиеся от V, демпфиру­

ющей функцией, учитывающей влияние молекулярной вязкости. Наиболее по­

пулярной в настоящее время моделью такого класса является модель, предло­

женная P. Spalart и S. Allmaras (S-A) . Эта модель содержит уравнение переноса 

для вспомогательной скалярной величины - «модифицированной» вихревой 

вязкости V. Модель включает в себя восемь эмпирических коэффициентов за­

мыкания и три замыкающих функции. Она предназначена, прежде всего, для 

решения задач внешней дозвуковой аэродинамики [194]. 

Модель S-A содержит одно уравнение переноса для «модифицирован­

ной» вихревой вязкости Р: 

Э , ~\dv\ „ dv dv 

где член Pv учитывает производство турбулентной вязкости, Yv - распад тур­

булентной вязкости, который происходит в пристеночной области и з - з а бло­

кирования стенками вязкого демпфирования , О у и СЬ1р - константы, Sy -

источниковый член. Следует отметить, что турбулентная кинетическая энер­

гия к в данной модели не рассчитывается . 

Модифицированная кинематическая вязкость v идентична турбулент­

ной кинематической вязкости, исключая пристеночные области (подвержен­

ные сильному влиянию молекулярной вязкости), где она равна нулю. При этом 

модифицированная вихревая кинематическая вязкость связана с турбулентной 

следующим соотношением: 

v,=vfy], 



•^44 

где fvi - функция вязкого демпфирования , зависящая от соотношения между 

модифицированной вихревой кинематической вязкости и молекулярной: 

Здесь величина С к 1 является константой. Вдали от твердых границ v,=v, и 

/ , . - > ! • 

Генеративный и диссипативный члены определяются как функции мо­

дифицированной вихревой кинематической вязкости (в первой и второй сте-

V 
пенях соответственно) и величины S = Q. + 7 7 fv2, где к - константа, d— рас-

k~d~ 
стояние до стенки, / 7 =1 £ , Q. = y[2Q~Q - скалярная мера тензора 

Q = - ^ - ( V K - V K 7 ) . Генеративный член представляет собой следующее выра-

Pv=CM{\-fvt)pSv, 

а диссипативный член определяется как: 

г Д е /„. = g 
1 + С.6 

?3 + с . 6 . 
-С , ,7 ( г 6 - г ) , г = _ \ „ , С у , С,2, и C - i - кон-

станты. 

Константы модели S-A: 

Сы = 0.1335, С Ь 2 = 0.622, О? C v i = 7.1, 

с - + 0 ± ^ k ) 9 C w 2 = о.З, С«-з = 2.0, k = 0.4187. 
к1 ov 

Поскольку значения вихревой вязкости на твердых границах равны 

нулю, при выполнении моделирования во избежание сложностей с численным 



решением в начальный момент времени рекомендуется задавать конечные зна­

чения модифицированной турбулентной вязкости в потоке (например, 

|7 = 0.0011/). 

При наличии в течении ламинарно-турбулентного перехода возможно 

использовать с л е д у ю щ у ю модификацию модели: 

1. диссипативный член записывается в виде: 

2. источниковый член: 

Здесь fil=c,lg,exp^-C,2^[d2+(g,df]j, / 2 = C , 3 g , e x p ( - C , 4 ^ ) , 

g = m i n i 0 . 1 , - ^ - — 1 , Cn=\, Cn=2, C(3 =1 .2 , Cl4 =0 .5 , Щ - завихренность в 
[ щАх,) 

точке ламинарно-турбулентного перехода, А К - модуль вектора разности ско-

г Ах ростеи в потоке и в точке ламинарно-турбулентного перехода, ' - шаг сетки 

вдоль твердой границы в точке ламинарно-турбулентного перехода, d - рас­

стояние до стенки. 

Так как оригинальная формулировка модели S-A не содержит учета та­

ких факторов, как вращение и кривизну потока, были разработаны специаль­

ные модификации модели для их учета. В частности, P. Spalart и М.Л. Ш у р 

[195] предложили иную запись генеративного члена (SARC - Spallart-Allmaras 

Rotation/Curvature correction), которая в случае декартовой системы коорди­

нат, вращающейся с угловой скоростью со с компонентами СОт имеет вид: 

где (r\r) = (1 + с,., ) - ^ - r [ l - tan"1 ( с , . / ) ] - с,.,, 



^ 4 

D4 t+{£, S,.,H 
г =—, S = ̂ 2S:S, П = у/2П:П, D2 = -(S2 + П2), 

Q. 

~ 2 Эх, Эх, щ 
= 1.0, с г 2 = 1 2 . 0 , с г 3 = 1.0 

Для течений с малой кривизной линий тока fr]—>\, a y простых сдвиговых 

течений г = 0, Г = 1, т. е. fr] = 1. 

На Рис. 5.1 приведены результаты расчета профиля скорости во враща­

ющейся трубе в сравнении с результатами прямого численного моделирования 

(DNS). М о ж н о видеть, что использование поправки P. Spalart и М.Л. Ш у р а 

позволяет получить корректный профиль продольной скорости в данном слу­

чае. 

Рис. 5.1. Профиль скорости во вращающейся трубе из работы [125] 

(сплошная линия - SARC, маленькие точки - S-A, большие точки - DNS) 

В целом можно заключить , что модель P. Spalart и S. Allmaras удовле­

творительна для ряда инженерных приложений, прежде всего для задач рас­

чета обтекания крыльевых систем. Она довольно экономична, хорошо зареко­

мендовала себя для моделирования пограничных слоев умеренной сложности, 
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двумерных и псевдодвумерных течений. В то же время она обеспечивает не 

вполне удовлетворительную точность решения для трехмерных потоков, 

струйных и отрывных течений. 

Следует отметить, что однопараметрические модели турбулентности 

продолжают развиваться [57; 78; 152]. Очень интересна в этом контексте ра­

бота Ф. Ментера [152], в которой обосновывается соображение об избыточно­

сти одного из уравнений в к-е модели турбулентности. К сходному мнению 

пришел путем детального анализа этой модели А.Н. Секундов [57]. В.А. Пав­

ловский [50] предложил однопараметрическую модель переноса скалярного 

параметра турбулентности в заданной точке потока. Важной особенностью 

этой модели является наличие коэффициента молекулярной вязкости, что поз­

воляет ее использовать во всей области пристеночного турбулентного течения 

(от вязкого подслоя до перемежаемости турбулентности) . Дальнейшее разви­

тие эта идея получила в работах В.В. Павловского и Д.В. Никущенко [45; 54]. 

A . M . Балонишников [7] предложил однопараметрическую модель турбулент­

ности, характерным моментом которой является наличие отрицательного ко­

эффициента диффузии . Следует отметить, что подобный подход не противо­

речит современным представлениям о развитии турбулентности [186], однако 

возможность использования его для моделирования турбулентных течений 

нуждается в дополнительных исследованиях. 

5.5.4. Модели с двумя уравнениями 

Модели турбулентности с двумя уравнениями переноса ведут свою ис­

торию от основополагающей работы А.Н. Колмогорова [24], и вплоть до 

настоящего времени остаются наиболее популярными моделями для решения 

широкого круга инженерных задач [ 1 ; 16; 20]. Данный класс моделей предпо­

лагает решение дифференциальных уравнений переноса для двух характери­

стик турбулентности, которые позволяют затем определить турбулентную вяз­

кость с п о м о щ ь ю алгебраических соотношений. В подавляющем большинстве 



случаев в качестве первой из характеристик выступает величина кинетической 

энергии турбулентных пульсаций к. В выборе же характеристики турбулент­

ности, для которой формулируется второе уравнение, имеется определенная 

свобода. Наибольшее распространение получили две группы таких моделей, а 

именно к-еи к-со модели: 

- к-е модели содержат два уравнения переноса - кинетической энергии тур­

булентности к и скорости диссипации £, при этом вихревая вязкость вы­

числяется как vt ~ к1 j £. Уравнение переноса для к записывается на основе 

строгого уравнения переноса кинетической энергии турбулентности [150], 

а уравнение переноса для встроится согласно общей форме уравнения пе­

реноса [4] согласно представлениям авторов моделей о характере процесса 

диссипации энергии турбулентности. В основе всех моделей данного 

класса лежит предположение о том, что турбулентное течение является 

полностью развитым, и влияние на него молекулярной вязкости незначи­

тельно. Потому прямой диссипацией часто пренебрегают [9], что заметно 

ограничивает область приложения данных моделей. Чтобы преодолеть эти 

ограничения, в настоящее время создан ряд модификаций модели, расши­

ряющих область ее применения; 

- к-со модели также содержат два уравнения переноса - для кинетической 

энергии турбулентности к и удельной скорости диссипации со, а вихревая 

вязкость определяется как ц ~ к/со. Такие модели показали очень хорошие 

результаты при расчете широкого класса течений и заслуженно пользу­

ются популярностью у исследователей. Вполне возможно рассматривать в 

качестве второй характеристики величину со2 [144] вместо со, однако в 

настоящее время такие модели не распространены. 

Двухпараметрическая диссипативная модель ( « k - е модель») обладает 

определенными преимуществами перед другими подобными моделями и до 



сих пор широко используется в приложениях, хотя обладает и рядом недостат­

ков (например, плохо работает для вращающихся течений типа кругового те­

чения Тэйлора-Куэтта ) . В работах S.A. Orzag и V . Yakhot [208; 209], а также в 

работах [189; 210], были предприняты попытки вывести к-е модель непосред­

ственно из уравнений Навье -Стокса методом ренормализационной группы. 

Эту разновидность называют «RNG к-е моделью», она отличается от исходной 

в частности тем, что коэффициент пропорциональности между турбулентной 

вязкостью и выражением к1I £ определяется аналитически. Однако G.L. Eyink 

[105] указал, что отброшенные в этой модели члены уравнений имеют тот же 

порядок что и оставленные. Исследование свойств изотропной турбулентно­

сти в рамках метода ренормгруппы содержится в работах [2; 75]. Также для 

вывода уравнений переноса параметров турбулентности было использовано 

двухмасштабное разложение [121; 211; 212; 213] (см. также обсуждение [178]), 

однако и при этом подходе трудно оценить порядок членов уравнений. Еще 

один подход к обоснованию подобных моделей турбулентности был предло­

жен на основе метода гомогенизации [169], однако он требует дополнитель­

ных исследований. 

Рассмотрим подробнее модели вихревой вязкости с двумя уравнениями. 

5.5.4.1. Класс к-е моделей 

Стандартная к-е модель 

«Стандартная» к-е модель (SKE) предложена В.Е. Launder и W.P. Jones 

[131] и построена на основе предположения о том, что турбулентное течение 

является полностью развитым, т. е. эффекты, вызванные молекулярной вязко­

стью незначительны (VJ ^>V). 

В этой модели турбулентная вязкость определяется следующим образом: 

где Сц - эмпирическая константа. 
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Скалярные величины к и £ определяются в результате решения следую­

щих уравнений переноса (черта над осредненными скоростями опущена для 

облегчения чтения): 

, дк дк р,]дк 
Рг, Эл-

+ р(Рк-е), 

_Э_ р, 1 Ъе 
Рг. Эл-

+ р{Се]Рк -Се2е) 

здесь С =0 .09 , Се1 =1.44, Се2=\.92 - полуэмпирические константы турбу­

лентности, определенные экспериментально для течения в пограничном слое 

для гомогенной изотропной турбулентности, величины РгА =1.0 и Prf =1.3 -

турбулентные числа Прандтля для к и £ соответственно, Рк = —Vj'V'^—L, при-
Эх, 

чем для несжимаемой жидкости Рк - 2viSjJSJj. 

Для учета эффекта сжимаемости газов в к-е моделях S. Sarkar и 

L. Balakrishnan [181] предложили добавлять в правую часть уравнения пере­

носа кинетической энергии дополнительный член: 

Yu=2peM?, 

в котором Mt - kj а1 - т у р б у л е н т н о е число Маха, а = yjyRT - скорость звука, 

у - показатель адиабаты, R - га зовая постоянная, Т- температура. 

Если в течении присутствует смешение потоков или теплообмен, то к-е 

модель может быть модифицирована для учета этих факторов. Наиболее про­

стой способ учета этих эффектов - это введение предположения о пропорцио­

нальности турбулентного потока концентрации или температуры их осреднен-

ным характеристикам [174]: 

} W Sc.dx' 
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где Sc( - VlJDl - турбулентное число Шмидта , D, - коэффициент турбулент­

ной диффузии; ф - осредненное значение величины концентрации или темпе­

ратуры. 

Тогда уравнения модели запишутся следующим образом [79]: 

где G - pgf ——— характеризует производство/уничтожение турбулентности 

за счет плавучести; Rf = потоковое число Ричардсона, характеризую-

щее отношение производства или уничтожения к за счет плавучести к его про­

изводству за счет сдвига; р - коэффициент объемного расширения жидкости; 

С £ , - эмпирическая константа; g. - ускорение в направлении х}. Константа 

С £ , должна быть близка к 0 для вертикальных слоев, и к 1 для горизонтальных 

[174], отсюда возможна следующая ее аппроксимация [124]: 

Что касается турбулентного числа Ш м и д т а Set, то по данным W. Rodi [174] для 

пристеночных течений 5с, =0 .90 , для плоской струи и слоев смешения 

Sct = 0.50, для круглой струи Sct = 0.70. Однако эта величина может прямо 

влиять на степень турбулентности, так как входит в составляющую G. По этой 

причине ряд авторов производят коррекцию ее в ходе моделирования согласно 

формуле М у н к а - А н д е р с о н а [174]: 

4l*̂ )=s;[ht)S;]*''(c"(',-*c)(l -̂A)-̂ )r 

G 

Sc, _ (1 + З .ЗЗЛ/) 

Scl0 (1 + 10Л/)°" : 

1.5 

0.5 



где Ri = —^- / -г- 1- - градиентное число Ричардсона. 
р дх, / у дх, ) 

Все остальные константы этой модели принимаются такими же, как и в 

«стандартной». В качестве иллюстрации можно рекомендовать работу [79], в 

которой произведено сравнение четырех вариантов к-е модели на примере 

смешивающегося течения в плоском канале. 

При приближении к твердым стенкам кинетическая энергия убывает, 

становясь на стенке равной нулю, а для скорости диссипации используется 

граничное условие непротекания - ^ - = 0 . Однако в этом случае величина 

дп 

е I к —» оо ; что приводит к невозможности использования приведенных выше 

уравнений вблизи стенок. Поэтому для вычисления значений к и £ здесь ис­

пользуются пристеночные асимптотики следующего вида: 

где г,,- - напряжение на стенке, / - л и н е й н ы й масштаб турбулентности. 

На внешней границе расчетной области величины к и £ должны быть за­

даны. Если информация о них отсутствует, то, как правило, принимается, что 

к - 5 • 1 0 - V , , а £ находится из соображений локально-изотропной турбу­

лентности, изложенных ранее в п. 5.3.2. 

Серьезным недостатком модели SKE является упрощенная запись урав­

нения переноса скорости диссипации, в результате чего она позволяет удовле­

творительно описать процессы переноса энергии турбулентности только в об­

ластях со значительной неоднородностью потока (асимметричные турбулент­

ные потоки), а для осесимметричных потоков, характеризующихся небольшой 

неоднородностью, описание процессов переноса является очень грубым. По­

пытки усовершенствования SKE привели к созданию более двух десятков ее 

К = 
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вариаций, отличающихся значениями констант и видом членов уравнения пе­

реноса скорости диссипации. В качестве примера ниже рассмотрены две по­

пулярные ее вариации. 

RNG к-емодель 

Эта модель построена на основе «стандартной» с использованием тео­

рии ренормализованных групп [208; 209]. Модель обходит ряд ограничений 

«стандартной» к-е модели благодаря более качественному описанию переноса 

турбулентности в потоках с малыми числами Рейнольдса и в пристеночных 

областях, а также возможности учета дополнительных эффектов благодаря 

введению в уравнения «стандартной» модели добавочных функций. При этом 

уравнения переноса и вихревой вязкости остаются неизменными, однако те­

перь С - 0.085, а коэффициент С£2 определяется следующим образом: 

принимается: РгА = Рг £ =0.7194, О ; = 1.42. 

Благодаря веденным модификациям RNG к-е модель позволяет более 

точно описывать пристеночные течения, а также течения с сильной кривизной 

потока. Однако при этом в некоторых случаях модель становится неустойчи­

вой [81], для решения этой проблемы рекомендуется выполнить начальное ре­

шение задачи с п о м о щ ь ю SKE модели, а затем уточнить решение, подключив 

модель RNG. 

Realizable к-е (КЕЮ 

Данная модель разработана под руководством Т. Shih [184] и предназна­

чена для моделирования течений с сильными сдвигами (т. е. когда 

1 + ДЯ 3 
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к 1 1 

— S > ~ 3.7, S - — (5,, + S22 + 5 , , ) ) . Стандартная модель дает в таких слу­

чаях отрицательные нормальные напряжения, и неравенство К о ш и - Б у н я к о в -

ского для касательных напряжений нарушается (более подробно это будет об­

суждаться в п. 5.5.5). KER позволяет решить эту проблему, она основана на 

динамическом уравнении для среднеквадратичной пульсации завихренности 

при больших числах Рейнольдса. Для обхода указанной трудности в этой мо­

дели коэффициент пропорциональности Сц перестает быть постоянным и 

определяется как функция к и е, а также тензоров скоростей деформаций и за­

вихренности: 
1 С„ 

где / / ( ) = yJSjjSjj + Qfljj, &0. = Q0. -2eijkcok - осредненный тензор вращения в 

системе координат, вращающейся с угловой скоростью О) с компонентами 

щ, Л = 4 . 0 , As=y[6Cos0, ф = j a r c c o s ( j f V 6 ) , W = S"Sgf"" , 5 = ^ . 5 у / . 

Кроме того, С., = max<0.43 ,—-— I , ji =—S, S = J 2 5 : 5 , остальные константы: 
I 5 + 77J £ V " " 

С £ ? = 1.9, Рг* = 1.0, Р г , = 1.2. 

Подробнее об этой модели можно узнать в оригинальной работе [184]. 

В целом можно сказать, что класс к-е моделей хорошо подходит для мо­

делирования умеренно сложных течений. Например, в работе W. Rodi [171] 

произведено прямое сравнение нескольких к-е моделей с RSM и LES моде­

лями на примере обтекания цилиндра квадратного сечения и куба, установлен­

ного на плоской стенке. Показано, что модели этого класса ведут себя вполне 

достойно, позволяя определять интегральные характеристики с достаточной 

точностью, однако пульсационные характеристики течения определялись с за-



метным завышением. При этом с точки зрения вычислительной эффективно­

сти подход LES сильно проигрывает: W. Rodi отмечает, что вычисления мето­

дом LES заняли у него 160 часов расчетного времени, двухслойные к-е мо­

дели - порядка 6 часов, а к-е модели при использовании пристеночных функ­

ций - всего 15 минут. Сравнение всех описанных выше вариантов к-е модели 

на примере задачи о течении жидкости в асимметричном диффузоре произве­

дено S.S. Kumar и К.А. Prakash [138], которые показали, что в этом случае KER 

предпочтительнее остальных. 

5.5.4.2. Стандартная k-CDмодель 

Первая подобная модель была предложена в уже упомянутой работе 

А.Н. Колмогорова [24], в которой впервые было приведено модельное уравне­

ние переноса удельной скорости диссипации, которую он считал «основной 

характеристикой турбулентного движения во всех масштабах». Впоследствии 

эти модели были развиты в работах P.G. Saffman, C.G. Speziale, D.C. Wilcox, 

M . W . Rubesin, F.R. Menter. Модели этой группы успешно развиваются и по­

ныне. «Стандартная» к-со модель была предложена D.C. Wilcox в 1988 году, и 

им же впоследствии уточнялась [205; 206; 207]. 

Турбулентная кинетическая энергия к и удельная скорость диссипации 

сов этой модели описываются следующими уравнениями переноса: 

дк w дк 
dt Jdx, 

дсо 1Г дсо 
+ V 

dt Jdx, 

д ' дк~ 
_ = дх, 

д ~ дС0 
= dXJ 

В этих уравнениях Gk и Go учитывают генерацию турбулентной кинетической 

энергии и удельной скорости диссипации, А и Га - эффективные диффузии к 

и со соответственно, У к и У а— диссипации к и со соответственно. 



4 2 4 

Эффективные диффузии определяются следующими выражениями: 

РгА. Рг„ 

где Ргк и Рг<у- турбулентные числа Прандтля для к и со, соответственно. 

Турбулентная кинематическая вязкость здесь определяется следующим 

образом: 

* к 
v f - a — 

[ ос + Re / R I к 
— - — - - д е м п ф и р у ю щ и й коэффициент, Re = — , Rk, 

1 + Re,//?A. J vco 

a{) , a x - константы. При высоких числах Рейнольдса принимается, что а = 1 

Производство величины со определяется выражением: 

Р = а-Р 
" к " 

ос (оса + Re, / Я,Л D „ 
где а - —г\ , ^v,>, - константы, причем при высоких числах 

Рейнольдса принимают величину яг = 1. 

Диссипативный член для к записывается так: 

Yt=p'fp.kco, 

где 
^ 4 у . > 0 ' 
1+400̂  А к 

1 Э<у 

of дх, ЭА-

^4/15 + ( R e , / ^ J 4 A 

l + ( R e , / ^ ) 4 

ющая эффекты сжимаемости: 

, g , Rp, - константы, F - функция, учитыва-

V , } \M--M-, м , > м ' 

file:///m--m-


где М2 = —, М1{) = 0.25, а = 4yRT - скорость звука. 
а 

Диссипация ^ о п р е д е л я е т с я выражением: 

Константы модели: 

с£ = \, O L = 0 . 5 2 , 6^ = 1/9, =0 .09 , Д = 0 . 0 7 2 , / ^ = 8 , 

/ ^ = 6 , / ^ = 2 . 9 5 , ^ = 1 . 5 , Л / / 0 = 0 . 2 5 , P r ,=2 .0 , 1 \ = 2.0. 

Для вычисления значений <у вблизи стенок используется пристеночная 

асимптотика следующего вида: 

«Стандартная» к-со модель хорошо подходит для моделирования при­

стеночных течений и течений с малыми числами Рейнольдса, а также может 

применяется для моделирования сложных течений при неблагоприятных гра­

диентах давления и отрывных течений. 

К недостаткам же ее следует отнести следующие: она дает грубое реше­

ние для турбулентного ядра течения и при расчетах отрывных течений может 

приводить к появлению ранних и избыточных отрывов. 

5.5.4.3. Shear Stress Tensor к-СО модель 

Перепишем стандартную к-е модель в терминах к-со, для чего в уравне­

ния SKE подставим £ - С ксо, в результате получаем с л е д у ю щ у ю модель: 

бУ = 1 5 0 ^ . 
Р 

Р —ь-Усо У к + 
v(co 

/ > . - ( С , 2 - 1 ) С > 2 . 



М о ж н о видеть, что последнее уравнение отличается от уравнения пере-

2 Г 
носа сов SKO наличием члена D - — - V со-Ук , который называют встречной 

vtco 

диффузией (или параметром «взаимораспространения») . То есть представля­

ется вполне возможным создание модели, объединяющей в себе к-е и к-сомо-

дели. Такая модель была разработана F. Menter [153; 154], и названа им SST к-

со моделью (Shear Stress Tensor к-со model). Она эффективно сочетает в себе 

устойчивость и точность «стандартной» к-со модели в пристеночных областях, 

и достоинства к-е модели на удалении от стенок. SST к-со модель имеет сле­

д у ю щ и е особенности по сравнению со «стандартной»: 

- для переключения между к-со и к-е моделями вводится специальная весо­

вая функция F i , которая в пристеночной области равна единице (в таком 

случае при расчете используется «стандартная» к-со модель) , а на удалении 

от стенки равна нулю (осуществляя переход от к-со модели к к-е); 

- выражение для турбулентной вязкости модифицировано так, чтобы обеспе­

чить переход от нее к формуле П. Брэдшоу [15]: -V/V/ = 0.31/:; 

- приняты другие значения феноменологических констант. 

Эти особенности делают SST к-со модель более точной и надежной для широ­

кого класса течений (течений, подверженных градиентам давления, обтекание 

профилей крыльев, околозвуковые ударные волны и т. д.), чем SKO. 

Уравнения переноса SST к-со модели: 



здесь Рки Pw - генеративные члены, Г к и Гы - эффективные диффузии к и со 

соответственно, Yk и Уы - диссипативные члены, Du - параметр встречной 

диффузии . 

Вихревая вязкость в данной модели определяется следующим выраже­

нием: 

к 1 

" 1 QF,~ 
max —* •> — ~ 

а а^со 

при этом 

Рг,., 
1 

Рг, 

F] law] + ( l - F , ) / c r w 2 

Рг, ш Рг„ F} /ак] + (\-F])/ak2 

Q = ^J2Q~Q~, параметр а определяется так же, 

как и в «стандартной» модели. 

Весовые функции, F i и F2, определяются так: 

( V k 500// 
Fx = tanh ( ф 4 ) , Ф, = min max 

4рк 

D* = max 
СГ, , CO dx, dx, 

Ф, = max 

0.09&>y' py'co 

, F 2 = t a n h ( 0 2

2 ) , 

Vk 500// 

0.09^yy py'coj 

где - расстояние до ближайшей твердой поверхности, - положительная 

часть параметра встречной диффузии . 

Генеративный член Рк определяется, так же как и в SKO, а для Рш ис­

пользуется следующее выражение: 



Также имеется различие между SST и SKO в способе определения параметра 

СХж (входящего в уравнение для параметра а ) : в стандартной к-со модели, ссж 

является константой, а в модели SST к-со, он определяется выражением: 

ах = Fxax , + ( 1 - / ^ ) ^ 2 , 

где а , = 4 ± - а ,=^Щ- , N = 0.41, Д , и Д ? - кон-

станты. 

Диссипативные члены % и ^ о п р е д е л я ю т с я так же, как и в SKO, причем 

функции fp и fp становятся константами, и принимаются равными единице, 

а коэффициент Д , входящий в выражение для параметра Д определяется сле­

д у ю щ и м образом: 

Д = / * Д , + ( 1 - / < ) Д 2 . 

Член встречной диффузии D(0 определяется выражением: 

СО дх . dx . 

Константы модели имеют следующие значения: 

<ткл =1.176, 0 ^ = 2 . 0 , <х , . 2 =1 .0 , <7 f t 2 = 1.168, 

а, = 0.31, Д , = 0.075, Д 2 = 0.0828. 

SST к-со модель может применяться практически для любых типов тече­

ний: с большими и малыми числами Рейнольдса, околозвуковых течений, от­

рывных и т.п. Однако при этом она требует расчетных сеток, у которых без­

размерная координата стенки у+ < 1 и имеется не менее 10 ячеек во внутрен­

ней зоне пограничного слоя. Кроме того, наличие зависимости весовых функ­

ций от расстояния до стенки делает эту модель менее эффективной для моде­

лирования чисто сдвиговых течений по сравнению со «стандартной» к-со мо­

делью. 
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5.5.5. Моделирование пристеночной области в диссипативных моделях 

турбул ен тн ости 

Как обсуждалось ранее, двухпараметрические диссипативные модели 

предназначены для расчета полностью развитых турбулентных течений, т. е. 

когда Vi > > и, однако известно, что вблизи стенок вязкие эффекты более суще­

ственно влияют на характер течения, чем турбулентные. 

В существующих коммерческих расчетных комплексах реализовано как 

правило два подхода к моделированию течения в непосредственной близости 

от стенки - или с использованием пристеночных функций, или пристеночное 

моделирование [76; 77]. 

На рис. 5.2 приводится структура профиля скорости вблизи гладкой 

плоской пластины при числе Рейнольдса по толщине потери импульса 

Re0= = 5000, где толщина потери импульса 8 = \-p-l\--p-\dy, V+ = ^ г > 
о 

V* = = ^V2Cr - динамическая скорость, Q - коэффициент трения, V- ско-

+ У* у 
рость потока, у = ——,у- расстояние до стенки. 

v 

Структура потока вблизи стенки, в целом, известна. Пристеночную об­

ласть можно разделить на две большие зоны: внутреннюю (зону закона 

стенки) и в н е ш н ю ю (зону закона следа и зону перемежаемости) . 

Внутренняя зона на плоской пластине занимает примерно 20% толщины 

всего пограничного слоя, однако в ней генерируется до 80% турбулентной 

энергии, причем половина этой энергии приходится на первые 5% толщины 

[8]. Во внутренней области можно выделить еще три зоны: 

file:///-p-l/--p-/dy
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Рис. 5.2. Структура профиля скорости вблизи гладкой плоской пластины при Ree=5000 

- первая зона носит название вязкого подслоя, и продолжается в п р е д е л а х ^ 

- вторая зона называется буферной, и пролегает обычно в пределах 

5<у <30; 

- третья зона - зона логарифмического профиля скорости, и+ =^\пу+ + С, 

где N ~ 0,41 - постоянная Кармана, С -5.5. Эта зона пролегает между у' > 

30 и у ~ 0.1 S, где S— толщина пограничного слоя, т. е. зависит от числа 

Рейнольдса. 

Как уже упоминалось , «стандартная» к - е модель вводит допущение о 

развитости турбулентности, т. е. она работоспособна начиная с расстояния от 

стенки, к о г д а > 30, а часть профиля скорости, лежащая ближе к стенке, нуж­

дается в специальном моделировании - использования полуэмпирических за­

висимостей (пристеночных функций) . С другой стороны, сравнительно малые 

(из работы [4]). Пунктирная линия соответствует закону V* =у+, 

а штрихпунктирная - логарифмическому закону 



локальные числа Рейнольдса приводят к тому, что область преобладания вяз­

ких напряжений еще более увеличивается, в этом случае необходимо сгущать 

расчетную сетку ближе к стенке, добиваясь того, чтобы несколько ячеек ее 

оказались внутри зоны вязкого подслоя. На этом требовании к сетке строится 

альтернативный подход - пристеночное моделирование. 

Расчетный комплекс N U M E C A FINE/Marine предлагает следующие ре­

комендации для выбора величины у+ [77]: 

- для высокорейнольдсовых (к-е, расширенные пристеночные функции) : 

у+ = 20-50; 

- для низкорейнольдсовых (Spallart-Allmaras, Standard к-со, к-е (Launder-

Sharma), SST к-со, DES, EASM): j^+ = 1-10. 

Рис. 5.3. Контрольные объемы вблизи стенки. Ближайшая к стенке расчетная точка Р 

На рис. 5.3 можно видеть пример фрагмента расчетной сетки вблизи 

стенки. Ближайшая к стенке расчетная точка Р смещена в зону логарифмиче­

ского закона. Параметры течения между ней и стенкой определяются путем 

введения пристеночных функций, основанных на законе стенки для расчета 

величин к и £ вблизи твердых границ. 

Оценить необходимое расстояние между первым узлом расчетной сетки 

и твердой границей можно, например, на основе известных зависимостей для 

сопротивления трения пластины или канала. Например, если известна необхо­

димая в е л и ч и н а у + , то расстояние от стенки до ближайшего узла Р: 

Р 

находится в зоне логарифмического закона (у + >30) 



где Коо- скорость набегающего потока, коэффициент сопротивления трения: 

С г/2 = 0.037 RQ~]h - для пластины длиной L, С ,72 = 0.039 Re7~1/4 - для течения 

в канале. Возможно также использование других формул, например, извест­

ной формулы Прандтля -Шлихтинга . 

В случае отрыва потока, при наличии зон с сильным положительным 

градиентом давления, при значении напряжения трения на твердой границе, 

стремящемся к нулю, закон стенки нарушается. В таком случае можно реко­

мендовать использование низкорейнольдсовых моделей. 

В противоположность методу пристеночных функций пристеночное мо­

делирование не вводит дополнительных соотношений для параметров тече­

ния, а производит решение уравнений их переноса во всех расчетных точках. 

Исходя из этого необходимо, чтобы ближайшие к стенке расчетные точки 

находились внутри зоны вязкого подслоя. Такой подход необходимо исполь­

зовать в случае малых чисел Рейнольдса, наличии локальных отрывов, и др . 

Если пристеночная область хорошо разрешена сеткой, то для определения ско­

рости диссипации турбулентной кинетической энергии е и турбулентной вяз­

кости в пристеночных ячейках могут использоваться двухслойные модели. 

Для реализации такого подхода рекомендуется , чтобы у' < 1, и внутри погра­

ничного слоя было бы не менее десяти ячеек. 

5.5.6. Некоторые замечания относительно построения 

двухпараметрических линейных моделей вихревой вязкости 

Как указывалось выше, все модели вихревой вязкости, построенные к 

настоящему времени, предназначены для моделирования узких классов тече­

ний, избранных их авторами в качестве «калибровочных». Модели второго по-



• З а ­

рядка берут за основу строгое уравнение переноса кинетической энергии тур­

булентности и дополняют его уравнением переноса второй характеристики, 

для которой строится свое уравнение переноса. Такие модели часто называют 

«полуэмпирическими», хотя, на самом деле, как уже отмечалось, все без ис­

ключения модели механики сплошной среды являются полуэмпирическими, 

поскольку так или иначе опираются на опытные данные. При этом многие 

пользователи используют их для решения широких классов задач, не вникая 

особо в сложности, возникающие при использовании моделей вне областей их 

применения. Ниже рассмотрены уравнения SKE и SKO моделей с точки зре­

ния соответствия их строгой записи соответствующих уравнений. 

В векторной форме уравнения обеих моделей можно представить следу­

ющим образом: 

+ (y.V)k = V - [ r A . V * ] + / >

A . -Yk, 
dt 

р ̂ + (V • W)a j - V • [TV a] + P - Г , 

где a - или £, или сов зависимости от модели. 

Например, для к-е моделей получаем с л е д у ю щ у ю обобщенную форму 

[165]: 

dk 
- = V 

dt 

dt 

^—Vk 
Pr; £ 

Pr, £ к t { ~ J 

pV'®V' = pkF(S\nv), 

где f ( 5 v , Q v ) - симметричный безразмерный тензор, S f ( S v , Q v ) - некоторая 

к к 
безразмерная скалярная функция, 5 V = — S, Q v =— Q. - безразмерные тензоры 

£ £ 
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скоростей деформаций и вращения. Например, для стандартной к-е модели 

можно записать: 

F(S\Q") = -2C^S + l E , S e ( F 9 ^ 

Q/=0.09, Pi>= 1.0, Piv= 1.3, C£i= 1.44, CW= 1.92. 

Результаты сравнения моделей приводятся в Таблица 5.7. М о ж н о ви­

деть, что модели вихревой вязкости оперируют упрощенными зависимостями: 

задача об определении напряжений Рейнольдса сводится к определению лишь 

одного числа Ц, из которого получаются только диагональные члены мат­

рицы компонент тензора турбулентных напряжений, в них отсутствует член 

перераспределения Ф = — | v K ' + ( V K ' ) ' j , а диффузионный член моделиру­

ется на основе понятия турбулентной вязкости следующим образом: 

(//, / PrA.)Vk = -0.5pV'V'V : Е - V'p'. По смыслу гипотезы Буссинеска величина 

Ц должна представлять собой тензор четвертого ранга [50], что позволило бы 

определить все элементы матрицы турбулентных напряжений. Однако такая 

формулировка для Ц слишком сложна и громоздка, поэтому в современной 

практике ради расширения области применения численного моделирования 

турбулентных течений исследователи пошли по пути замены тензора турбу­

лентной вязкости скалярной функцией, что вполне оправдано для течений, в 

которых можно пользоваться гипотезой пограничного слоя. Это необходимо 

учитывать при использовании данных моделей. 



Таблица 5.7. Сравнение уравнений моделей SKE и SKO 

Составляющая Строгая запись 
Модель турбулентности 

Составляющая Строгая запись 
SKE SKO 

Напряжения 

Рейнольдса 

R = -pV'®V' 

(тензор 2 ранга) 

Г- 2//..V - :^ч>-

,(кЛк 
М,=ра \ — \ -

\со) со 

Генерация 

турбулентно­

сти 

—IRVV + V V R ) 
р\ 1 

(тензор 2 ранга) 

Рк-Щ^-

= Р:Е 

£ 
Р -С —Р 

4 1 ' ах , 

Р -а-Р 
Рш а К Р К 

Диффузия 

fNk-

-0.5pV'V'V':E 

(вектор) 

De = TeVe 

г* =м+ц 

Г г = / / + 0 . 7 7 д 

Dt=TkVk 

£> e = r e V a > 

Г * = Г и = / / + 0 . 5 д 

Диссипация 
(тензор 2 ранга) Ye = Ce2e2/к 

= pp'ff.km 

Упрощение исходного уравнения переноса напряжений Рейнольдса мо­

жет приводить к ряду нефизичных эффектов. Например, генеративный член 

£ 
во втором уравнении SKE равен Р = РеХ—Рк, однако, в непосредственной бли-

к 

зости от стенки кинетическая энергия турбулентности к=0, и тогда —>°°, 

чего в действительности не должно происходить. 

Как видно из таблицы 5.7 подход к определению диссипативного члена 

у рассматриваемых моделей заметно отличается: если в SKE Ук =р£, то в SKO 



вводятся функция р ( ^— j, учитывающая степень турбулентности и сжима-
\рсо) 

емость среды, а также функция /** = Щ, причем %. - -Kvk • Vсо . Если 
l + 4 0 0 j ; 1 со" 

принять теперь, что со-с— (где с - константа) , то 
к 

Yk - pep ^—-Jy^* ̂ VA: - V ^ — j j ^ . Таким образом, в отличие от модели SKE, в 

SKO диссипативный член содержит д е м п ф и р у ю щ и е множители, учитываю­

щие степень турбулизации потока. Например, для несжимаемой жидкости та-

Л 
, причем это выраже-

кой множитель имеет вид: Р — 
100 

4 /15 + (v, /(6СУ)У 

l + ( i / / ( 6 c i / ) ) 4 

V, 
ние содержит отношение —, что позволяет при проведении расчетов умень-

v 

шить влияние диссипации энергии. Здесь уместно упомянуть , что при числен­

ном моделировании часто принимается, что в генеративном члене второго 

уравнения в пределах контрольного объема величина — = Const, что обуслов-

к 

лено принципом построения источникового члена уравнений переноса. 

Отдельного замечания заслуживает форма записи коэффициента диффу­

зии в уравнении скорости диссипации кинетической энергии турбулентности. 

Так, для уравнения (5.4.6) широко используется следующая модель [123]: 

Dt. = Ct. — V'® V'• Ve = -Ce—R• Ve, 
£ p£ 

в то время как в SKE Dt. = T t .V£ = (p + 0.11 pt )Ve , т. е. напряжения Рейноль­

дса в диффузии величины £ явным образом не участвуют (только через эф­

фективную вязкость) . 

В плоском сдвиговом течении в направлении х\ турбулентное касатель­

ное напряжение записывается следующим образом: 



^ш-

1 2 \дх2 дх} J ' дх2 ' 

и к2 

откуда, принимая у = L L L - Q — , можно записать: 
' Р " £ 

С другой стороны, производство кинетической энергии турбулентности 

в данном случае будет равно: 

Выражая отсюда величину и подставляя ее в предыдущее выражение, 

имеем: 

Данное выражение показывает, что при наличии в потоке сильных сдвигов 

(когда отношения Рк/е велики), модели вихревой вязкости будут предсказы­

вать завышенные значения касательных напряжений в силу жесткой связи 

между напряжениями и деформациями. Если же предположить, что генерация 

р 
турбулентности равна ее диссипации (т. е. — ~ 1), и воспользоваться форму-

£ 

лой П. Брэдшоу [15], согласно которой -К, 'К, ' ~ 0 .3 \к , то получаем Сц ~ 0.09, 

что и используется в «стандартной» к-£ модели. 

Рассмотрим условия реализуемости на примере к-е модели. Из уравне­

ния (5.5.1) условие неотрицательности нормальных напряжений приводит к 

следующему выражению: 

-У/У/ = 2v f5,. --kS,, = 2CU —Sn --kS,, > 0, 
' " 3 " £ 3 

т. е. 



-v;v; = 2Cu—s-2k>o, 
£ 

где 5 = - j ( 5 n + S22 + S-.-.). Тогда, принимая Сц - 0.09, получаем: 

* 5 S - L - 3 . 7 . 
£ з с ; 

В течениях с сильными сдвигами величина —S может значительно пре-
£ 

вышать значение 3.7, что неизбежно приведет к появлению отрицательных 

нормальных напряжений. Как отмечалось выше, одной из попыток решить эту 

проблему в рамках к-е модели является Realizable к-е модель, разработанная 

под руководством Т. Shih [184], в которой С принимается функцией комби­

наций тензоров скоростей деформаций и вращения. 

Некоторые возможности линейных моделей вихревой вязкости и про­

блемы, связанные с их практическим использованием, подробно рассмотрены 

в работах [80; 137; 146; 155; 171; 174; 188; 207]. 

5.6. Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е М О Д Е Л И В И Х Р Е В О Й В Я З К О С Т И 

Сложности с использованием RSM моделей с одной стороны, и ограни­

ченность возможностей использования линейных моделей турбулентной вяз­

кости с другой привели к развитию нелинейных моделей вихревой вязкости, 

которые более обоснованы, чем линейные, но при этом проще в реализации и 

использовании, а с вычислительной точки зрения менее дорогие, чем RSM. 

В настоящее время можно выделить два класса таких моделей - соб­

ственно нелинейные модели вихревой вязкости (Non-Linear Eddy Viscosity 

Model, N L E V M ) и явные алгебраические модели напряжений Рейнольдса 

(Explicit Algebraic Reynolds Stress Model, EARSM). Базируясь на разных исход­

ных соображениях, они приводят к похожим соотношениям [132; 146]. 
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5.6.1. Нелинейные модели вихревой вязкости (NLEVM) 

Как уже упоминалось ранее, нелинейная модель турбулентной вязкости 

для тензора анизотропии записывается следующим образом: 

q = -2C^Sv + Nb(s\nv), 

где дополнительный нелинейный член M , ^ S V , Q V ) должен быть симметрич­

ным и с нулевым следом tr ^NL ( S V , Q V ) ) = 0 , = —S. Q v = — Q . 

Используя теорему Гамильтона -Келли можно показать, что наиболее 

общей формой такого тензора будет следующая [164]: 

я = £ с „ 1 „ ( Г , £ Г ) > 
/1=1 

где тензорозначные функции тензорных аргументов являются ба­

зисными тензорами. Они представляют собой независимые симметричные де-

виаторные тензорные комбинации тензоров S_v и Q v , причем в двумерном 

случае таких тензоров будет три, а в трехмерном - десять. Для этого базиса 

возможны разные записи, однако в настоящее время наиболее употребитель­

ным является вариант, предложенный S. Pope [164], который приведен в таб­

лице 5.8. 

Таблица 5.8. Базисные тензоры нелинейной модели вихревой вязкости 

Порядок чле­ Базисные тензоры 

нов 

Линейный L 

T2=S?-SV - \ I I S , E 

Второй T,=QV S V - S V Qv 

T4=& £f-UIQVE T4=& £f-UIQVE 
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Третий 
I s = Q V - / 7 ^ s v - | ^ ( Q V - S V - Q V ) E 

T6=QV-Sv-Sv-Sv-Sv Qv 

Четвертый 

T7 = Qv Qv -Sv -Sv + Sv -Sv Qv Qv 

(sv • sv - j I I S , , £ ) -1 fr- ( ;Г • S v • n v • n v ) £ 

r 8 = S v - S v - f t v - S v - S v - f t v ^ 

r 9 = Q v - S V f t v f t v - Q v f t v - S V f t v - - / / 2 V ( Q V - S V - S v - f t v ) 

Пятый 

На основании таблицы 5.8 для рассмотренных ранее линейных моделей можно 

записать следующее выражение: 

я = С , 5 ; \ т . е. я = - 2 С Д у , 

что полностью согласуется с записью (5.5.2), полученной ранее. 

Моделям второго порядка (квадратичным) соответствует следующая за­

пись для тензора анизотропии: 

a = -2CuSv +/3](SV Sv - \ I I VE) + 
V " - 1 (5.6.1) 

+P2 -Sv - Sv Qv) + Д v Qv - j / / f l V £ ) 

где / ? , , / ? 2 , Д - коэффициенты. Например, в модели C.G. Speziale [197] они 

принимались в форме различных степеней соотношения kje для сохранения 

баланса размерностей. 

Кубические модели имеют такую форму: 



a = -2C„Sv+fi\ Sv Sv--II^E | + 

+ A • ¥ " ¥ • £ T ) + Д ( £ T • Qv - 1 / / i j v £ ) -

o v - s v + s v o v ^ v - / 7 „ - £ v " | r r ( - v ' - v ' - v ) - ] _ 

Подробная компонентная запись квадрата и куба тензора скоростей деформа­

ций приведена в Главе 2. Квадратичные члены (выражения при /?/, /?2 , Д?) этих 

моделей учитывают анизотропию потока. Экспериментальные и расчетные 

данные показывают, что чистое вращение не производит турбулентности [132; 

146] , откуда можно полагать, что Д = 0 , как минимум, если Sv —>0. Члены 

при Y\ и У-> являются линейными (как и первый) , они играют важную роль в 

учете влияния кривизны потока. Член при у4 учитывает вращение. М о ж н о 

убедиться, что в плоском несжимаемом потоке члены при у3 и у4 исчезают. 

В качестве примера кубической модели можно привести модель Т. Craft, 

В.Е. Launder, К. Suga (CLS) [98], в которой: 

0 . 3 [ l - e x p ( - 0 . 3 6 e a 7 5 / / ) ] 

ц ~ 1 + 0.3577* 

д = - о ж у ; , р2=олсм/м, а = - 1 . 0 4 ^ / , , 

к I I ~ ^ dv& d-Jk 
77 = - m a x ( 5 , n ) , S = J2S:S, Q = J2Q:Q, £ = £-2v— — . 

£ Эх Эх 

/ = 1 - е х р 
Re, 

400 
Re, =k2/ve. 
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5.6.2. Явные алгебраические модели напряжений Рейнольдса (EARSM) 

Данный класс моделей основан на использованном W. Rodi допущении 

о слабом равновесии [172], в соответствии с которым на основании уравнения 

(5.3.9): 

^ - V . 7 T = 0 , 
dt 

где *Da = - -\D — - У ®У ® D,, 

3 D = K V ( K ' ® У^-У® У® У (E®V'p' + V'p'® E } , 

Dk = pVk - 0 . 5 p V ® V ® 'V : E - V'p', 

d(kle) 
кроме того положено, что ——— - = 0 . 

dt 

Это позволяет для конвективного и диффузионного переносов в уравне­

нии (5.3.3) записать следующее соотношение: 

dt k W ' 
(5.6.2) 

Действительно, выполняя последовательно цепочку преобразований имеем: 

— У ®У -V D- — 
dt dt 

У®УЛ 

k dt dt 

У®УЛ 

V ® V i - - \ d (У®УЛ 

(' У®УЛ V ®V ~ - - , 
— — — V • Д . - V • *D 



Выражение (5.6.2) позволяет от любой дифференциальной модели пере­

носа напряжений Рейнольдса перейти к системе алгебраических уравнений, а 

для определения кинетической энергии и масштаба турбулентности могут ис­

пользоваться соотношения для двухпараметрических моделей. Например, в 

предположении о слабом равновесии и наличии изотропной диссипации 

(5.4.4), уравнение (5.3.9) запишется следующим образом [173]: 

0 : (5.6.3) 

Принимая теперь P = -k(a-S + S-a) + k(a-Q.-Q.-a)-—kS, 

Ф = ~(с?+С1^£а + С ^ 

C4k(a-Q-Q-a), 

при С,0 = 3 . 4 , С,1 = 1 . 8 , С 2 = 0 . 3 6 , С 3 = 1 . 2 5 , С 4 = 0 . 4 из (5.6.2) получаем ал­

гебраическую модель, записанную в компонентной форме: 

2 2 е С е 1 - \ " 
\SU 

3 2 1 " 

- 1 ( 2 - С ^ Д , , - + S l m a m J - | * Й А Д | + 

+ 1 ( 2 - С 4 ) ( ^ А у - О / А у ) = 0. 

(5.6.4) 

Однако, при этом возникает система трансцендентных алгебраических урав­

нений, которая, вообще говоря, может вовсе не иметь вещественных решений. 

Потому более употребительными стали явные алгебраические модели. Первой 
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работой в этом направлении стала статья S. Pope [164], в которой на основе 

такой модели было получено решение для двумерного случая течения, однако 

до начала 90-х годов его работа не привлекала серьезного внимания других 

исследователей. В дальнейшем данный подход получил развитие в работах 

[113; 114; 117; 198; 204] и др. 

Одно из явных решений последнего уравнения рассмотрено в [179], где 

на основе модели SSG для тензора анизотропии записано такое выражение: 

su + aia4 ( s , A j - Q , „ А „ ) - 2аза4 simsmJ - ^ s , 7 „ А , Д 

Сравнивая это выражение с (5.6.1) можно увидеть, что здесь фактически имеет 

место квадратичная нелинейная модель. Турбулентная кинематическая вяз­

кость определяется для этой модели следующим выражением: 

V, = -ка^ 

а можно, например, и таким образом [77]: 

v, = max { - t o , , 0.0005 * y / J . 

В этих выражениях величина Ц находится путем решения кубического урав­

нения: 

в котором т = — - временной масштаб турбулентности, р = -

1 ( ~> ~ 2 ~> 2 2 ~> 2 
. , ' Х Л К - 2 Т ^ т - т ^ + г ^ ^ т а ; I г = — У ^ _ . Коэф-

( 2 > / У 7 „ Г J J ( 2 ' 7 2 г т „ ) " 

фициенты в этих выражениях определяются следующим образом: i f =S0.Sfi, 

R ^ ^ n j r j 2 , a, =±{j-C2), а2 = | ( 2 - С 4 ) , я 3 = { ( 2 - С ) , 

а4=т[Г]-2r{){ajT)7]2T2]\ к, = с ; / 2 , ух=С*1г + (Се2 - С , , ) / ( С , 2 - 1 ) , 



С , ° = 3 . 4 , С\ = 1 . 8 , С 2 = 0 . 3 6 , C 3 = 1.25, С 4 = 0 . 4 , C f I = 1 . 4 4 , C f 2 = 1 . 8 3 . Иско­

мым корнем этого уравнения является корень с наименьшей вещественной ча­

стью [133]. 

При моделировании пристеночных течений с п о м о щ ь ю EARSM моделей 

в области стенок используются д е м п ф и р у ю щ и е функции. Например, в работе 

S. Wall in и A . Johansson [204] предложен низкорейнольдсовый вариант модели 

EARSM (WJ), в котором для тензора анизотропии используется следующее со­

отношение: 

а = / ( д + / / ц д > ) 5 - + ( 1 - / г )
 (3f;rlL+ 

max yIIsJIs'j 

+f2/3, ( Q v 2 ~IIS E ) + 

2 max (// s , / /7) 
( r - Q v - Q v - r ) + 

+fA )^SV -Qv2+Sv -Qv2- 2IILlSv -1IVE j + 

+ / 2 Д ; ( Q v • Sv • Q v 2 - Q v 2 • 5 V • Q v ) , 

где /у - демпфирующая функция, которая согласно Van Driest [202] записыва­

ется как f,=\—e А\Л' =26; и"' = — i ^ S C , в предположении о локальном 
s 216С, - 1 6 0 

равновесии турбулентности (Рк~£) в плоском приближении значение кон-

N(2N2-lIIil) 
станты С | = 1 . 8 , отсюда II"' - 5 . 7 4 ; # 2 = 1 . 8 ; Д = -

<9 

* = - ^ , д = - 2 ^ 2 - 2 / / ° ) , А = - ™ , А = А , 
к ' N0 4 О ^ 6 2 Н ) О 

Q = -(N2-2ПА N2-2IILX SV=TS, Q v = r Q , Sv2=S?kSZ. 
6 
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менной масштаб турбулентности, который в этой модели определяется следу­

ющим образом: г = max 
'-4 
£ V £ 

Величина N находится в результате реше­

ния следующей системы уравнении: 

N = 

- + 2 ( / f - / > 2 ) Х с о 5 /> < 0 

где 
Г ' 2 9 ? 

27 20 ' 3 " 
Г ' 2 9 2 /> = / ^ _ | b _ + Z_77 + ± 7 7 

9 10 3 

С,' = —(С, - 1 ) . В двумерном потоке уравнения модели сильно упрощаются , 

так как Д = Д 6 = Д = 0 . 

Модификация подобной модели для моделирования движения суще­

ственно сжимаемой среды предложена, например, в работе [119]. В случае 

необходимости учета вращения жидкости вместо уравнения (5.6.3) следует ис­

пользовать следующее соотношение: 

0 = + Ф + % - С ) , 

где тензор С вводится для учета силы Кориолиса в соответствии с (5.3.11), и 

вместо осредненного тензора завихренности Q следует использовать вели­

чину Q согласно (5.3.10). 

При использовании явной модели напряжений Рейнольдса необходимо 

дополнительно решать уравнения переноса для определения кинетической 

энергии турбулентности и скорости ее диссипации, например, в модели WJ 



для турбулентной вязкости предлагается такое выражение: 

5.6.3. Некоторые замечания относительно нелинейных моделей вихревой 

вязкости 

Из приведенных выше соображений ясно, что нелинейные модели вих­

ревой вязкости неизбежно имеют меньшее физическое обоснование, чем RSM 

модели. Отдельная проблема возникает из того обстоятельства, что фактиче­

ски отброшенная в этих моделях конвекция турбулентных напряжений может 

иметь большое значение в случае криволинейных или вращающихся течений. 

В таком случае конвекция турбулентной энергии является не лучшей заменой 

при аппроксимации конвекции напряжений. Получается , что адекватность 

уравнения (5.6.2) зависит как от принятой системы координат, так и от ориен­

тации потока относительно нее. Некоторые соображения на этот счет можно 

найти в работах [118; 179; 203]. 

С другой стороны, серьезным преимуществом таких моделей является 

учет анизотропии. Линейные модели вихревой вязкости в силу выражения 

(5.5.1) приводят к следующему соотношению для нормальных напряжений: 

К'К' ~ У2^2 - У У = " J^ ' 0 Т К У д а автоматически следует, что сги — а22 = а 3 3 = 0 . 

В то же время, нелинейная кубическая модель приводит для нормальных 

напряжений в простом сдвиговом потоке [146] к выражениям: 

к ЭК ~ 
где а = ЭТО показывает, что квадратичные члены позволяют учесть ани-

£ дх2 

зотропию нормальных напряжений. 

Качество учета анизотропии сильно зависит от калибровки коэффици­

ентов модели. Это можно увидеть из Таблица 5.9, где приведены результаты 
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расчетов по нескольким моделям в сравнении с известными эксперименталь­

ными исследованиями S. Tavoularis и S. Corrsin [200]. 

Таблица 5.9. Результаты моделирования однородного турбулентного течения с помощью 

нескольких моделей турбулентности из работ [140; 146; 198; 204] 

Данные а и а22 а33 а п Skje 

Эксперимент 0.406 -0.286 -0.12 -0.312 5.56 1.73 

к-е 0 0 0 -0.434 4.82 2.09 

LRR 0.31 -0.242 -0.068 -0.374 5.46 2.04 

SSG 0.436 -0.29 -0.146 -0.326 5.56 1.82 

CLS 0.53 -0.307 -0.223 -0.273 7.66 

N . Shi т а 0.31 -0.214 0.004 -0.242 

WJ [204] 0.31 -0.31 0 -0.30 1.8 

Следует отметить также, что N L E V M модели подвержены тому же не­

достатку, что и линейные, - чрезмерной генерации турбулентности при боль­

ших скоростях деформаций, что объясняется такой же формой записи линей­

ного члена, что и у линейных моделей, когда коэффициент С принимается 

константой. Это приводит к погрешностям в определении турбулентной вяз­

кости при высоких значениях S,,. Для этого коэффициента правильнее было бы 

использовать зависимость такого типа [146]: С ~ 

этого недостатка лишены, так как коэффициенты их берутся из RSM моделей. 

Таким образом, если дифференциальные RSM модели обеспечивают фи-

зичное разрешение сложных турбулентных течений ценой больших вычисли­

тельных затрат, то EARSM модели близки к стандартным двухпараметриче-

ским моделям по вычислительной эффективности, но при этом они базиру­

ются на уравнении переноса для тензора анизотропии. Это делает их более 

приемлемыми для моделирования многих сложных течений, чем стандартные 

двухпараметрические модели. Однако, отбрасывание конвекции и диффузии 

к 
—S . EARSM модели 
£ 
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делает EARSM очень чувствительной к таким эффектам, как кривизна линий 

тока, диффузия , предыстория течения и т. д. 

5.7. О С О Б Е Н Н О С Т И М О Д Е Л И Р О В А Н И Я Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т И ПРИ 

Д В И Ж Е Н И И С Ж И М А Е М Ы Х С Р Е Д 

Влияние сжимаемости при моделировании проявляется по двум направ­

лениям: во-первых, изменением величины осредненной плотности во всех 

уравнениях переноса, во-вторых, появлением корреляций пульсаций плотно­

сти (в частности, p'V' и p'V'®V\ как показано в п. 3.2). Как правило, при моде­

лировании сжимаемых течений используются модели, созданные и калибро­

ванные для описания движения несжимаемых потоков. При этом влияние из­

менения плотности на коэффициенты модели во внимание не принимается . 

Это приводит к появлению некоторых сложностей, в частности: 

- каждый вариант модели турбулентности (даже внутри одной группы) пока­

зывает разную степень чувствительности к градиенту плотности. Например, в 

работе [149] показано, что к - со модель менее чувствительна к градиенту 

плотности, чем к-е модель, как минимум в области действия закона стенки; 

- влияние градиентов осредненной плотности на константы модели турбу­

лентности не может быть получено из других взаимодействий, связанных с 

пульсациями плотности, для которых обычно вводятся явные коррекции на 

сжимаемость . При этом следует учитывать , что влияние градиентов осреднен­

ной плотности возникает при числах Маха, меньших 2^3. 

Учет сжимаемости приводит к появлению членов, обусловленных объ­

емной вязкостью, а также к дополнительным слагаемым в членах перераспре­

деления и диссипации в уравнении переноса напряжений Рейнольдса (5.3.3), 

которые имеют следующий вид: 
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Однако, согласно гипотезе Морковина [158], подтвержденной DNS рас­

четами Z. Huang и др. [127], эти члены могут быть отброшены при числах 

Маха менее 5. В работе Z. Huang также показано, что в турбулентном погра­

ничном слое при М=3 корреляции p'V' ® V' и р'У'Г составляют порядка 5% 

от pV" ® V" и рУ"Т" соответственно. 

Попытки оценить вклад членов (5.7.1) предпринимались различными ав­

торами, однако практический вывод заключается в том, что нет существенных 

причин включать члены, содержащие явным образом пульсации плотности 

при расчете пристеночных течений при числах Маха менее 5. Для свободных 

сдвиговых течений использование членов (5.7.1) эффективно, но, как показано 

в работе S. Sarkar [180], корректность их использования вызывает сомнения. 
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